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LIVRE  PREMIER 

LES  PRINCIPES  DE  LA  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


INTRODUCTION 


LA    MÉTHODE    DES    PROJECTIONS 


§  I.  —  Définitions  sur  les  projections. 

1.  Objet  de  la  Géométrie  descriptive.  —  La  Géométrie  descriptive 
a  pour  objet  la  représentation  exacte  des  corps  par  la  méthode  des 
projections.  Il  est  donc  naturel  de  commencer  Tétude  de  la  Géométrie 
descriptive  par  celle  de  la  méthode  dçs  projections.  Nous  n'étudierons 
d'ailleurs,  dans  ce  qui  suit,  que  des  corps  géométriques. 

2.  Perspective  d*un  point  ;  perspective  d'une  figure.  —  On  appelle 
perspective   ou   projection  conique  d'un  point  A,   sur  un  plan  P, 

et  par  rapport  à  un  point  de  vue  0 
ou  centre  de  projection^  le  point  a 
où  le  plan  P  est  rencontré  par  la 
droite  OA. 

On  appelle  perspective  ou  projection 
conique  d'une  figure  sur  le  même  plan 
et  par  rapport  au  même  point  de  vue,  le 
lieu  géométrique  ou  plutôt  Tensemble 
des  projections  des  divers  points  de  la  figure. 

Le  point  0  et  le  plan  P  définissent  un  système  de  projections  :  le 
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plan  P  est  appelé  le  plan  de  projection  ou  le  plan  du  tableau^  et  Ton 
dit  quelquefois  projection  centrale  au  lieu  de  projection  conique  ;  la 
droite  OA  s'appelle  la.  projetante  du  point  A. 

3.  Projections  cylindriques  ;  pi*o|ection8  orthogonales  ou  obliques. 

7—  Lorsque  le  point  de  vue  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  direction 
donnée,  D,  la  projection  conique  devient  une  projection  cylin- 
drique ;  D  s'appelle  la  direction  des  projetantes,  et  l'on  dit  que  les 
projections  sont  orthogonales  ou  obliques  suivant  que  les  projetantes 
sont  orthogonales  ou  obliques  au  plan  de  projection.  Quand  les 
projections  sont  orthogonales,  on  peut  dire  que  la  projection  d'un 
point  sur  un  plan  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
sur  le  plan. 

En  Géométrie  descriptive,  on  emploie  exclusivement  les  projections 
orthogonales;  mais  nous  allons  néanmoins  entrer  dans  quelques 
détails  sur  les  projections  quelle  que  soit  leur  nature. 


§11.  —  Ligne  droite. 

4.  Théorème.  —  Lorsqu'une  droite  ne  passe  pas  par  le.  point  de 
vue  à  distance  finie  ou  infinie^  sa  projection  est  une  ligne  droite  ;  elle 
est  un  point  dans  le  cas  contraire. 

Il  est  clair,  d'abord,  que  si  une  droite  A  passe  par  le  point  de  vue, 
sa  projection  se  réduit  à  l'intersection  de  a  avec  le  plan  du  tableau, 
c'est-à-dire  à  un  point. 

Supposons  donc  que  la  droite  A  ne  passe  pas  par  le  point  de  vue. 
Toutes  les  projetantes  des  divers  points  de  la  droite  sont  alors  situées 
dans  le  plan  Q  déterminé  par  le  point  de  vue  et  par  la  droite.  Leurs 
traces  sur  le  plan  P  sont  donc  sur  l'intersection  du  plan  Q  et  du  plan 
P,  c  est-à-dire  sur  une  ligne  droite  8,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  droite  8  n'existe  plus  si  le  plan  Q 
est  parallèle  au  plan  P  ;  mais  nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  cas 
particulier. 

5.  Remarque.  —  Le  plan  Q  qui  passe  par  la  droite  a  et  par  le  point 
0  s'appelle  le  plan  projetant  de  la  droite  :  il  n'est  indéterminé  que  si 
la  droite  passe  par  le  point  0,  c'est-à-dire  par  le  point  de  vue. 
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6.  Définitions.  —  On  appelle  droite  de  front  toute  droite  parallèle 
au  plan  du  tableau. 

On  appelle  trace  d'une  droite  le  point  de  rencontre  de  cette  droite 
avec  le  plan  du  tableau. 

Une  droite  de  front  n'a  évidemment  pas  de  trace,  et  elle  est  parallèle 
à  sa  projection  ;  car,  si  une  droite  a  est  parallèle  à  un  plan  P,  tout 
plan  Q  passant  par  à  coupe  le  plan  P  suivant  une  parallèle  à  a. 

Au  lieu  de  dire  qu'une  droite  de  front  n'a  pas  de  trace,  on  dit  encore 
que  la  trace  d'une  droite  de  front  est  le  point  à  l'infini  dans  la  direction 
de  cette  droite. 

De  ce  qu'une  droite  de  front  est  parallèle  à  sa  projection,  il  suit  que 
si  plusieurs  droites  de  front  sont  parallèles,  leurs  projections  sont  aussi 
parallèles.  Ceci  nous  amène  à  chercher  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  projections  de  deux  droites  soient  parallèles.  Cette 
condition  nous  est  fournie  par  le  théorème  suivant. 

7.  ThLéorème.  —  Pour  que  les  projections  de  deux  droites  soient 
parallèles^  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  rencontrent  une  même  droite  de 
front  passant  par  le  point  de  vue. 

lo  C'est  suffisant,  —  Soient,  en  effet,  a  et  Ai  deux  droites  rencon- 
trant respectivement  en  A  et  en  Ai  une 
même  droite  de  front,  F,  menée  par  le 
point  0.  Leurs  projections  o  et  Si  passent 
respectivement  par  les  projections  a  et  Ci 
des  points  A  et  Aj;  mais  les  points  a  et  ai 
coïncident  avec  le  point  à  l'infini  dans  la 
direction  F,  donc  8  et  Si  sont  parallèles. 

2o  C est  nécessaire,  —  En  effet,  si  8  et 

8,  sont  parallèles,  les  deux  plans  (0,  8)  et 

(0, 8i),  c'est-à-dire  les  deux  plans  projetants 

des  deux  droites  a  et  a,,  se  coupent  suivant 

une  droite  parallèle  à  8  et  à  8i.  Cette  droite 

étant  parallèle  à  8  et  à  8i  est  de  front  ;  de 

plus  elle  passe  par  le  point  0  ;  enfin  elle  est  rencontrée  par  a  et  par  Aj, 

puisqu'elle  est  d'une  part  dans  le  plan  (0,  8),  comme  A,  et  d'autre 

part  dans  le  plan  (0,  8,),   comme  Ai.  Donc  les  deux  droites  a  et  Ai 

rencontrent  une  même  droite  de  front  menée  par  le  point  0,  ce  ([ui 

démontre  la  proposition. 
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8.  Remarque.  —  Ce  th(k)rème  ne  suppose  rien  sur  la  nature  du  sys- 
ibuic  de  projection.  Il  s'applique  donc  aux  projections  cylindriques 
comme  aux  projections  coniques.  Toutefois,  nous  ne  pourrons  nous 
en  assurer  que  lorsque  nous  aurons  acquis  la  notion  de  la  droite  de 
Vinfini  dans  un  plan.  Pour  acquérir  cette  notion,  il  est  nécessaire  de 
donner  d'al)ord  quelques  définitions. 

9.  Point    de  fuite    d*ane  droite  ;  ligne    de  faite  d*iui   plan*   — 

On  appelle  point  de  fuite  d^une  droite  a,  la  trace  f  de  la  paral- 
lèle à  A  menée  par  le  centre  de  projection. 
Le  point  de  fuite  d*une  droite  n*est  autre 
que  la  projection  du  point  à  l'infini  sur  la 
droite. 
Le  point  de  fuite  d'une  droite  de  front  est 
^/     ^'  I  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  de  cette 

droite. 

Lorsque  plusieurs  droites  sont  parallèles, 

elles  ont  évidemment  le  même  point  de  fuite, 

à  distance  finie  ou  infinie.  Par  conséquent,  si 

plusieurs  droites  sont  parallèles,  sans  être  de  front,  leurs  projections 

coniques  sont  concourantes,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

Les  projections  cylindriques   de   plusieurs  droites  parallèles  sont 
toujours  parallèles,  parce  que  leurs  plans  projetants  sont  parallèles. 

On  appelle  ligne  de  fuite  d'un  plan  Q  le  lieu  géométrique  des  points 
de  fuite  de  toutes  les  droites  du  plan.  Un  plan  Q'  parallèle  au  plan  Q 

et  mené  par  le  point  0,  coupe  le  plan  de 
projection  suivant  une  ligne  droite  q  qui 
est  le  lieu  des  points  de  fuite  de  toutes  les 
droites  du  plan  Q  :  c'est  la  ligne  de  fuite  du 
plan.  Lorsque  le  plan  Q  est  parallèle  au 
plan  de  projection,  il  n'a  pas  de  ligne  de 
fuite,  puisque  le  plan  Q'  est  lui-même  pa- 
rallèle au  plan  de  projection. 

Si  une  droite  est  parallèle  à  un  plan  Q, 
le  point  de  fuite  de  la  droite  est  sur  la  ligne 
de  fuite  de  ce  plan  ;  car  la  parallèle  menée  par  le  point  0  à  la  droite 
est  située  dans  le  plan  Q'. 


10.  Droite  de  l'infini  dans  un  plan.  —  Puisque  le  point  de  fuite 
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d'une  droite  est  la  projection  du  point  à  Tintini  sur  la  droite,  la 
ligne  de  fuite  d'un  plan  sera  la  perspective  des  points  à  Tinfini  dans  le 
plan.  Cette  perspective  étant  une  ligne  droite,  le  lieu  des  points  à  Tin- 
tini  dans  un  plan  est  une  ligure  qui  se  projette  toujours  suivant  une 
droite.  D'autre  part,  si  Ton  considère  une  figure  située  dans  un  plan 
ne  passant  pas  par  le  point  de  vue,  il  est  manifeste  que  la  projection  de 
cette  figure  ne  se  réduit  à  une  ligne  droite  que  si  la  figure  est  elle- 
même  une  ligne  droite.  On  est  ainsi  conduit  à  considérer  tous  les  points 
à  rinfini  dans  un  plan  comme  étant  en  ligne  droite.  C'est  cette  droite 
(|u'on  appelle  la  droite  de  l'infini  du  plan. 

11.  Remarques.  —  1®  Nous  avons  vu  (4)  que  si  le  plan  Q,  qui  projette 
une  droite  A,  est  parallèle  au  plan  de  projection,  la  droite  A  n'a  plus 
de  projection.  En  réalité  le  plan  de  projection  et  le  plan  Q  se  coupent 
suivant  une  droite  qui  est  à  l'infini,  de  sorte  que  la  projection  de  a 
coïncide  avec  la  droite  de  l'infini  du  plan  de  projection.  Cette  droite 
est  aussi  la  ligne  de  fuite  de  tous  les  plans  parallèles  au  plan  du 
tableau. 

2*  n  est  aisé  de  voir  maintenant  que  la  proposition  établie  au  n®  7 
s*éiend  aux  projections  cylindriques.  Si,  en  effet,  le  centre  de  projection 
est  à  l'infini  dans  une  direction  D,  une  droite  de  front  menée  par  ce 
point  devient  la  droite  de  l'infini  d'un  plan  R  passant  par  D.  Dès  lors 
la  démonstration  de  la  proposition  subsiste  tout  entière,  en  remplaçant 
la  di*oite  de  front,  qui  intervient  dans  cette  démonstration,  par  la 
droite  de  l'infini  du  plan  R,  et  en  observant  qu'une  droite  A  qui  ren- 
contre la  droite  de  l'infini  du  plan  R  n'est  autre  chose  qu'une  droite 
parallèle  à  ce  plan  ;  de  sorte  que,  pour  que  les  projections  cylindriques 
de  deux  droites  soient  parallèles^  il  faut  et  il  suffit  que  les  plans 
projetants  de  ces  deux  droites  soient  parallèles. 

La  proposition,  ainsi  énoncée,  aurait  pu  être  démontrée  directement, 
mais  nous  avons  tenu  à  montrer  comment  on  peut  la  déduire  de  la 
proposition  plus  générale  établie  au  n°  8. 


§  III.  —  Lignes  courbes. 

12.    L.i0nes  planes    et  lignes   gauches;    ordre   d'une   courbe.    — 
On  divise  les  lignes  ou  courbes  de  l'espace  en  lignes  planes  et  en 
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lignes  gauches.  Les  premières  sont  celles  qui  sont  dans  un  plan, 
et  les  deuxièmes  sont  celles  qui  ne  sont  pas  contenues  dans  un 
plan. 

A  un  autre  point  de  vue,  emprunté  à  la  Géométrie  analytique,  on 
distingue  aussi  les  lignes  en  lignes  algébriques  et  en  lignes  transcen- 
dantes. Nous  renvoyons  aux  traités  de  Géométrie  analytique  pour  cette 
distinction,  que  nous  nous  bornons  à  signaler  ici. 

On  dit  qu'une  ligne  plane  algébrique  est  d'ordre  m  quand  toute 
droite  du  plan  la  rencontre  en  m  points  réels  ou  imaginaires,  distincts 
ou  confondus,  à  distance  finie  ou  infinie. 

On  dit  qu'une  ligne  gauche  algébrique  est  d'ordre  m  quand  elle  est 
coupée  par  un  plan  en  m  points  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou 
confondus,  à  distance  finie  ou  infinie. 

Ajoutons  que  les  notions  de  points  imaginaires  et  de  points  confon- 
dus sont  aussi  tirées  de  la  Géométrie  analytique. 

13.  Tangente  et  plan  osculateur  en  un  point  d*une  ligne.  — 
On  appelle  tangente  en  un  point  quelconque  M  d'une  ligne   L  la 

limite  MT  des  positions  successives  occupées  par 
une  sécante  BIM'  quand  le  point  M'  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  M. 

Tout  plan  passant  par  la  tangente  MT  s'appelle 
un  plan  tangent  en  M,  et  l'on  appelle  plan  oscula- 
teur à  la  courbe  en  ce  même  point  la  limite  du  plan 
tangent  passant  par  un  point  M'  voisin  du  point  M, 
quand  ce  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M. 

Lorsque  L  est  une  courbe  plane  située  dans  un  plan  P,  le  plan 
osculateur  en  l'un  quelconque  de  ses  points  coïncide  avec  le  plan  P  ; 
car  le  plan  tangent  en  un  point  M  passant  par  un  point  voisin  M' 
coïncide  toujours  avec  le  plan  de  la  courbe. 

Quand  la  courbe  n'est  pas  plane,  on  démontre  que  le  plan  osculateur 
en  un  point  M  traverse  la  courbe  en  ce  point.  Autrement  dit,  dans  le 
voisinage  du  point  M,  la  courbe  est  de  part  et  d'autre  du  plan  oscu- 
lateur. 

14.  Théorème.  —  La  projection  d'une  ligne  plane  d'ordre  m  est 
une  ligne  d'ordre  m,  pourvu  que  le  plan  de  la  ligne  ne  passe  pas  par 
le  centre  de  projection. 
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En  effet,  si  une  ligne  plane  L  el  une  droite  a  se  rencontrent  en  m  points 
Al,  A2, ...  5  A„,    les  projections  Oj, as, . . . ,  am  de  ces  points  se  trouvent 

à  la  fois  sur  la  projection  /  de  L  et 
sur  la  projection  8  de  a;  donc  la 
droite  o  et  la  ligne  /  ont  aussi  m 
points  communs.  Elles  n'en  ont  pas 
davantage,  parce  que  tout  autre 
point  a,  commun  à  /  et  à  8,  serait 
nécessairement  la  projection  d'un 
point  commun  à  L  et  à  A,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse.  Donc  la 
ligne  /  est  bien  d'ordre  m. 

Il  est  manifeste  que  si  le  plan  de 
la  ligne  L  passe  par  le  centre  de 
projection,  la  projection  de  cette  ligne 
est  une  droite. 

15.  Remarque.  —  Les  projections  des  divers  points  d'une  ligne 
forment  une  surface  conique  ou  cylindrique  dont  la  trace  sur  le  plan 
du  talDleau  n'est  autre  chose  que  la  projection  de  la  ligne.  On  appelle 
respectivement  ces  deux  surfaces  cône  ou  cylindre  projetant  la  ligne. 
On  comprend,  d'après  cela,  les  dénominations  de  projections  coniques 
ou  cylindriques  adoptées  plus  haut  (2). 


16.  Tbéopème.  —  Quand  une  ligne  plane  L  est  dans  un  plan  Pi 

parallèle  au  plan  P,  sa  projection 
cylindrique  sur  le  plan  P  est  une 
ligne  égale  à  L. 

En  effet,  la  ligne  L  et  sa  projection 
cylindrique,  /,  sur  le  plan  P  sont  les 
sections  faites  par  deux  plans  paral- 
lèles dans  le  cylindre  projetant  :  elles 
sont  donc  égales. 

17.  Théorème.  —  Soient    L  une 
ligne  quelconque  de   l'espace^   l  sa 
projection  sur  un  plan  P,   dans  un 
système  de  projections  quelconques.  Si  m  est  un  point  quelconque  de 
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la  ligne  /,  M  te  point  de  L  dont  il  est  la  projection,  la  tangente  à 
la  ligne  /,  aupoint  m,  est  la  projection^  sur  le  plan  P,  de  la  tangente 
à  la  ligne  L,  au  point  M,  qui  se  projette  en  m. 

On  énonce  encore  ce  théorème  plus  brièvement  de  la  manière  sui- 
vante : 

La  tangente  en  un  point  de  la  projection  d'une  ligne  est  la  projection 
de  la  tangente  au  point  correspondant  de  cette  ligne. 
Soit,  en  effet,  S  le  centre  de  projection,  que  nous  supposerons  à 

distance  finie  pour  fixer  les  idées.  Sur 
la  ligne  L  prenons  un  point  M',  voi- 
sin du  point  M,  et  soit  m'  la  projec- 
tion de  ce  point  H'  sur  le  plan  P.  La 
sécante  mmf  est  alors  la  projection  de 
la  sécante  HH',  et  cela  quelque  rap- 
proché que  soit  H'  de  H.  Or,  si  M' 
se  rapproche  indéfiniment  de  M  et 
vient  se  confondre  avec  lui  :  1»  m' se 
rapproche  indéfiniment  de  m,  et 
vient  se  confondre  avec  lui  quand  W 
vient  se  confondre  avec  H;  2^  MM' 
et  mm!  ont  simultanément  pour  limites  respectives  les  tangentes  MT 
et  mt  en  M  et  m  aux  lignes  L  et  /.  Et,  comme  mm'  ne  cesse  pas 
d'être  la  projection  de  MM',  que  d'autre  part  mm'  est  confondu  avec 
mt  quand  MM'  est  confondu  avec  MT,  il  en  résulte  bien  que  mt  est  la 
projection  de  MT. 

On  voit  que  le  point  S  n'intervient  en  rien  dans  la  démonstration, 
qui  s'applique,  par  conséquent,  quelle  que  soit  la  nature  du  système 
de  projections. 

La  démonstration  n'est  en  défaut  que  si  la  tangente  MT  passe  par  le 
point  S,  car  alors  sa  projection  se  réduit  à  un  point,  et  on  ne  peut 
plus  dire  que  mt  soit  la  projection  de  MT. 

Voici  comment  on  obtient,  dans  ce  cas,  la  tangente  à  la  ligne  /,  au 
point  m. 

18.  Théorème.  —  Lorsque  la  tangente  au  point  HL  de  la  ligne  L 
passe  par  le  centre  de  projection^  à  distance  finie  ou  infinie,  le  point  m 
est  un  point  de  rebroussement  de  la  ligne  /,  et  la  tangente  à  l^  en  m^ 
est  la  trace^  sur  le  plan  P^   du  plan  osculateur  en  M,  à  L. 
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On  dit  qu'un  point  A  d'une  courbe  C  est  un  point  de  rebroussement 
de  cette  courbe,  quand,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  la  courbe 

présente  la  disposition  indiquée  par  la  ligure  ci- 
contre  :  deux  branches  de  courbe  qui  se  croisent 
au  point  A,  s'y  arrêtent,  et  y  admettent  la  même 
tangente  AB. 

Soit  mt  la  trace,  sur  le  plan  P,  du  plan  osculateur 

en  M  à  la  ligne  L.  On  voit  (13)  que  dans  le  voisinage 

du  point  M  la  courbe  est  de  part  et  d'autre  du  plan  Smt.  Si  donc 

nous  prenons  deux  points  M'  et  Mi  de  cette  courbe,  de  part  et  d'autre 

du  point  M,  et  dans  le  voisinage 
de  ce  point,  ils  seront  de  part  et 
d'autre  du  plan  osculateur  Sm/, 
et  se  projetteront  en  m  et  en  m,, 
de  part  et  d'autre  de  mt. 

Cela  posé,  la  projection  mm!  de 
HH'  est  la  trace  sur  le  plan  P  du 
plan  SMM'  qui  devient,  à  la  limite, 
quand  M' coïncide  avec  M,  le  plan 
osculateur  en  M;  donc  la  position 
limite  de  mm^  sera  la  trace  mt^ 
sur  le  plan  P,  du  plan  osculateur 
en  M. 

On  verrait  absolument  de  même 
que  la  position  limite   de   mnit 
coïncide  avec  mt.  De  tout  cela  il 
résulte  évidemment  que  le  point 
m  est  bien  un  point  de  rebroussement  de  la  ligne  /,  et  que  la  tangente 
en  ce  point  coïncide  avec  la  trace  mt  du  plan  osculateur  en  M,  con- 
formément à  l'énoncé. 

La  démonstration  suppose  que  L  est  une.courbe  gauche.  La  remar- 
que suivante  indique  ce  qu'elle  devient  quand  la  courbe  est  plane. 


19.  Remarque. —  La  proposition  établie  au  n»  17  est  aussi  applicable 

quand  la  ligne  L  est  une  ligne  plane  dont  le  plan  passe  par  le  centre  de 

projection.  Dans  ce  cas,  la  projection  de  la  ligne  se  réduit  à  une  droite, 

que  Ton  peut  regarder  comme  la  projection  commune  des  tangentes, 

en  tous  les  points  de  L. 
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20.  Théorème.  —  Quand  le  centre  de  projection  est  dans  le  plan 
osculateur  en  M,  le  point  m  est  un  point  d'inflexion  de  l^  pourvu  que 
SM   ne  soit  pas  tangente  en  M. 

On  dit  qu'un  point    A    d'une  courbe    C    est  un  point  d'inflexion 

p  de  cette  courbe,  quand  celle-ci  traverse  sa 

tangente  en  A,  comme  l'indique  la  figure  ci- 
contre. 
Cette  définition  étant  donnée,  soient  P  le 
plan  de  projection,  Q  le  plan  osculateur  en  M  et  S  le  centre  de  pro- 
jection, à  distance  finie  ou  infinie. 
Appelons  MT  la  tangente  en  M, 
projetée  comme  on  l'a  vu  (17) 
suivant  la  tangente  mt  à  /.  Deux 
points  M'  et  M|  pris  sur  L,  dans 
le  voisinage  du  point  M  et  de  part 
et  d'autre  de  ce  point,  étant  situés 
de  part  et  d'autre  du  plan  Q,  se 
projetteront  en  m!  et  en  wii,  de 
part  et  d  autre  de  mt.  Donc,  dans 
le  voisinage  de  fn ,  la  ligne  /  est 
de  part  et  d'autre  de  sa  tangente; 
donc,  enfin,  m  est  un  point  d'in- 
flexion. 


§  IV.  —  Propriétés  projectives. 


*21.  Définition.  —  Quand  on  projette  une  figure  F  sur  un  plan, 
si  une  propriété  concernant  certains  éléments  de  cette  figure  subsiste 
pour  les  éléments  correspondants  de  la  figure  projection,  on  l'appelle 
une  propriété  projective  de  la  figure  F.   * 

C'est  ainsi  que  la  propriété  de  la  tangente  est  projective.  C'est  ainsi 
également  que  les  rapports  anharmoniques  de  quatre  points  en  ligne 
droite  ou  d'un  faisceau  de  quatre  droites  dans  un  plan  sont  projectifs. 

En  général,  toutes  les  propriétés  descriptives  des  figures  sont  projec- 
tives; car,  si  des  droites  sont  concourantes,  il  en  est  de  même  de  leurs 
projections;  si  des  lignes  sont  tangentes,  il  en  est  de  même  de  leurs 
projections,  etc. 
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Mais  SI  une  propriété  concerne  la  grandeur  d'une  figure,  c'est-à-dire 
si  c'est  une  propriété  métrique,  elle  n'est  généralement  pas  projective. 
n  y  a  toutefois  des  exceptions,  comme  le  rapport  anharmonique  par 
exemple,  et  nous  en  donnerons  bientôt  la  raison. 

*  22.  Méthode  des  projections.  —  Quand  on  sait  qu'une  propriété 
d'une  figure  est  projective,  pour  l'établir,  il  sufiît  de  l'établir  pour 
l'une  quelconque  de  ses  projections.  La  simplicité  de  la  démonstra- 
tion dépendra  naturellement  du  choix  du  centre  de  projection  ainsi 
que  du  choix  du  plan  de  projection. 

La  méthode  des  projections  est  une  méthode  de  recherches  basée  sur 
l'application  du  principe  précédent.  Pour  faire  usage  de  celte  méthode, 
il  est  donc  indispensable  de  pouvoir  reconnaître  immédiatement  si  une 
propriété  donnée  d'une  figure  est  projective.  Le  théorème  suivant  en 
donne  quelquefois  le  moyen  : 

*  23.  Théorème.  —  Soient  A,  B,  C,  ...  les  divers  points  d'une 
figure  F  et  A',  B',  C,  ...  les  points  correspondants  de  la  figure  F' 
obtenue  en  projetant  la  figure  F   d'un  point  S  sur  un  plan  P.  Toute 

fraction  rationnelle   ; ..  '    '  ^         dans  laquelle   o(A,  B,  C,  ...)   et 

H'vA,  B,  L,  ...) 

^J'^A,  B,  C,  ...)  désignent  des  fondions  des  distances  mutuelles  des 
points   A,  B,  C,  ...,    linéaires  par  rapport  aux  lettres  A,  B,  C,  ...,  est 

égale  à  la  fraction   '     /    /    /  '"    si  :  1»  toute  lettre  qui  figure  au 

numérateur  figure  aussi  au  dénominateur  ;  2^  à  tout  segment  figurant 
au  numérateur  et  compté  sur  une  droite  indéfinie,  correspond  un  segment 
figurant  au  dénominateur  et  compté  sur  la  même  droite  indéfinie. 

Soit,  en  effet,  AB  un  segment  de  la  figure  F.  Menons  les  proje- 
tantes SA,  SB  et  la  perpendiculaire  Sp  à 
la  droite  indéfinie  qui  joint  les  deux 
points  A  et  B.  En  égalant  deux  expres- 
sions diff'érentes  de  Taire  du  triangle  ASB, 
on  obtient  l'égalité 

AB.Sjp  =  SA.SB.  sin  ASB, 
de  laquelle  on  tire 

,„       SA.SB.  sin  ASB 

— ^p 

Un  calcul  analogue  donnerait  des  expres- 
sions du  même  genre  pour  les  distances  mutuelles  des  points  A,  B,  C, ... 
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Si  alors  on  remplace  dans  la  fraction  T/a'  r>*  n'   "  i  l^s  distances 

<^(A,  B,  G,  ...) 

mutuelles  par  les  valeurs  ainsi  trouvées,  en  vertu  des  conditions  de 
renoncé,  les  distances  SA,  SB,  ...  figurant  au  numérateur  et  au 
dénominateur  disparaissent  (1^),  et  il  en  est  de  même  des  quantités 
analogues  à  Sp  (2»).  De  cette  manière  la  fraction  ne  dépend  plus  que 
des  angles  mutuels  des  rayons  SA,  SB,  ...,  et  ces  angles  sont  les  mêmes 
pour  la  figure  F  et  pour  la  ligure  F  ;  de  sorte  que  si  Ton  transforme 

de  la  même  manière  la  fraction   V,/^,"   /  "  ,  >  on  trouve  le  même 

^.(A',B',C',...) 

9(\  B  C       ) 
résultat  qu'en  transformant  la  fraction   ; ..  '    '  /r~"x  >  c<î  Qui  démon- 

4^(A,  B,  G,  ...) 

tre  la  proposition. 

En  particulier,  si  A',  B',  C',  D'  sont  les  projections  respectives  de 
quatre  points  en  ligne  droite  A,  B,  C,  D,  on  a 

ACxDB_  A^CXD^^ 
CBxAD"C'BxAiy' 

Cette  égalité  exprime  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite  est  projectif. 
Nous  allons  donner  maintenant  quelques  applications. 

*  24.  Application  I.  —  Projeter  un  quadrilatère  complet  ABCDEF 
suivant  un  parallélogramme. 

Les  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  étant  parallèles,  cela  revient 

à  dire  qu'ils  se  coupent  sur  la  droite  de  l'inlini 
du  plan  du  parallélogramme.  Si  donc  on  veut 
projeter  le  quadrilatère  donné  suivant  un  pa- 
rallélogramme et  de  manière  que  AB  et  CD 
soient  deux  côtés  opposés  de  ce  parallélo- 
gramme, il  faudra  que  les  projetantes  des 
points  E  et  F  soient  parallèles  au  plan  de 
projection.  Il  suffira  donc  de  prendre  comme 
plan  de  projection  un  plan  quelconque  paral- 
lèle à  celui  qui  est  déterminé  par  EF  et  par  le  centre  de  projection. 

*  25.  Corollaire.  —  Chacune  des  diagonales  d'un  quadrilatère  complet 
est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres. 

La  propriété  harmonique  étant  projective,  il  suffit  de  démontrer  la 
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proposition  énoncée  pour  une  projection  du  quadrilatère.  Or,  la  propo- 
sition est  évidente  pour  le  parallélogramme  ;  donc  elle  est  vraie  pour 
le  quadrilatère  complet. 

*  26.  Application  II.  —  Projeter  une  conique  C  de  manière  qu'une 
droite  D  du  plan  de  cette  conique  soit  à  Vinfini  et  de  manière  aussi 
que  la  projection  d'un  point  F  du  même  plan  soit  un  foyer  de  la  nou- 
velle conique. 

Pour  traiter  cette  question  nous  commencerons  par  rappeler  : 
i^  Qu'un  foyer  d'une  conique  peut  être  défini  comme  un  point  tel 
qu'on  puisse  mener  par  ce  point  une  infinité  de  couples  de  droites  rec- 
tangulaires, conjuguées  par  rapport  à  la  conique  ; 

2o  Que  la  propriété  de  deux  droites  d'être  conjuguées  par  rapport  à 
une  conique  est  projective  ; 

3°  Que,  si  Ton  a  une  involution  à  points  doubles  imaginaires  sur  une 
droite,  il  existe  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  droite,  ayant  son  plan 
perpendiculaire  à  cette  droite,  et  de  chacun  des  points  duquel  on  voit 
sous  un  angle  droit  le  segment  déterminé  sur  la  droite  par  un  couple 
quelconque  de  points  correspondants  de  l'involution. 

Cela  posé,  appelons  c,  rf,  f  les  projections  respectives  de  C,  D,  F, 
et,  dans  le  plan  de  la  conique  C,  considérons  tous  les  couples  de 
droites  conjuguées  menées  par  F  ;  ils  se  projettent  suivant  des  couples 
de  droites  conjuguées  par  rapport  à  c,  menées  par  /*,  c'est-à-dire  que 
leurs  projections  forment  un  faisceau  involutif  de  sommet  f.  Or,  les 
rayons  doubles  de  ce  faisceau  sont  les  tangentes  à  c  menées  par  /*,  et, 
comme  f  doit  être  un  foyer,  ces  rayons  doubles  sont  imaginaires. 
Donc,  le  faisceau  involutif  correspondant,  situé  dans  le  plan  de  la  coni- 
que C,  doit  aussi  avoir  ses  rayons  doubles  imaginaires,  ce  qui  exige 
que  F  soit  intérieur  à  C.  Mais  si  les  rayons  doubles  sont  imaginaires, 
toute  sécante,  D  par  exemple,  coupe  le  faisceau  suivant  deux  divi- 
sions en  involution  à  points  doubles  imaginaires.  Il  existe  donc  une 
circonférence  r  de  chaque  point  de  laquelle  on  voit  sous  un  angle 
droit  le  segment  formé  par  un  couple  quelconque  de  points  conjugués 
de  rinvolution.  Mais  alors  si  l'on  projette  d'un  point  quelconque  S  de 
cette  circonférence,  sur  un  plan  parallèle  au  plan  déterminé  par  S  et 
par  D,  deux  droites  conjuguées  quelconques  FA,   FB,  rencontrant  D 
en  A  et  en  B,  se  projettent  suivant  deux  droites  conjuguées  menées 
par  /  et  parallèles  à  SA  et  à  SB,  c'est-à-dire  suivant  deux  droites 
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conjugu<!fes  rectang:u1aires,  et  le  point  f  ainsi  obtenu  est  bien  foyer  de 
laconique  C. 

Ne  voulant  pas  refaire  ici  une  étude  complète  des  propriétés  projec- 
tives,  nous  ne  donnerons  pas  d'autres  applications. 


EXERCICES  SUR  LA  MÉTHODE  DES  PROJECTIONS 


1 .  Projeter  un  quadrilatère  complet  suivant  un  rectangle. 

2.  Montrer  que  si  deux  triangles  ont  leurs  sommets  deux  à  deux  sur 
trois  droites  concourantes,  les  points  de  rencontre  des  côtés  correspondants 
sont  en  ligne  droite. 

3.  Prouver  que  si  deux  triangles  sont  tels  que  leurs  côtés  se  coupent 
deux  à  deux  en  trois  points  en  ligne  droite,  les  sommets  correspondants 
sont  sur  trois  droites  concourantes. 

i.  Projeter  un  cercle  suivant  une  ellipse,  une  hyperiiole  ou  une  para* 
bole. 

5.  Projeter  une  conique  suivant  un  cercle. 

6.  Projeter  une  conique  r  de  manière  que  deux  points  F  et  C  du  plan 
de  cette  conique  deviennent  respectivement,  Tun  le  fover,  Tautre  le  centre. 

7  Projeter  une  conique  r  de  manière  que  deux  points  F  et  P  de  son 
plan  deviennent  les  foyers. 

8.  Projeter  deux  coniques  données  suivant  deux  coniques  homofocales. 

9.  Projeter  deux  coniques  données  suivant  deux  cercles. 

10.  Deux  coniques  doublement  tangentes  étant  données,  les  projeter 
suivant  deux  cercles  concentriques. 

il .  Démontrer  le  théorème  de  Pascal. 

12    Théorème  de  Brianchon. 

13 .  Étant  donné  un  triangle  ABC  et  un  plan  P,  projeter  cylindrique- 
ment  le  triangle  sur  le  plan,  de  manière  que  la  projection  soit  un  triangle 
équilatéral . 


CHAPITRE  PREMIER 


REPRÉSENTATION  DES  CORPS 


27.  néfinlUon.  —  Représenter  un  corps  en  Géométrie  descriptive, 
c'est  exécuter  un  dessin  au  moyen  duquel  on  puisse  déterminer 
la  forme  et  les  dimensions  du  corps,  ainsi  que  sa  position  dans  Tes- 
pacc. 

28.  Insuffisance  du  dessin  ordinaire.  —  Dans  le  dessin  ordinaire, 
on  se  fait  une  idée  de  la  forme  d'un  corps  au  moyen  de  sa  perspec- 
tive sur  un  plan   F,  et  par  rapport  à  un 

/  point  de  vue    0.  Mais  cela  ne  suffit  pas 

/  pour  représenter  le  corps  ;  car  si  Ton  veut, 

par  exemple,  fixer  la  position  d'un  point  A, 
connaissant  seulement  sa  perspective   a, 


f 


/ 


À 


T 


/ 


f^  /        on  reconnaît  que  cela  est  impossible,  ou 

plutôt,  que  le  problème  est  indéterminé  en 
/  ce  sens  qu'il  y  a  une  infinité  de  points 

/  ayant  pour  perspective  le  point  a  :  tous  les 

points  situés  sur  la  droite  Oa  répondent  en  effet  à  la  question. 
D'autre  part,  la  grandeur  et  la  forme  d'un  objet  dont  on  n'a  que  la 
perspective  sur  un  plan,  sont  évidemment  fixées  en  même  temps  que 
la  position  de  cet  objet  ;  et  comme  celle-ci  est  indéterminée,  puis- 
que la  position  de  chaque  point  est  indéterminée,  on  voit  que  plusieurs 
objets  de  formes  et  de  grandeurs  différentes  peuvent  avoir  la  même 
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perspective.  Le  dessin  ordinaire  ne  sufBt  donc  pas  pour  la  représenta- 
tion exacte  des  corps. 

29.  Utilité  d'une  métbode  géométrique.  —  Or,  dans  l'industrie  et 
en  Architecture,  il  est  indispensable  d'avoir  un  mode  de  représen- 
tation permettant  de  déterminer  tous  les  éléments  d'un  corps  et  de 
résoudre  tous  les  problèmes  qui  peuvent  s'y  rattacher.  D'un  autre 
côté,  nous  pouvons  bien  concevoir  des  constructions  effectuées  sur 
un  corps,  mais  il  nous  est  impossible  de  les  exécuter  ;  nous  ne 
pouvons  guère  exécuter  que  des  constructions  sur  un  plan.  De  là  l'uti- 
lité d'une  méthode  géométrique  qui,  par  des  constructions  exécutées 
sur  un  seul  et  même  plan,  fasse  connaître  exactement  tous  les  éléments 
d'une  figure. 

C'est  l'exposé  de  cette  méthode  géométrique  qui  constitue  le  fond 
de  la  Géométrie  descriptive,  dont  nous  allons  maintenant  aborder 
l'étude. 

30.  Représentation  des  corps.  —  Un  corps  étant  un  ensemble  de 
points,  nous  saurons  représenter  un  corps  si  nous  savons  représenter 
un  point.  Soit  donc  A  un  point  quelconque.  Nous  avons  vu  que 
la  position  de  ce  point  n'est  pas  complètement  déterminée  si  l'on 
connaît  seulement  sa  perspective  a  sur  un  plan  P,  par  rapport  à  un 
point  de  vue  0  (fig.  précédente).  Mais  supposons  que  l'on  donne,  en 
même  temps  que  a,  la  longueur  ak  et  le  sens  dans  lequel  cette  lon- 
gueur doit  être  portée  :  alors  la  position  du  point  sera  bien  détermi- 
née, et  si  l'on  convient  d'inscrire  à  côté  de 
la  perspective  a  de  chaque  point  A,  un 
nombre  précédé  d'un  signe  indiquant,  l'un 
la  mesure  de  la  longueur  ak  à  l'échelle  du 
dessin,  l'autre  le  sens  dans  lequel  cette 
longueur  doit  être  portée,  on  aura  un 
mode  de  représentation  des  corps.  L'étude 
de  ce  mode  de  représentation,  quand  le 
point  0  est  à  Tinfini  dans  une  direction 
perpendiculaire  au   plan  P,  constitue  la 

Géométrie  cotée,  ainsi  désignée  parce  qu'alors  ak  s'appelle  la  cote 
du  point  A.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  mode  de  représentation 
des  corps. 
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Actuellement,  au  lieu  de  cela,  nous  remarquerons  que  la  position 

d'un  point  est  déterminée  quand  on  con- 
naît ses  projections  dans  deux  systèmes  de 
projections  différents.  Par  exemple,  la  po- 
sition du  point  A  est  déterminée  si  l'on 
V  connaît  ses  projections  a  et  a!  sur  le  même 
plan  P,  par  rapport  à  deux  points  de  vue 
différents  0  et  CK  ;  car  alors  le  point  A 
est  l'intersection  des  deux  lignes  Oa  et  CKa'. 
La  position  d'un  point  est  également  déter- 
minée quand  on  connaît  ses  projections  sur  deux  plans  différents  P 
et  P,  par  rapport  à  deux  points  de  vue  différents  0  et  CK,  et  en  par- 
ticulier, quand  on  connaît  ses  projections  orthogonales  sur  deux  plans 
rectangulaires. 

Soient  H  et  Y  ces  deux  plans  et  A  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace projeté  orthogonalement  en  a  sur 
le  plan  H  et  en  a!  sur  le  plan  V.  Il  est 
clair  que  si  l'on  connaît  les  deux  points 
a  et  a',  le  point  A  est  déterminé  par 
l'intersection  des  perpendiculaires  me- 
nées respectivement  par  a  et  a!  aux 
plans  H  et  V.  Toutefois,  comme  ces 
deux  perpendiculaires  doivent  se  cou- 
per, les  points  a  et  a'  ne  peuvent  être 
choisis  arbitrairement  si  l'on  veut 
qu'ils  soient  les  projections  d'un  même  point  de  l'espace  et  que,  par 
suite,  ils  déterminent  ce  point. 

Pour  voir  comment  il  faut  les  choisir,  on  remarque  que  les  deux 
projetantes  doivent  être  dans  le  même  plan,  perpendiculaire  à  l'inter- 
section xy  des  deux  plans  H  et  V.  Soit  «  l'intersection  de  xy  avec 
ce  plan.  Celui-ci  coupe  alors  H  suivant  aa,  Y  suivant  a'a,  et  ces 
deux,  droites  aa,    a'a  sont  perpendiculaires  à  xy  au  même  point. 

Réciproquement,  si  les  perpendiculaires  menées  à  xy  par  a  et  par  a' 
coupent  xy  au  même  point  a,  le  plan  aoLa'  est  perpendiculaire  à  xy 
en  ce  point,  perpendiculaire  par  suite  à  H  et  à  Y  ;  il  en  résulte  que 
la  normale  à  H  menée  par  a,  et  la  normale  à  Y  menée  par  a'  sont 
situées  dans  le  plan  aoLa'  et  ne  sont  pas  parallèles  ;  donc  elles  se  cou- 
pent en  un  point  A,  qui  a  pour  projections  respectives  a  et  a'  ;  en 
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sorte  que  si  les  points  a  et  a'  sont  ainsi  choisis,  ils  sont  bien  les  pro- 
jections du  même  point  de  Tespace,  qu'ils  déterminent  par  suite. 

Le  mode  de  représentation,  adopté  depuis  Monge,  en  Géométrie 
descriptive,  est  le  mode  de  représentation  par  la  méthode  des  projec- 
tions orthogonales  :  nous  représenterons  donc  un  corps  par  ses  projec- 
tions orthogonales  sur  deux  plans  rectangulaires,  H  et  V. 

31.  Plan  horizonlal  et  plan  vertical.  —  Ces  deux  plans  s'appellent 
les  deux  plans  de  projection  :  le  premier  est  appelé  plan  horizontal^ 
sans  qu'il  soit  nécessairement  horizontal,  mais  parce  que  générale- 
ment on  le  suppose  confondu  avec  le  sol  ;  le  second  est  appelé  plan 
vertical. 

Pour  cette  raison,  la  projection  a  d'un  point  A  sur  le  plan  H  s'ap- 
pelle la  projection  horizontale  de  ce  point,  tandis  que  la  projection  a' 
sur  le  plan  V  s'appelle  la  projection  verticale  du  même  point.  La 
projection  horizontale  et  la  projection  verticale  d'un  corps  se  définis- 
sent de  même. 

Ceci  indique  en  même  temps  le  genre  des  notations  employées  en 
Géométrie  descriptive  :  une  gi'ande  lettre  pour  désigner  un  objet  dans 
l'espace  ;  la  même  lettre  minuscule  pour  désigner  la  projection  hori- 
zontale de  cet  objet  ;  et  la  même  lettre  minuscule  et  accentuée  pour 
en  désigner  la  projection  verticale. 


32.  Ligne  de  terre  et  réglons.  —   Les  deux  plans  de  projection 
se  coupent  suivant    une  droite   appelée   la  ligne  de  terre^  et   que 

nous  désignerons  toujours  par  xy. 
Ils  partagent  l'espace  en  quatre  die- 
dres  qu'on  appelle  les  dièdres  (1), 
(2),  (3),  (4),  en  tournant  toujours 
dans  le  même  sens,  de  droite  à 
gauche,  par  rapport  à  un  observa- 
teur couché  sur  arî/,  les  pieds  en  y 
et  la  tête  en  a:. 

Chacun  des  deux  plans  de  projec- 
tion est  partagé  en  deux  parties  par 
la  ligne  de  teiTc  ;  nous  appellerons  : 
région  antérieure  du  plan  horizontal  celle  qui  est  située  dans  les  diè- 
dres (1)  et  (4);  région  postérieure  du  plan  horizontal  celle  qui  est 
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située  dans  les  dièdres  (2)  et  (3)  ;  région  supérieure  du  plan  vertical 
celle  qui  est  située  dans  les  dièdres  (1)  et  (2)  ;  enfin  région  inférieure 
du  plan  vertical  celle  qui  est  située  dans  les  dièdres  (3)  et  (4). 

On  s'assure  bien  aisément  : 

1®  Que  tout  point  situé  dans  Tun  des  dièdres  (1)  ou  (4)  a  sa  projec- 
tion horizontale  sur  la  région  antérieure  du  plan  horizontal,  tandis 
que  tout  point  situé  dans  l'un  des  dièdres  (2)  ou  (3)  a  sa  projection 
horizontale  sur  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal  ; 

^  Que  tout  point  situé  dans  l'un  des  dièdres  (1)  ou  (2)  a  sa  projec- 
tion verticale  sur  la  partie  supérieure  du  plan  vertical,  tandis  que 
tout  point  situé  dans  l'un  des  dièdres  (3)  ou  (4)  a  sa  projection  verti- 
cale sur  la  partie  inférieure  du  plan  vertical. 

Les  réciproques  sont  évidemment  vraies,  et  ceci  permet  alors  de 
trouver  immédiatement  la  région  de  l'espace  dans  laquelle  se  trouve 
un  point  dont  on  donne  les  projections. 

Quand  un  point  est  dans  l'un  des  dièdres  (1)  ou  (4),  on  dit  qu'il  est 
en  avant  du  plan  vertical  ;  de  même  quand  un  point  est  dans  l'un 
des  dièdres  (1)  ou  (2),  on  dit  qu'il  est  au-dessus  du  plan  horizontal. 
Les  définitions  contraires  sont  intuitives. 


33.  Cote  et  élolgnement  ;  plans  bissecteurs.  —  La  cote  d'un  point  A 
est  sa  distance  Aa  au  plan  horizontal;  Véloignement  est  sa  distance 

Aa'  au  plan  vertical. 

On  appelle  premier  bissecteur, 
deuxième  bissecteur^  troisième  bissec- 
teur et  quatrième  bissecteur  les  plans 
bissecteurs  respectifs  deux  à  deux  des 
dièdres  (1),  (2),  (3)  et  (4).  Ces  plans 
bissecteurs,  qui  sont  confondus  par 
leurs  prolongements,  partagent  l'es- 
pace en  huit  régions,  que  nous 
appellerons  respectivement  les  diè- 
dres (10,  (1«);  (2,),  (2,);  (3i),  (3,); 

(4i),  (42),  en  tournant  de  droite  à  gauche  par  rapport  à  un  observa- 
teur couché  sur  xj/,  les  pieds  en  y  et  la  tète  en  x. 

Quand  un  point  est  dans  le  plan  horizontal,  sa  cote  est  nulle  ;  de 
même  l'éloignement  est  nul  quand  le  point  est  dans  le  plan  vertical. 
Les  réciproques  sont  vraies. 
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Quand  un  point  est  dans  le  plan  horizontal,  il  coïncide  avec  sa  pro- 
jection horizontale,  et  sa  projection  verticale  est  sur  la  ligne  de  terre  ; 
de  même  quand  un  point  est  dans  le  plan  vertical,  il  coïncide  avec  sa 
projection  verticale,  et  sa  projection  horizontale  est  sur  la  ligne  de 
terre.  Les  réciproques  sont  vraies. 

Quand  un  point  est  sur  la  ligne  de  terre,  il  coïncide  avec  ses  deux 
projections,  et  réciproquement. 

Convenons  de  dire  que  la  cote  d'un  point  est  positive  quand  le  point 
est  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  qu'elle  est  négative  dans  le  cas 
contraire.  Convenons  de  même  de  dire  que  Téloignement  d'un  point 
est  positif  quand  le  point  est  en  avant  du  plan  vertical,  et  qu'il  est 
négatif  dans  le  cas  contraire.  Puis  remarquons  que  si  un  point  est 
dans  l'un  des  plans  bissecteurs,  la  grandeur  de  la  cote  est  égale  à  celle 
de  l'éloignement.  Enfin,  appelons  c  la  cote  d'un  point  et  e  son  éloi- 
gnement. 

Cela  posé,  on  s'assure  facilement  : 

Que  si  un  point  est  dans  le  dièdre  (li),  la  cote  et  l'éloignement  sont 
positifs,  et  l'on  a    c  <  e  ; 

Que  si  un  point  est  sur  le  premier'  bissecteur,  la  cote  et  l'éloigne- 
ment sont  positifs,  et  l'on  a    c  =  e  ; 

Que  si  un  point  est  dans  le  dièdre  (Is),  la  cote  et  l'éloignement  sont 
positifs,  et  Ton  a    c  >  e  ;    etc. 

34.  Remarque.  —  Nous  avons  dit  plus  haut  qu'une  figure  quelconque 
est  représentée  par  sa  projection  horizontale  et  par  sa  projection  ver- 
ticale. Il  y  a  toutefois  exception  quand  la  figure  est  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  k  xy.  Un  plan  perpendiculaire  à  xy  s'appelle  un 
plan  de  profil. 

Toutes  les  figures  situées  dans  le  même  plan  de  profil  sont  projetées 
horizontalement  sur  l'intersection  du  plan  de  profil  et  du  plan  hori- 
zontal, et  verticalement  sur  l'intersection  du  plan  de  profil  et  du  plan 
vertical.  Dès  lors  les  deux  projections  ne  suffisent  plus  pour  repré- 
senter l'une  quelconque  d'entre  elles.  On  se  donne  alors  autant  de 
points  qu'il  en  faut  pour  déterminer  chacune  d'elles. 

Par  exemple,  une  droite  étant  déterminée  par  deux  points,  pour 
représenter  une  droite  située  dans  un  plan  de  profil ,  il  suffira  de  se 
donner  les  projections  de  deux  de  ses  points. 

35.  Épure  d'un  point  ;  épure  d'un  corps.  —  Nous  venons  de  voir 
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comment  on  peut  représenter  un  corps  par  ses  projections  sur  deux 
plans  rectangulaires  ;  il  reste  à  montrer  comment  on  peut  atteindre 
le  même  but  à  Taide  d'un  dessin  tracé  sur  un  seul  plan. 

Pour  cela,  imaginons  qu'après  avoir  construit  les  projections  d'un 
corps  quelconque,  on  rabatte  le  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal, 
en  le  faisant  tourner  autour  de  la  ligne  de  terre  jusqu'à  ce  que  la 
partie  supérieure  du  plan  vertical  coïncide  avec  la  partie  postérieure 
du  plan  horizontal  ;  de  sorte  que  la  rotation  du  plan  vertical  autour  de 
la  ligne  de  terre  devra  s'effectuer  de  droite  à  gauche,  par  rapport  à  un 
observateur  couché  sur  cette  ligne,  les  pieds  en  y  et  la  tête  en  a?.  On 
obtient  ainsi,  sur  le  plan  horizontal,  un  dessin  unique  composé  des 
deux  projections  du  corps  et  de  la  ligne  de  terre.  Ce  dessin  unique  s'ap- 
pelle Vépure  du  corps.  Si  le  corps  se  réduit  à  un  point,  on  a  l'épure 
d'un  point. 

On  est  donc  conduit  à  représenter  un  corps  au  moyen  de  son  épure. 
Ce  mode  de  représentation  équivaut  du  reste  à  celui  de  la  représenta- 
tion du  corps  par  ses  projections,  car  on  passe  facilement  de  l'un  à 
Tautre  par  deux  opérations  inverses. 

Ajoutons  que,  dans  l'épure  d'un  corps,  les  deux  projections  du  corps 
ne  sont  pas  disposées  d'une  manière  quelconque  Tune  par  rapport  à 
Tautre,  ainsi  que  le  prouve  le  théorème  suivant  : 


36.  Théorème.  —  Dans  une  épure  les  projections  du  même  point 
sont  sur  la  même  ligne  de  rappel^  et  réciproquement. 

Une  ligne  de  rappel,  dans  une  épure,  est  une  droite  perpendiculaire 

à  la  ligne  de  terre. 

Cette  définition  étant  donnée,  pour 
démontrer  la  proposition  énoncée  con- 
sidérons un  point  A  de  l'espace,  projeté 
en  a  sur  le  plan  H  et  en  ai  sur  le  plan 
V.  Nous  avons  vu  que  les  perpendicu- 
laires à  ary,  menées  de  a  et  de  aj,  ren- 
contrent xy  au  même  point  a;  il  en 
résulte  que  si  l'on  rabat  le  plan  vertical 
autour  de  xy,  comme  cela  a  été  indiqué 
au  numéro  précédent,  la  ligne  auil  sera, 
après  le  rabattement,  perpendiculaire  à  xy  au  point  «,  c'est-à-dire 
dans  le  prolongement  de  aa.  Si  donc  a'  est  la  nouvelle  position  du 
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point  a\  après  le  rabattement,  les  deux  points   a  et  a'  sont  sur  la 
même  ligne  de  rappel,  conformément  à  Ténoncé. 

Réciproquement,  si  deux  points  a  et  a!  d'une  épure  sont  sur  la 
même  ligne  de  rappel,  on  peut  les  considérer  comme  représentant  le 
même  point  de  l'espace;  car  si  l'on  relève  le  plan  vertical,  a'  vient  en 
aj  tel  que  aa^  =  olo!  et  tel,  en  outre,  que  aa',  soit  perpendiculaire  à 
xy.  Dès  lors  les  perpendiculaires  menées  à  xy  par  a  et  ai  rencontrant 
xy  au  même  point,  les  deux  points  a  et  a\  sont  les  projections  du 
même  point  de  l'espace,  c'est-à-dire  déterminent  ce  point,  et  il  en  est 
de  même  de  a  et  de  a'. 

37.  Corollaire.  —  Dans  V épure  d'un  points  la  cote  de  ce  point  est 
mesurée  par  la  distance  de  sa  projection  verticale  à  la  ligne  de  terre; 
Véloignement  du  même  point  est  mesuré  par  la  distance  de  sa  projection 
horizontale  à  la  ligne  de  terre. 

Sur  la  figure  précédente  on  voit  en  effet  que  la  cote  ka  est  égale  à 
oaj  et  à  aa';  de  même  l'éloignement  a', A  est  égal  à  «a. 

38.  Étude  de  Fépure  d'un  point.  —  D'après  cela,  l'épure  d'un 
point  A  se  compose  de  la  ligne  de  terre  xy  et  de  deux  points  a,  a' 
situés  sur  la  même  ligne  de  rappel,  et  appelés  respectivement 
projection  horizontale  ei  projection  verticale  du  point  A.  Quant  aux 
positions  relatives  de  ces  deux  points  et  de  xy,  elles  dépendent  de  la 
position  du  point  dans  l'espace  et,  pour  les  obtenir,  il  faut  avoir  bien 
présentes  à  l'esprit  les  remarques  des  n®»  32  et  33,  ainsi  que  la  manière 
dont  le  plan  vertical  a  été  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  Outre  les 
remarques  des  n»*  32  et  33,  il  faut  donc  se  rappeler  que  Von  a  rabattu 
le  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal  de  manière  à  appliquer  la  partie 
supérieure  du  plan  vertical  sur  la  partie  postérieure  du  plan  horizon- 
tal et^  par  suite^  de  manière  à  appliquer  la  partie  inférieure  du  plan 
vertical  sur  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal. 

Ajoutons  que,  par  convention,  dans  la  feuille  sur  laquelle  l'épure 
est  tracée,  la  partie  qui  est  au-dessous  de  la  ligne  de  terre  correspond 
à  la  région  antérieure  du  plan  horizontal,  tandis  que  la  partie  qui  est 
au-dessus  correspond  à  la  région  postérieure  du  même  plan.  Pour 
bien  se  rendre  compte  de  cette  façon  de  parler,  il  faut  imaginer  que  la 
feuille  soit  verticale  et  de  manière  que  la  région  qui  correspond  à  la 
partie  antérieure  du  plan  horizontal  soit  au-dessous  de  l'autre.  On  a 


ta 
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du  reste  soin  d'écrire  la  lettre  x  à  gauche  et  la  lettre  y  à  droite  de 

Tobservateur  qui  regarderait  la  feuille  ainsi 
placée  ;  de  cette  façon,  la  distinction  des  ré- 

j gions  en   lesquelles  les  plans  de  projection 

1  sont  partagés  par  la  ligne  de  terre  se  fera  sans 

I  difficulté,  au  moyen  de  ce  qui  précède. 

Si  l'on  rapproche  ces  conventions  des  re- 
marques des  no*  32  et  33,  on  voit  : 

lo  Quun  point  est  en  avant  ou  en  arrière  du  plan  vertical,  suivant 
que  sa  projection  horizontale,  dans  Vépure^  est  au-dessous  ou  au-dessus 
de  xy  ; 

2p  Qu'un  point  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  horizontal^  sui- 
vant que  sa  projection  verticale^  dans  l'épure,  est  au-dessus  ou  au-des- 
sous de  xy. 

Les  réciproques  sont  évidemment  vraies. 

39.  Lecture  d*une  épure.  —  Ces  diverses  remarques  permettent  de 
reconnaître  la  position  d'un  point  dans  l'espace  à  la  simple  inspection 
de  son  épure,  et,  plus  généralement,  la  forme  et  la  position  d'un  corps 
par  Tétude  de  son  épure.  Cette  opération  s'appelle  la  lecture  de  l'épure. 

Voici,  sur  un  exemple,  la  manière  de  procéder  pour  lire  l'épure 
d'un  point  : 

Soit  l'épure  ci-contre.  C'est  l'épure  d'un  point  situé  dans  la  région 
(4i).  En  effet,  le  point  a  est  au-dessous  de   xy,  donc  le  point  est  en 

avant  du  plan  vertical  ;  de  même  le  point 
a'  est  au-dessous  de  xy,  donc  le  point  est 
X  I  y         au-dessous  du  plan  horizontal.  Il  en  résulte 

!  que  le  point  est  dans  le  dièdre  (4)  ;  mais 

♦  a'  la  cote  aa'   étant  plus  petite  que  l'éloigne- 

[  ment  aa,    le  point  est  plus  rapproché  du 

*^  plan  horizontal  que  du  plan  vertical,  donc 

il  est  dans  la  région  (4s). 
On  ne  saurait  trop  recommander  aux  commençants  de  s'exercer  à  la 
lecture  de  l'épure  d'un  point,  en  se  donnant  eux-mêmes,  et  au  hasard, 
les  projections  de  ce  point. 

40.  Distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées.  —  Pour 
faciliter  la  lecture  de  l'épure  d'un  corps,  on  fait  ce  qu'on  appelle 
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la  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées.  On  fait  cette 
distinction  en  projection  horizontale  et  en  projection  verticale. 

!«  Pour  faire  la  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées 
en  projection  horizontale,  on  suppose  l'observateur  à  Tinlini  au-dessus 

du  plan  horizontal.  Cet  observateur  voit  tout 
point  isolé  placé  au-dessus  du  plan  horizontal, 
que  ce  point  appartienne  au  dièdre  (1)  ou  au 
dièdre  (2).  Tout  rayon  visuel  issu  de  Toeil  de  cet 
observateur  est  d'ailleurs  confondu  avec  une  ver- 
ticale, et  il  en  résulte  que  si  une  verticale  rencon- 
tre la  surface  opaque  d'un  corps  en  plusieurs 
points  échelonnés,  A,,  A2,  . . .,  A„,  le  seul  de  ces 
points  qui  soit  vu  par  Tobservateur  est  le  plus 
élevé,  si  toutefois  il  est  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal :  tous  les  autres  sont  cacliés.  Ainsi,  dans 
la  figure  ci-contre,  si  l'observateur  est  à  l'infini  sur  la  direction  OZ,  le 
seul  point  qui  soit  vu  est  le  point  A„. 

2*  Pour  faire  la  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées  en 
projection  verticale,  on  suppose  l'observateur  à  l'infini  en  avant  du 

plan  vertical.  Cet  observateur  voit  tout  point  isolé 
placé  en  avant  du  plan  vertical,  que  ce  point  appar- 
tienne au  dièdre  (1)  ou  qu'il  appartienne  au  dièdre 
(4).  Tout  rayon  visuel  mené  [îar  Toeil  de  cet  obser- 
vateur est  du  reste  confondu  avec  une  ligne  de  bout, 
c'est-à-dire  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  il  en 
résulte  que  si  une  ligne  de  bout  rencontre  la  surface 
opaque  d'un  corps  en  plusieurs  points  échelonnés, 
le  seul  de  ces  points  qui  soit  vu  est  celui  qui  a  le 
plus  grand  éloignemcnt,  pourvu  toutefois  qu'il  soit 
en  avant  du  plan  vertical.  D'après  cela,  soient  V  le  plan  vertical  et  ZZ 
une  ligne  de  bout  rencontrant  la  surface  opaque  d'un  corps  aux  points 
Al,  Aj,  ...,  A„.  Si  OZ  est  la  partie  de  la  ligne  de  bout  qui  est  en  avant 
du  plan  vertical,  le  seul  point  vu  est  le  point  A„. 


41.  Ponctuation.  —  Pour  faciliter  également  la  lecture  d'une  épure, 
on  a  convenu  d'appliquer  certaines  règles  pour  le  tracé  des  lignes 

de  répure.  On  trace  à  l'encre  noire  et  en  traits  pleins  ( ) 

d'une  épaisseur  de  1/4  de  millimètre,  à  peu  près,  les  lignes  vues 
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qui  représentent  les  données  ou  les  résultats.  Les  lignes  cachées  se 
représentent  en  points  ronds  ( )  ;  enfin  les  lignes  de  construc- 
tion se  tracent  soit  en  traits  continus  et  très  fins  à  Tencrc  rouge,  soit 
à  l'encre  noire  en  petits  tirets  de   1/6  de   millimètre   d'épaisseur 

( )  ;  les  lignes  de  rappel  sont  considérées  comme  des  lignes  de 

construction.  La  ligne  déterre  se  trace  à  Tencre  notre,  et  en  trait  plein, 
excepté  quand  c'est  une  ligne  de  terre  auxiliaire,  comme  on  le  verra 
plus  loin.  {Voir  le  chapitre  d^s  changements  de  plans  de  projection.) 
Dans  ce  cas  le  trait  employé  est  celui  des  figures  de  construction. 

Quand  une  ligne  de  construction  est  plus  importante  que  les  autres, 
on  se  sert  pour  la  représenter  d'un  trait  noir,  mixte  et  un  peu  fort 

( )  ;  c'est  ainsi  que  Ton  procède  pour  les  tangentes  et  pour 

les  ligures  rabattues  (voir  le  chapitre  des  rabattements).  On  peut  aussi 
employer  le  trait  plein,  fort  et  à  l'encre  bleue.  Les  lignes  d'axes  se  font 

en  traits  forts  et  double-mixtes  ( ),  à  l'encre   noire  ou  à 

l'encre  bleue. 

L'application  de  ces  règles  constitue  ce  qu'on  appelle  la  ponctuation 
de  répure  {'). 


42.  Exemple.  —  Comme  application  de  ce  qui  précède,  proposons- 
nous  de  faire  la  ponctuation  de  l'épure  d'un  tétraèdre  défini  par  ses 
quatre  sommets  (a,  a'),  (^,  ô'),  (c,  </),  frf,  d').  On  obtient  facilement  les 

projections  horizontales  et  les  projec- 
tions verticales  des  arêtes  du  tétraèdre. 
Pour  la  ponctuation,  on  trace  à  l'encre 
noire  et  en  traits  pleins  toutes  les  arêtes 
qui  limitent  soit  la  projection  horizon- 
tale soit  la  projection  verticale  et  qui 
déterminent  ce  qu'on  appelle  les  con- 
tours apparents  du  corps.  Tout  point 
situé  sur  le  contour  apparent  horizon- 
tal est  vu  par  robser\'ateur  placé  au- 
dessus  du  plan  horizontal,  et  tout  point 
situé  sur  le  contour  apparent  vertical 
est  vu  par  l'observateur  placé  en  avant 
du  plan  vertical.  11   reste  donc    tout 


(•)  Voir  Instructions  et   Conseils  sur  l'Exécution  des  épures  et  sur  le  lams, 
librairie  Nony. 


26  LES   PRIN'CIPES   DE   LA   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 

simplement  à  établir  la  ponctuation  des  deux  arêtes  (ac,  dc)  et  (M,  b'd)^ 
en  projection  horizontale  et  en  projection  verticale.  Occupons-nous 
d^abord  de  la  projection  horizontale  et  voyons  si  le  point  f  qui  se 
trouve  à  la  fois  sur  ac  et  sur  hd  est  vu.  G>nsidéré  comme  appartenant 
à  ac^  le  point  f  est  la  projection  horizontale  du  point  i/,  f)  ;  considéré 
comme  appartenant. à  M,  il  est  la  projection  horizontale  du  point 
(f,f\)-  De  ces  deux  points,  situés  sur  la  même  verticale,  celui  qui  a  la 
plus  grande  cote  c'est  le  point  if,  f);  il  en  résulte  que  ac  doit  être 
tracée  en  traits  pleins  et  bd  en  points  ronds. 

Si  maintenant  nous  passons  à  la  projection  verticale,  nous  verrons 
par  un  raisonnement  analogue  au  précédent  que  b'd  doit  être  tracée 
en  traits  pleins  et  dd  en  points  ronds. 

On  peut  remarquer  que  l'arête  cac,  ac)  qui  est  vue  en  projection 
horizontale  peut,  comme  dans  le  cas  actuel,  n'être  pas  vue  en  projec- 
tion verticale  :  cela  tient  à  ce  que  l'observateur  qui  regarde  la  pro- 
jection horizontale  n'est  pas  le  même  que  celui  qui  regarde  la  projec- 
tion verticale. 

43.  Définition  et  tracé  des  Ombres.  —  Pour  faciliter  la  lecture  de 
l'épure  d'un  corps,  on  suppose  quelquefois  le  corps  éclairé  par  un 
point  lumineux  à  distance  finie  ou  infinie. 

Soit  d'abord  un  point  lumineux.  S,  à  distance  finie.  Considérons  un 
corps  limité  par  une  surface  A,  et  soit  B  un  point  opaque,  situé  entre 

A  et  S.  Supposons  que  le  point  B  soit  le  seul 

S^       obstacle  qui  soppose  à  la  propagation  de  la 

lumière  entre  le  point  S  et  la  surface  A.  On 

appelle  alors  ombre  portée  par  le  point  B  sur 

la  surface  A  le  point  de  rencontre  b  du  rayon 

SB  avec  la  surface  A.  Lorsque  le  rayon  SB 

rencontre  la  surface  A  en  plusieiu^  points, 

c'est  le  point  le  plus  rapproché  de  B  qui  est 

Tombre  portée  par  B. 

On  appelle  ombre  portée  par  un  corps  opaque  B  sur  un  corps   A, 

Tensemble  des  ombres  portées  par  les  points  de  B  sur  la  surface  du 

corps  A.  Lorsque  B  est  un  corps  continu,  les  ombres  portées  par  ses 

divers  points  sur  A  sont  à  l'intérieur  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface 

de  A  et  qu'on  appelle  le  contour  de  F  ombre  portée. 

Soit  maintenant  un  point  lumineux  à  Tintini  dans  une  direction 
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donnée  S.  Figurons  par  une  flèche  le  sens  de  propagation  de  la  lu- 

mière,  et  soient  encore  A  la  surface  d'un  corps 
et  B  un  point  opaque  situé  entre  la  source  lu- 
mineuse et  la  surface  A.  Cela  veut  dire,  ici, 
que  si  un  point  se  déplace,  en  partant  de  Tin- 
fini,  sur  la  parallèle  à  S  menée  par  B,  et  dans 
le  sens  de  propagation  de  la  lumière,  il  ren- 
contre B  avant  de  rencontrer  A.  On  appelle 
alors  ombre  portée  par  B  sur  A,  le  point  de 
rencontre  de  A  avec  la  parallèle  à  S  menée 
par  B.  S'il  y  a  plusieurs  points  de  rencontre, 

Tombre  portée  est  celui  de  tous  ces  points  qui  est  le  plus  rapproché 

de  B. 

L'ombre  portée  par  un  corps  sur  un  autre,  ainsi  que  le  contour  de 
l'ombre  propre,  se  définissent  comme  dans  le  premier  cas.  Les  ombres, 
quand  la  source  lumineuse  est  à  distance  finie,  s'appellent  des  ombres 
au  flambeau;  elles  s'appellent  des  ombres  au  soleil  quand  la  source 
lumineuse  est  à  Tinfini. 

Quand  un  corps  opaque  est  éclairé  par  une  source  lumineuse,  placée 
à  distance  finie  ou  à  Tinfini,  on  appelle  contour  de  l'ombre  propre  sur 
ce  corps,  une  ligne  tracée  sur  sa  surface  et  qui  sépare  les  régions  éclai- 
rées de  celles  qui  ne  le  sont  pas.  Par  exemple,  si  le  corps  est  une  sphère 
éclairée  par  un  point  lumineux  S,  le  contour  de  l'ombre  propre  n'est 
autre  chose  que  la  courbe  de  contact  du  cône  de  sommet  S  circonscrit 
à  la  sphère. 

Si  le  point  lumineux  est  à  l'infini  dans  la  direction  a,  le  contour  de 
Tombre  propre  coïncide  avec  la  courbe  de  contact  de  la  sphère  et  du 
cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  A. 

Les  règles  adoptées  pour  le  tracé  des  ombres  sont  les  suivantes  : 

Sur  chacun  des  corps  on  trace  le  contour  de  l'ombre  propre,  en 
observant  les  règles  de  la  ponctuation  exposées  plus  haut  (41).  Pour 
éviter  toute  confusion,  on  trace  les  ombres  en  bleu,  dans  les  épures 
faites  à  la  main  et  on  couvre  de  hachures  parallèles,  à  l'encre  bleue, 
les  parties  ombrées  qui  sont  vues. 
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EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  PREMIER 


1.  Epure  d*im  point  d'éloignement  positif  sitaé  sur  le  plan  borizontal. 

2.  Epure  d*an  point  sitaé  dans  la  région  Mi  . 


3. 


4. 


Id 


Id 


SOT  le  plan  Bi  .'figore  dn  n*  33^ . 
dans  la  ré^on  '\*  . 


5.  Epore  d*an  point  de  cole  positive  sitaé  dans  le  plan  Tertkal. 
S.  Epnre  d*an  point  sitaé  dans  la  région  '2i  . 


7. 
8. 


Id. 
Id. 


sar  le  plan  Bî. 
dans  la  résion   t* 


9.  Epnre  d*an  point  d*éloignement  négatif  sitaé  dans  le  plan  horiiontal. 
10.  Epure  d'un  point  situé  dans  la  région  (3a  . 


11 


12 


Id. 


Id. 


SOT  le  plan  Bs. 
dans  la  région   3; 


13.  Epure  d'un  point  de  cote  négative  sitoé  dans  le  plan  TerUcal 

14.  Epure  d>ui  point  situé  dans  la  région    4t\ 


15. 
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sur  le  plan  B». 
dans  la  rédon  V  - 


17.  Lire  les  épures  d-dessoas  d^ui  poini 
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CHAPITRE    II 


LA  LIGNE   DROITE 


§  I.  —  Représentation  de  la  ligne  droite. 

■ 

44.  Oéflnition.  —  On  appelle  plans  projetants  d'une  droite,  les 
plans  menés  par  cette  droite  perpendiculairement  aux  deux  plans  de 
projection.  On  dit  snissile  plan  projetant  horizontalement  et  le  plan 
projetant  verticalement  la  droite. 


45.  Représentation  de  la  droite.  —  Comme  toute  figure  de  Tes- 
pace,  une  droite  est  représentée  par  ses  projections,  ce  qui  revient 
à  considérer  la  droite  comme  Tintersection  de  ses  deux  plans  proje- 
tants. Il  y  a  toutefois  exception  lorsque  la 
droite  est  située  dans  un  plan  de  profil, 
parce  que  alors  ses  deux  plans  projetants 
coïncident.  L'épure  d'une  droite  D  se  com- 

posera  donc,  en  général,  de  la  ligne  de  terre 

^       xy  et  de  deux  droites  d  et  d!  représentant, 
l'une  la  projection  horizontale,  l'autre  la 
projection  verticale  de  la  droite  D.  Pour 
abréger  le  langage  et  l'écriture,  on  dit  la  droite  (rf,  d')  ou  la  droite  D. 
Quant  aux  positions  relatives  des  trois  droites  ory,  d,  d\  elles  dé- 
pendent des  positions  que  peut  occuper  la  droite  D  par  rapport  aux 
deux  plans  de  projection. 

Nous  allons  les  passer  rapidement  en  revue,  mais  en  rappelant 
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d'abord  que  les  projections  d'une  droite  sont  les  lietix  géométriques  des 
projections  de  même  nom  des  divers  points  de  la  droite  ;  ce  qui  signilîe 
que  la  projection  horizontale  d'un  point  d'une  droite  D  est  sur  la  pro- 
jection horizontale  d  de  cette  droite,  et  que  la  projection  verticale  du 
même  point  est  sur  la  projection  verticale  d'  de  la  même  droite. 

46.  Droites  horizontales.  —  Une  droite  horizontale  est  une  droite 

parallèle  au  plan  horizontal.  En  vertu  de  cette 

.,  définition,  tous  les  points  d'une  horizontale 

ont  la  même  cote  et,  par  suite,  le  lieu  de  leurs 

projections  verticales  est  une  parallèle  à  xy 

située  à  une  distance  de  cette  droite  égale  à  la 

cote  commune  à  tous  les  points  de  la  droite. 

L'épure  d'une  horizontale  H  se  compose  donc 

de  la  ligne  de  terre,  d'une  droite  quelconque  h  projection  horizontale 

de  H  et  d'une  droite  h'  parallèle  à  xy  et  projection  verticale  de  H. 

Si  la  droite  H  est  dans  le  plan  horizontal,  elle  coïncide  avec  A,  et  sa 
projection  verticale  h'  coïncide  avec  xy. 

47.  Droites  de  front.  —  Une  droite  de  front  est  une  droite  paral- 

lèle au  plan  vertical.  Tous  les  points  d'une 
droite  de  front  ont  le  même  éloignement  et,  par 
un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  fait 
pour  les  droites  horizontales,  on  voit  que  l'épure 
y  d'une  droite  de  front  se  compose  de  xy,  d'une 
y  droite  /"  parallèle  à  xy  et  d'une  autre  droite/'; 
f  coïncide  avec  xy  si  la  droite  est  dans  le  plan 
vertical. 

48.  Droites  parallèles  à  la  ligne  de  terre.   —  Lorsqu'une  droite 

est   parallèle  à  la    ligne  de   terre ,   elle 

^ —  est  à  la  fois  horizontale  et  de  front  ;  donc 

ses  deux  projections  sont  parallèles  à  la 
*  y     ligne  de  terre,  et  l'épure  d'une  telle  droite 

j  se  compose  de  xy  et  de  deux  droites  d  eid! 

parallèles  à  xy. 

49.  Droites  verticales;  droites  de  bout.  —  Une  droite   verticale 
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est    une    droite  perpendiculaire   au  plan  horizontal.  Sa  projection 

horizontale  est  un  point  d  et  sa  projec- 
tion verticale  la  perpendiculaire  d!  k  xy 
menée  par  ce  point. 

Une  droite  de  bout  est  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  ;  sa  projec- 
tion verticale  est  un  point  8'  et  sa  projection 
horizontale  la  perpendiculaire  8  menée  de 
ce  point  à  la  ligne  de  terre. 

50.  I>roites  situées  dans  un  plan  de  profil.  —  Lorsqu'une  droite 
est  située  dans    un    plan  de   profil,   ses   projections,    sur   Tépure, 

sont  situées  sur  la  même  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre  ;  cette  perpendiculaire 
est  du  reste  le  lieu  des  projections  horizon- 
tales ou  verticales  de  toutes  les  ligures  si- 
tuées dans  le  même  plan  de  profil  ;  dès 
lors  elle  ne  définit  aucune  de  ces  figures. 
Ainsi,  quand  une  droite  est  dans  un  plan 
de  profil,  elle  n'est  pas  représentée  par 
ses  projections.  Pour  la  représenter  on  se 

m 

donne  alors  les  projections  de  deux  de  ses  points  ;  de  cette  façon  la 
droite  est  définie  sans  ambiguïté,  car  une  droite  quelconque  est 
complètement  déterminée  par  deux  de  ses  points;  c'est  ainsi  que  les 
points  (a,  a')  et  (6,  b')  définissent  la  droite  de  profil  (aô,  a'6'). 

51.  l>roites  situées  dans  les  plans  bissecteurs.  —  Tout  point 
situé  dans  le  premier  ou  dans  le  troisième  plan  bissecteur  a,  dans 
répure,   ses    projections   symétriques   par   rapport   à    la  ligne    de 

terre;  tout  point  situé  dans  le 
deuxième  ou  dans  le  quatrième  plan 
bissecteur  a  ses  deux  projections  con- 
fondues dans  répure.  Il  en  résulte  : 
lo  que  dans  Tépure  d'une  droite 
située  dans  le  premier  ou  dans  le 
troisième  plan  bissecteur,  les  deux 
projections  de  la  droite  sont  symé- 
triques par  rapport  à  xj/  ;  2®  que  dans  l'épure  d'une  droite  située 
dans  le  deuxième  ou  dans  le  quatrième  plan  bissecteur,  les  deux 
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projections  de  la  droite  sont  confondues.  Dans  la  figure  ci-contre  (rf,  d!) 
est  une  droite  située  dans  le  premier  plan  bissecteur,  et  (S,  S')  est  une 
droite  située  dans  le  deuxième  plan  bissecteur. 

52.  Remarque.  —  Pour  avoir  terminé  tout  ce  qui  a  trait  à  la  repré- 
sentation de  la  ligne  droite,  il  nous  resterait  à  indiquer  comment  on 
peut  représenter  une  droite  perpendiculaire  à  l'un  quelconque  des 
plans  bissecteurs.  Il  serait  aisé  de  traiter  directement  ce  problème  ; 
mais  il  y  a  avantage  à  le  considérer  comme  une  application  de  la 
condition  de  parallélisme  de  deux  droites.  Nous  le  traiterons  donc 
dans  le  paragraphe  relatif  aux  droites  paralèles. 


§  II.   —  Problèmes  sur  la  ligne  droite. 

53.   Problème  I.   —  Construire  les  projections   (Tune  droite  con- 
naissant les  projections  de  deux  de  ses  points. 

Soient  (a,  a')  et  (6,  6')  les  deux  points 
donnés.  La  projection  horizontale  de  la  droite 
étant  le  lieu  des  projections  horizontales  de 
ses  divers  points,  doit  passer  par  les  points  a 
Qt  b  :  c'est  donc  la  droite  ab.  ' 

On  voit  par  un  raisonnement  tout  pareil  que 
la  projection  verticale  est  la  droite  a'b'. 

5i.  Remarque.  —  Si  la  droite  ab  est  perpendiculaire  à  xy^  comme  a' 
et  b'  sont  sur  les  lignes  de  rappel  menées  respectivement  par  a  et 
par  6,  la  droite  a'b'  est  aussi  perpendiculaire  à  xy  au  même  point 
que  ab.  Il  suit  de  là  que,  si  une  des  projections  d'une  droite  est  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre^  Vautre  projection  est  aussi  perpendi- 
culaire à  la  ligne  de  terre  et  au  même  point  que  la  première. 

La  droite  est  alors  située  dans  un  plan  de  profil.- 

55.  Problème  II.  —  Connaissant  les  projections  d'une  droite^  con- 
struire les  projections  d'un  point  quelconque  de  cette  droite. 

Le  problème  ainsi  posé  est  indéterminé.  Pour  le  déterminer,  on  peut 
se  donner  :  soit  l'une  des  projections  du  point  inconnu,  soit  la  cote 
positive  ou  négative  de  ce  point,  soit  enfin  son  éloignement  positif  ou 
négatif. 
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Le  problème  proposé  se  subdivise  donc  en  trois  autres  : 

l^  Supposons  que  Ton  connaisse  Tune  des  projections  du  point.  Pour 

avoir  l'autre  projection,  on  remarque  qu'elle  doit  se  trouver  sur  la 

ligne  de  rappel  menée  par  la  projection  connue,  et  sur  la  projection  de 

la  droite  de  même  nom  que  la  projection  inconnue  du  point  :  celle-ci 

est  donc  déterminée  par  Tintersection  de 
ces  deux  lignes. 

Soit,  par  exemple,  (rf,  (f)  la  droite.  Si 
l'on  connaît  la  projection  horizontale  a  du 
point  A  de  la  droite  D,  la  projection  ver- 
ticale de  ce  point  sera  à  l'intersection  de  (f 
et  de  la  ligne  de  rappel  menée  par  a. 
Inversement,  si  Ton  connaît  la  projection 
verticale  a',  la  projection  horizontale  sera  à  l'intersection  de  d  et  de 
la  ligne  de  rappel  menée  par  af. 

29  Supposons  maintenant  que  l'on  connaisse  la  cote,  positive  ou 
négative,  du  point.  Nous  déterminerons  alors  sa  projection  verticale,  et 
le  problème  sera  ramené  au  premier  cas.  Pour  déterminer  la  projec- 
tion verticale,  nous  remarquerons  qu'elle  se  trouve  sur  la  projection 
verticale  de  la  droite  et  sur  le  lieu  des  projections  verticales  des  points 
de  cote  donnée.  Mais  ce  lieu  est  une  parallèle  à  rrj/,  menée  au-dessus 
ou  au-dessous  de  cette  ligne  suivant  que  la  cote  est  positive  ou  néga- 
tive et  à  une  distance  de  on/  égale  à  la  grandeur  de  la  cote.  Cette 

parallèle  et  la  projection  verticale  de  la 
droitedéterminentla  projection  verticale 
du  point. 

Soient,  par  exemple,  (d,  df)  la  droite 
et  c  la  cote  supposée  positive  et  portée 
au-dessus  de  xy.   L'intersection  de  d' 
avec  la  droite  h'  menée  parallèlement 
à  a:y,  au-dessus  de  cette  ligne,  et  à  la 
distance  c,  donne  le  point  a'  projection 
verticale  du  point  cherché.  On  en  dé- 
duit la  projection  horizontale  a  par  une 
ligne  de  rappel. 
3<>  Supposons  enfin  que  Ton  connaisse  l'éloignement,  positif  ou 
négatif,  du  point.  En  recommençant,  presque  mot  à  mot,  le  raisonne- 
ment du  second  cas,  on  sera  conduit  à  la  construction  suivante  : 

ANTOMARI.   —  OftOM.  DESCR.  3 
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Oïl  mène,  parallèlement  à  la  ligne  de  terre,  une  droite  f  située  à 

une  distance  de  cette  ligne  égale  à  la 
grandeur  de  Téloignement,  au-dessous 
ou  au-dessus  de  a?j/  suivant  que  l'éloi- 
gnement  est  positif  ou  négatif.  Le  point 
de  rencontre  de  cette  droite  f  avec  la 
projection  horizontale,  d,  de  la  droite 
fait  connaître  la  projection  horizon- 
tale, a,  du  point.  On  en  déduit  la  pro- 
jection verticale  a'  par  une  ligne  de  rappel. 

Dans  l'épure  ci-contre,  Téloignement  a  été  supposé  négatif. 

56.  Traces  d*une  droite.  —  On  appelle  irace$  d'une  droite  les 
points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  les  plans  de  projection.  La 
trace  horizontale  est  le  point  de  rencontre  avec  le  plan  horizontal,  et  la 
trace  verticale  le  point  de  rencontre  avec  le  plan  vertical. 

Une  horizontale  n'a  pas  de  trace  horizontale  et  une  frontale  n'a  pas 
de  trace  verticale. 

Une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  n'a  ni  trace  horizontale,  ni  trace 
verticale. 

57.  Problème  III.  —  Connaissant  les  projections  d'une  droite^  trou- 
ver ses  traces. 

lo  La  trace  horizontale  de  la  droite  est  le  point  de  cette  droite  dont 
la  cote  est  nulle.  Elle  est  donc  projetée  verticalement  à  l'intersection  de 
la  ligne  de  terre  et  de  la  projection  verticale  de  la  droite  ;  on  en  déduit 
la  projection  horizontale  par  une  ligne  de  rappel. 

2®  Pareillement,  la  trace  verticale  est  le  point  de  la  droite  d'éloigne- 
ment  nul.  Ce  point  est  donc  projeté  horizontalement  à  l'intersection  de 

la  ligne  de  terre  et  de  la  projection  hori- 
zontale de  la  droite;  on  en  déduit  la 
projection  verticale  par  une  ligne  de 
rappel. 

D'après  cela,  si  (d,  rf')  est  la  droite, 
on  aura  la  trace  horizontale  en  (A,  h'), 
et  la  trace  verticale  en  («,  u').  On  dit 
aussi  que  la  trace  horizontale  est  le 
point  h 9  et  que  la  trace  verticale  est  le 
point  u',  parce  que  la  trace  horizontale  coïncide  avec  sa  projection 
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horizontale,  tandis  que  la  trace  verticale  coïncide  avec  sa  projection 
verticale. 

Ponctuation.  —  Proposons-nous,  à  titre  d'exercice,  de  faire  la  ponc- 
tuation de  répure  de  cette  droite,  en  supposant  les  plans  de  projection 
opaques. 

En  projection  horizontale,  les  parties  vues  et  les  parties  cachées  sont 
évidemment  séparées  par  la  trace  horizontale.  Si  nous  considérons 
alors  un  point  quelconque  (m,  mf)  de  la  droite,  nous  voyons  que  ce 
point  est,  ici,  dans  le  dièdre  (1)  et,  par  conséquent,  que  sa  projection 
horizontale  est  vue.  Il  en  résulte  que  la  portion  hmd  de  la  projection 
horizontale  est  vue,  et  que  l'autre  portion,  à  droite  de  A,  est  cachée. 

C'est,  de  même,  le  point  v'  qui  sépare  les  parties  vues  et  les  parties 
cachées  en  projection  verticale.  Et  comme  le  point  m'  est  vu,  la  por- 
tion m'vfd!  tout  entière  est  vue,  tandis  que  l'autre  est  cachée. 

On  peut  remarquer  que  la  portion  de  la  droite  qui  est  projetée 
en  (i?A,  v'h')  est  vue  en  projection  horizontale,  mais  cachée  en  projec- 
tion verticale.  Cela  tient,  ainsi  que  nous  en  avons  fait  la  remarque,  à 
ce  que  l'observateur  qui  regarde  la  projection  horizontale  n'est  pas  le 
même  que  celui  qui  regarde  la  projection  verticale. 

58.  Problème  IV.  —  Construire  les  projections  (Tune  droite^  con- 
naissant ses  traces. 

Ce  problème  est  un  cas  particulier  d'un  problème  déjà  résolu  (53)  ; 
car,  se  donner  les  traces  d'une  droite,  revient  à  s'en  donner  deux  points. 

59.  Remarque.  —  Les  solutions  des  problèmes  II  et  III  sont  en  défaut 
quand  la  droite  est  dans  un  plan  de  profil.  Dans  ce  cas  ces  problèmes 
seront  traités  plus  loin  (voir  le  |  droites  parallèles). 

60.  Application.  —  Les  plans  de  projection  étant  supposés  opaques^ 
trouver  les  ombres  portées  sur  ces  plans  par  un  segment  de  droite  opa- 
que^ la  source  lumineuse  étant  placée  en  un  point  («,  s'). 

Si  le  plan  vertical  n'existait  pas,  l'ombre  portée  sur  le  plan  hori- 
zontal serait  le  segment  de  droite  joignant  les  traces  horizontales  ai 
et  bi  des  deux  rayons  («a,  s'a')  et  («6,  s'b').  Ce  segment  aibi  est  projeté 
verticalement  sur  xy  et  rencontre  cette  ligne  en  un  point  (ci,  ci), 
qui  est  l'ombre  portée  par  le  point  (c,  c')  de  la  droite  sur  le  plan 
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horizontal  et  sur  le  plan  vertical.  Il  suit  de  là  et  de  ce  que  le  point 
(5,  s^  est  dans  le  dièdre  (1),  que  les  rayons  lumineux  qui  ont  leurs 

traces  horizontales  sur  c^b^ 
sont  arrêtés  par  le  plan 
vertical ,  et  que  Fombre 
portée  sur  le  plan  horizon- 
tal se  réduit  à  aiCi. 

De  même  si  le  plan  hori- 
zontal n'existait  pas,  l'om- 
bre portée  sur  le  plan  ver- 
tical serait  le  segment  de 
droite  a'^b'^  joignant  lés 
traces  verticales  des  deux 
rayons  {sa,  s'a^  et  (sb,  s'b'). 
Ce  segment  de  droite  passe 
aussi  par  le  point  (ci,  c',), 
et  Ton  voit,  comme  plus 
haut,  que  Tombre  portée  sur  le  plan  vertical  se  réduit  à  c\bi. 

61.  Problème  V.  —  Points  de  rencontre  d'une  droite  avec  les  plans 

bissecteurs. 

Après  avoir  déterminé  les  traces  d'une 
droite  sur  les  plans  de  projection,  il  est 
naturel  de  déterminer  ses  traces  sur  les 
plans  bissecteurs. 

lo  Soit  d'abord  à  déterminer  la  trace 
de  la  droite  (rf,  d')  sur  le  premier  plan 
bissecteur.  Nous  remarquerons,  pour 
cela,  que  les  projections  d'un  point 
appartenant  au  premier  plan  bissec- 
teur sont  symétriques  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  dans  l'épure.  Par 
conséquent,  si  nous  appelons  (m,  m')  le  point  cherché,  pour  trouver 
ce  point  il  suffit  de  remarquer  que  si  l'on  joint  le  point  m  au  point 
de  rencontre,  a,  de  d'  et  de  ary,  le  triangle  mam'  ainsi  obtenu  est 
isocèle  ;  de  sorte  que  pour  obtenir  le  point  m,  il  n'y  a  qu'à  prendre 
Tintersection  de  d  avec  la  droite  am,  symétrique  de  d'  par  rapport 
à  xy.  Le  point  m'  s'en  déduit  par  une  ligne  de  rappel. 
Au  lieu  de  déterminer  le  point   m    pour  en  déduire  ensuite  le 
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point  m%  on  aurait  pu  faire  l'inverse,  en  construisant  la  droite  symé- 
trique de  d  par  rapport  à  xy, 

2p  Soit  maintenant  à  déterminer  la 
trace  de  la  droite  (d,  d!)  sur  le 
deuxième  plan  bissecteur.  Remarquons, 
pour  cela,  que  tout  point  appartenant 
au  deuxième  plan  bissecteur  a  ses  pro- 
jections confondues  sur  l'épure.  Dès 
lors,  comme  ce  point  appartient  à  la 
droite,  il  sera  projeté  au  point  de  ren- 
contre, (a,  0%  des  projections  de  la 
droite. 


§  III.  —  Droites  parallèles. 

62-  Tbéopème.  —  Pour  que  deux  droites  D  ci  A  soient  parallèles ^ 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  projections  de  même  nom  soient  paral- 
lèles. 

\^  C'est  nécessaire.  —  Considérons  en  effet  deux  droites  paral- 
lèles D  et  A,  et  projetons-les  orthogo- 
nalement  sur  le  même  plan  P,  en  Di 
et  en  Ai.  Soient  AAi  et  BBi  les  proje- 
tantes des  points  Â  et  B,  appartenant 
respectivement  à  D  et  à  a. 

Les  deux  plans  DAAi  et  aBBi,  qui 

sont  les  plans  projetant  les  deux  droites 

sur  le  plan  P,  sont  parallèles  comme 

plans  de  deux  angles  ayant  leurs  côtés 

parallèles.  Les  sections  Dr  et  Ai  de  ces  deux  plans  par  le  plan  P  sont 

donc  parallèles.  Il  en  résulte  que  les  projections  de  même  nom  sont 

parallèles. 

2o  C'est  suffisant.  —  En  effet,  si  les  projections  de  même  nom  sont 
parallèles,  les  plans  projetants  de  même  nom  le  sont  aussi;  dès  lors 
les  quatre  plans  qui  projettent  les  deux  droites  sur  les  deux  plans  de 
projection  forment  une  surface  prismatique  dont  les  deux  droites  sont 
deux  arêtes,  et  ils  sont,  par  suite,  parallèles. 

63.  Remarques.  —  1°  La  proposition  cesse  d'être  vraie  quand  les 
deux  droites  sont  dans  des  plans  de  profil. 
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2»  En  vertu  du  théorème  précédent,  si  Ton  a  Tépure  d'un  système 
de  deux  droites  (d,  d!)  et  (§,  8%  on  reconnaîtra  que  ces  deux  droites 
sont  parallèles  si  d  et  o  sont  parallèles,  ainsi  que  d'  et  8',  pourvu, 
bien  entendu,  que  les  deux  droites  ne  soient  pas  dans  des  plans  de 
profil. 

64.  Problème  VI.  —  Par  un  point  donnée  mener  la  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Nous  examinerons  deux  cas,  suivant  que  la  droite  n'est  pas  située 

ou  est  située  dans  un  plan  de  profil. 

lo  Si  la  droite  donnée  (rf,  rf')  n'est  pas 
située  dans  un  plan  de  profil,  pour  lui  mener 
une  parallèle  par  le  point  (a,  a%  il  suffit  de 


y  mener  la  parallèle  à  d  par  le  point  a  et  la 
parallèle  à  d'  par  le  point  a'.  La  droite  (8,  $') 
ainsi  obtenue  est  la  parallèle  demandée. 

2o  Soit  donc  à  mener  par  le  point  (p,  pO  la 
parallèle  à  la  droite   (aA,  a'b')  située  dans  un 
plan  de  profil  distinct  de  celui  qui  passe  par  le  point   (p,  p').  Remar- 
quons d'abord  que  si  un  parallélogramme  n'est  pas  situé  dans  un 

plan  de  profil,  ses  deux  projections  sont  des 
parallélogrammes,  et  réciproquement.  Cons- 
truisons alors  le  quatrième  sommet  du  paral- 
lélogramme dont  trois  sommets  sont  en  (a,  a'}, 
(ô,  b')  et  (p,  p').  Nous  obtenons  ainsi  le  point 
(gr,  q')^  et  la  droite  cherchée  est  déterminée 
par  les  points  (p,  p')  et  (g,  g^.  Il  resterait  à 
examiner  le  cas  où  le  point  et  la  droite  sont 
dafis  le  même  plan  de  profil,  mais  ce  cas  sera 
examiné    ultérieurement    (voir  les    rabatte- 
ments). 
On  pourrait,  du  reste,  le  traiter  directement  dès  à  présent,  en 
s'appuyant  sur  ce  que  deux  droites  parallèles  à  une  troisième  sont 
parallèles  entre  elles. 

On  mènerait  alors  la  parallèle  à  la  droite  donnée  par  un  point  non 
situé  dans  le  même  plan  de  profil,  ce  que  Ton  vient  d'apprendre  à 
faire  ;  puis  par  le  point  donné  situé  dans  le  même  plan  de  profil  que 
la  première  droite,  on  mènerait  la  parallèle  à  la  deuxième. 
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Nous  sommes  en  mesure,  maintenant,  de  résoudre  les  problèmes 
suivants  : 

65.  Problème  VII.  —  Représenter  une  droite  parallèle  à  l'un  quel- 

conque des  plans  bissecteurs. 

lo  Si  la  droite  est  parallèle  au  premier 
plan  bissecteur,  elle  est  parallèle  à  une 
droite  de  ce  plan.  On  se  donnera  donc  une 
droite  dans  le  premier  plan  bissecteur,  et 
on  lui  mènera  une  parallèle  par  un  point 
quelconque.  On  aura  ainsi  la  première 
des  deux  épures  ci-contre. 

iP  On  opérera  d'une  manière  tout  à  fait 
analogue  pour  obtenir  Tépure  d'une  droite 
parallèle  au  deuxième  plan  bissecteur.  Dans    la  deuxième  épure, 

ci-contre,  (d|,  d\)  est  une  droite  du 
deuxième  plan  bissecteur  et  (rf,  d^  une 
droite  parallèle  au  deuxième  plan  bis- 
secteur. 

On  peut  remarquer  que  les  projec- 
tions d'une  droite  parallèle  au  premier 
plan  bissecteur  forment  un  triangle  iso- 
cèle avec  xij  ;  tandis  que  les  projections 
d'une  parallèle  au  deuxième  plan  bissecteur  sont  parallèles  entre  elles. 
Les  réciproques  sont  évidemment  vraies. 

66.  Problème  VIII.  —  Représenter  une  droite  perpendiculaire  à  l'un 
quelconque  des  plans  bissecteurs, 

lo  Soit  d'abord  à  représenter  une  droite  perpendiculaire  au  premier 

plan  bissecteur.  Pour  cela,  par  un  point  (a,  a') 
pris  sur  xy,  menons  la  perpendiculaire  à  ce 
plan  :  elle  sera  située  dans  le  deuxième  plan 
bissecteur,  et  il  suffira  d'un  autre  point  pour 
la  définir.  Prenons  alors  un  point  (ô,  6')  sur 
la  ligne  de  rappel  du  point  (a,  0%  et  nous 
aurons  ainsi  en  (a6,  a'b')  la  perpendiculaire- 
menée  au  premier  plan  bissecteur  par  le 
point  (a,  a').  Il  ne  reste  plus  qu'à  mener  une 
parallèle  (crf,  ddf)  à  cette  droite,  comme  cela  a  été  expliqué  au  n^  64.. 
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2o  Soit  maintenant  à  représenter  une  droite  perpendiculaire  au 
deuxième  plan  bissecteur.  Pour  cela,  par  un  point  (a,  a')  pris  sur  xy, 

menons  la  perpendiculaire  à  ce  plan. 
Cette  perpendiculaire  sera  située  dans  le 
plan  de  profil  du  point  (a,  <f)  et  dans  le 
premier  plan  bissecteur.  Si  donc  nous  pre- 
nons, dans  ce  dernier  plan,  un  point  (6,  V) 
situé  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  (a,  a% 
nous  aurons  en  (aô,  db^  la  perpendicu- 
laire au  deuxième  plan  bissecteur,  menée 
par  le  point  (a,  a').  Il  ne  reste  plus  alors 
qu'à  mener  une  parallèle  (cd,  c'd')  à 
cette  droite,  comme  cela  est  expliqué  au 
no  64. 


y 


67.  Problème  IX.  —  Une  droite  étant  située  dans  un  plan  de  profil, 
se  donner  un  point  de  cette  droite. 

Soit  {abj  a!b')  la  droite  donnée,  définie  par  deux  de  ses  points. 

Donnons-nous,  par  exemple,  la  pro- 
jection verticale  du  point  inconnu, 
et  cherchons  sa  projection  horizon- 
tale. Pour  cela,  projetons  la  droite 
sur  Tun  quelconque  des  deux  plans 
de  projection,  sur  le  plan  horizontal 
par  exemple,  parallèlement  à  une 
direction  oblique  à  ce  plan  et  choisie 
arbitrairement;  soit  (S,  8')  cette 
direction.  La  projection  de  la  droite 
s'obtiendra  en  joignant  les  traces  ho- 
rizontales des  parallèles  à  (S,  8')  me- 
nées par  (a,  a')  et  par  (6,6').  Soit  cd  cette  projection  et  soit  m'  la 
projection  verticale  du  point  inconnu.  La  projection  horizontale  de  ce 
point,  parallèlement  à  (8,  8'),  est  évidemment  le  point  wii,  intersec- 
tion de  cd  avec  la  ligne  de  rappel  du  point  de  rencontre  de  xy  et  de 
la  parallèle  à  l'  menée  par  m'.  En  menant  alors  par  mi  la  parallèle 
à  8,  on  aura  le  point  m,  ce  qui  achève  de  déterminer  le  point  inconnu. 
La  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  résoudre  ce  problème 
s'appelle  la  méthode  des  projections  obliques.  Le  grand  avantage  qu'elle 
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présente  réside  dans  ce  que  la  direction  des  projetantes  est  arbitraire, 
et  aussi  dans  ce  qu'elle  n'exige  que  la  règle  et  Téquerre.  Nous  allons 
aussi  l'appliquer  à  la  résolution  du  problème  suivant  : 

68.  Problème  X.  —  Trouver  les  traces  d'une  droite  située  dans  un 

plan  de  profil. 

Soit  (aé,  a!à')  la  droite  donnée, 
définie  par  deux  de  ses  points.  Pro- 
jetons-la obliquement  sur  le  plan 
horizontal,  en  prenant  comme  direc- 
tion des  projetantes  une  droite  de 
front  quelconque  (5,  V).  La  trace 
verticale  se  projettera  alors  sur  ary, 
et  la  projection  de  la  trace  horizon- 
tale ne  changera  pas.  Or,  la  projec- 
tion de  la  droite  est  la  ligne  ai6i,  qui 
joint  les  traces  horizontales  des  pa- 
rallèles à  (8,  5')  menées  par  (a,  d) 
et  par  (6,  b^).  Donc  la  trace  horizon- 
tale est  le  point  h  et  la  trace  verticale  est  le  point  w',  qui  est  projeté 
obliquement  en  t?i  sur  xy  et  sur  aibi. 

69.  Application.  —  Les  plans  de  projection  étant  supposés  opaques, 
trouver  Vombre  portée  par  un  segment  de  droite  opaque^  éclairé  par 
des  rayons  parallèles  de  direction  donnée. 

Soient  (aé,  a'67  le  segment  donné  et  (0,  0')  la  direction  des  rayons 

lumineux,  le  sens  de  propa^ 
gation  de  la  lumière  étant 
indiqué  par  des  flèches. 

Le  problème  revient  évi- 
demment à  projeter  obli- 
quement le  segment  {ab^a'bf) 
sur  le  plan  horizontal  et  sur 
le  plan  vertical,  la  direction 
des  projetantes  étant  (§,§'). 
Or  la  projection  sur  le  plan 
horizontal  est  a,é,  ;  la  pro- 
jection sur  le  plan  vertical 
est  a^éi,  rencontrant  la  première  au  point  (ci,  c,')  de  la  ligne  de  terre. 
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Ce  point  est  l'ombre  portée  par  le  point  (c,  c')  sur  le  plan  horizontal  et 
sur  le  plan  vertical.  Si  alors  on  a  égard  au  sens  de  propagation  de  la 
lumière,  on  voit  que  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  doit  être 
limitée  à  a,ci  et,  de  même,  que  Tombre  portée  sur  le  plan  vertical 
doit  être  limitée  à  bid. 


§  IV.  —  Droites  concourantes. 

70.  Problème  XI.  —  Reconnaître  si  deux  droite»  données  par  leurs 
projections  se  eotipent^  et  détei*miner  leur  point  de  rencontre. 

Nous  allons  montrer  que  la  cortdition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  deux  droites  données  par  leurs  projections  se  coupent^  est  que  les 

deux  points  de  rencontre  des  projections 
/  de  même  nom  soient  sur  la  même  ligne 

jPf^  de  rappel, 

N.  lo  C'est  nécessaire  ;  car  si  les  deux 

droites   A    et   B    se   coupent    en    un 
y        point  M,   la  projection  horizontale  m 
^  de  ce  point  doit  se  trouver  à  la  fois  sur 

^  a  et  sur  6,  puisque  M  est  à  la  fois  sur 

^x'^^^^  A  et  sur  B  ;   donc  elle  est  à  leur  inter- 

section. On  voit  de  même  que  la  projec- 
tion verticale  m'  est  à  Tintersection  de  a!  et  de  b'  ;  par  suite  les  points 
de  rencontre  des  projections  de  même  nom  sont  les  projections  du 
même  point  de  l'espace  et  sont  sur  la  même  ligne  de  rappel. 

2^  C'est  suffisant  ;  car  si  les  points  de  rencontre  m  et  m'  des  pro- 
jections de  même  nom  sont  sur  la  même  ligne  de  rappel,  ces  deux 
points  sont  les  projections  d'un  point  M  de  l'espace.  Le  point  M  est 
d'ailleurs  un  point  commun  aux  deux  droites,  puisque  ses  projections 
sont  sur  les  projections  de  même  nom  des  deux  droites.  Le  point  de 
rencontre  se  trouve  d'ailleurs  ainsi  déterminé. 

71.  Remarque.  —  Les  conclusions  précédentes,  en  ce  qui  concerne 
la  détermination  du  point  de  rencontre,  sont  en  défaut  quand  l'une 
des  droites  est  située  dans  un  plan  de  profil,  parce  qu'alors  les  points 
de  rencontre  des  projections  de  même  nom  sont  toujours  sur  la  même 
ligne  de  rappel.  D'ailleurs,  les  constructions  auxquelles  on  est  con- 
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duit  ne  sont  plus  possibles  quand  l'un  des  deux  points  m  ou  m'  sort 

des  limites  du  dessin.  La  remarque  sui- 
vante  conduit  à  des  constructions  tou- 
jours possibles. 

Pour  que  deux  droites  se  coupent  y  il 
faut  et  il  suffit  que  deux  droites  quel- 
conques qui  s'appuient  sur  elles^  se  cou- 
pent.  Ceci  résulte  de  ce  que  deux  droi- 
tes qui  se  coupent  déterminent  un  plan  ; 
dès  lors  si  deux  droites  quelconques  les 
rencontrent,  elles  sont  dans  ce  plan  et 
se  coupent. 
Voyons  d'après  cela  si  les  deux  droites 
(rf,  d')  et  (aé,  a!b')  se  coupent.  A  cet  effet,  prenons  sur  D  deux  points 
quelconques  (m,  m')  et  {n,n').  Joignons  le  premier  au  point  (a,  a')  et 
le  second  au  point  (6,  h')  ;  nous  obtenons  ainsi  deux  droites  {am^a'm!)^ 
(bn,  b'n^  qui  se  coupent,  puisque  les  points  de  rencontre  o  et  o'  des 
projections  de  même  nom  sont  sur  la  même  ligne  de  rappel  ;  donc  les 
deux  droites  (d,  dT)  et  (a^,  a'6')  se  coupent  aussi. 

72.  Problème  XII  (application  du  précédent).  — Mener  par  un  point 
donné  une  droite  s'appuyant  sur  une  droite  donnée. 

Le  problème  ainsi  posé  est  indéterminé.   Pour  le  déterminer,  on 

peut  se  donner  soit  le  point  de  rencon^ 
tre  de  la  droite  donnée  et  de  la  droite 
cherchée,  soit  la  direction  de  Tune  des 
projections  de  la  droite  cherchée. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  prendre 
comme  point  de  rencontre  des  deux 
droites  un  point  quelconque  de  la  droite 
donnée.  On  a  alors  à  faire  passer  une 
droite  par  deux  points. 

Traitons  le  problème  dans  le  second 
cas.  Soient,  pour  cela,  (rf,  d')  la  droite 
donnée  et  (a,  a')  le  point  donné.  Don- 
nons-nous, par  exemple,  la  direction  8  de  la  projection  horizontale 
de  la  droite  cherchée.  Celle-ci  sera  alors  projetée  horizontalement 
suivant  la  parallèle  a5j  menée  à  8  par  le  point  a.  Cette  parallèle  ren- 
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contre  d  en  un  point  6,  qui  sera  la  projection  horizontale  du  point 
de  rencontre  de  (d,  d!)  avec  la  droite  cherchée.  On  en  déduit  la 
projection  verticale  b'  du  même  point  par  une  ligne  de  rappel,  et  en- 
suite les  projections  ab  et  cdb'  de  la  droite  cherchée. 

Deux  cas  particuliers  de  ce  problème,  qui  se  présentent  fréquem- 
ment dans  les  applications,  sont  les  suivants  : 

1®  Mener  par  un  point  donné  une  horizontale  s'appuyant  sur  une 
droite  donnée. 

2°  Mener  par  un  point  donné  une  frontale  s'appuyant  sur  une  droite 
donnée. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  les  traiter. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  II 


1.  Trouver  les  projections  d'un  point  d*uae  droite  donnée,  connaissant 
le  rapport  de  la  cote  à  Téloignement  de  ce  point.  £n  déduire  la  détermi- 
nation du  point  de  rencontre  de  la  droite  avec  le  premier  plan  bissecteur. 

2.  Trouver  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  situées  dans  le  même 
plan  de  profil,  en  employant  la  méthode  des  projections  obliques. 

3.  Une  droite  et  un  point  étant  situés  dans  le  même  plan  de  profil, 
reconnaître  si  le.  point  est  sur  la  droite . 

4.  Reconnaître  si  deux  droites  situées  dans  le  même  plan  de  profil  sont 
parallèles. 

5.  Reconnaître  si  deux  droites  situées  dans  deux  plans  de  profil  diffé- 
rents sont  parallèles. 

6 .  Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à  une  droite  de  proQl,  en 
se  servant  de  la  méthode  des  projections  obliques. 

7.  Une  droite  perpendiculaire  au  premier  plan  bissecteur  est  déterminée 
par  sa  trace  verticale  et  par  sa  trace  sur  le  plan  bissecteur  auquel  elle  est 
perpendiculaire.  On  suppose  que  la  portion  de  cetle  droite  limitée  par  ces 
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deux  traces  soit  dans  la  région  ({2),  et  Ton  demande  de  déterminer  Tombre 
qa*e]Ie  porte  sur  le  plan  horizontal,  les  rayons  lumineux  étant  supposés 
de  front. 


8 .  Trouver  Tombre  portée  sur  les  plans  bissecteurs,  supposés  opaques, 
par  une  portion  de  droite  éclairée  par  une  source  lumineuse  à  distance 
finie  ou  infinie.  On  supposera  les  plans  de  projection  opaques. 

9.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  au  premier  plan  bissecteur,  ses 
traces  sont  symétriques  par  rapport  à  la  ligne  de  terre. 

10.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  au  deuxième  plan  bissecteur,  ses 
traces  sont  confondues. 


CHAPITRE  m 
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§  I.  —  Représentation  du  plan, 

73.  Généralités.  —  En  vertu  de  la  définition  donnée  au  n»  27, 
on  peut  dire  qu'une  figure  est  représentée  en  Géométrie  descriptive 
quand  on  connaît  les  éléments  suffisants  pour  la  déterminer  complè- 
tement. D'après  cela,  un  plan  sera  représenté  :  soit  par  les  projections 
de  trois  points;  soit  par  les  projections  cfune  droite  et  d'un  point;  soit 
par  les  projections  de  deux  droites  qui  se  coupent;  soit  enfin  par  les 
projections  de  deux  droites  parallèles.  Ces  divers  modes  de  représen- 
tation se  ramènent  à  un  seul,  n'importe  lequel  des  quatre  ;  on  prend 
d'habitude  le  mode  de  représentation  par  deux  droites  qui  se  coupent. 

Faire  passer  un  plan  par  deux  droites  qui  se  coupent^  signifie 
construire  les  projections  d'une  figure  quelconque  située  dans  le  plan 
de  ces  deux  droites.  On  voit  alors  comment  il  faut  comprendre  les 
énoncés  des  problèmes  suivants,  qui  se  ramènent  au  précédent,  ainsi 
que  nous  lavons  déjà  dit  : 

Faire  passer  un  plan  :  i^  par  trois  points  ;  2<»  par  deux  droites  pa- 
rallèles ;  3<*  par  une  droite  et  un  point. 

Ajoutons  d'ailleurs  qu'une  figure  étant  un  ensemble  de  points,  pour 
apprendre  à  construire  les  projections  d'une  figure  située  dans  un 
plan,  il  suffit  d'apprendre  à  construire  les  projections  d'un  point  de 
ce  plan.  Il  est  plus  commode  d'apprendre  d'abord  à  construire  les 
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projections  d'une  droite  du  plan,  ce  qui  nous  amène  à  résoudre  le 
problème  suivant  : 


7i.  Problème  I.  —  Un  plan  étant  déterminé  par  deux  droites  qui 
se  coupent^  construire  les  projections  d*une  droite  de  ce  plan. 

Le  problème  ainsi  posé  est  indéter- 
miné, et  on  peut  le  déterminer  en  se 
donnant  soit  la  projection  horizontale, 
soit  la  projection  verticale  de  la  droite 
inconnue.  Donnons-nous,  par  exemple, 
la  projection  horizontale  c  d'une  droite 
située  dans  le  plan  défini  par  les  deux 
droites  qui  se  coupent  (a,  a')  et  (6,  b')  ; 
puis  cherchons  à  déterminer  la  projec- 
tion verticale  cf.  A  cet  effet,  remarquons 
que  la  droite  C  coupe  la  droite  A  en  un  point  dont  la  projection  hori- 
zontale est  m,  et  dont  par  suite  la  projection  verticale  est  m!  sur  a'  et 
sur  la  ligne  de  rappel  du  point  m.  Le  point  (in,  m!)  est  un  point  de  la 
droite  C  et,  par  un  raisonnement  tout  pareil,  on  voit  qu'il  en  est  de 
même  du  point  (n,  n')  ;  la  projection  verticale  cherchée,  (/,  n'est  donc 
autre  chose  que  m!n\ 

On  aurait  évidemment  à  faire  des  constructions  analogues  pour 
obtenir  c  connaissant  c'. 


75.  Problème  II.  —  Un  plan  étant  déterminé  par  deux  droites  qui 
se  coupent^  construire  les  projections  d'un  point  de  ce  plan. 

Ce  problème  se  ramène  au  précédent  :  on  construit  les  projections 
d'une  droite  du  plan  ;  puis  on  construit  les  projections  d'un  point  de 
cette  droite. 


76.  Remarque.  —  Le  problème  II  peut  aussi  être  posé  de  la  manière 
suivante  :  Connaissant  l'une  des  projections  d'un  point  situé  dans  un 
plan  déterminé  par  deux  droites  qui  se  coupent^  trouver  Vautre  pro- 
jection. La  solution  ne  change  pas  :  on  se  donne  une  droite  du  plan 
passant  par  le  point,  en  se  donnant  la  projection  de  la  droite  qui  est 
de  même  nom  que  la  projection  connue  du  point  et  qui  doit  d'ailleurs 
contenir  celle-ci  ;  on  est  donc  toujours  ramené  au  problème  I. 
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77.    Horizontales  et  trace  horizontale  d'un  plan.  —  On  appelle 

horizontales  d'un  plan,  les  droites 
du  plan  parallèles  au  plan  horizon* 
tal  :  elles  sont  toutes  parallèles  entre 
elles  comme  sections  du  même  plan 
par  des  plans  horizontaux,  c'est-à- 
dire  parallèles. 

Pour  se  donner  une  horizontale  du 
plan  des  deux  droites  (a,  a')  et  (é,  6'), 
on  se  donne  sa  projection  verticale  A', 
parallèle  à  xy  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  sa  cote  soit  au-dessus,  soit 
au-dessous  du  plan  horizontal  ;  on 

en  déduit  immédiatement  la  projection  horizontale  h  par  des  lignes 

de  rappel  rn/m  et  n!n. 

L'horizontale  du  plan  ayant  pour  cote  zéro  s'appelle  la  trace  hori- 
zontale du  plan  :  c'est  l'intersection  du  plan  avec  le  plan  horizontal 
de  projection  ;  c'est  aussi  le  lieu  des  traces  horizontales  de  toutes  les 
droites  du  plan.  Pour  l'obtenir,  on  procède  comme  pour  obtenir  une 
horizontale  quelconque  du  plan,  en  remarquant  seulement  que  la 
projection  verticale  est  sur  la  ligne  de  terre,  ce  qui  conduit  à  mener 
les  lignes  de  rappel  f'p  et  q'q  ;  on  obtient  ainsi  en  pq  et  p'q'  les  projec- 
tions de  la  trace  horizontale.  On  peut  du  reste  observer  que  (p,  p')  est 
la  trace  horizontale  de  la  droite  (a,  a')  et  que  (y,  q^)  est  la  trace  hori- 
zontale de  (6,  b^)  ;  ce  qui  montre  que  la  détermination  de  la  trace 
horizontale  du  plan  se  ramène  à  la  détermination  des  traces  horizon- 
tales de  deux  droites  de  ce  plan.  Enfin  il  est  bon  de  rappeler  que  la 
trace  horizontale  d'un  plan  coïncide  avec  sa  projection  horizontale 
et  se  projette  verticalement  sur  la  ligne  de  terre. 


78.  Frontales  et  trace  verticale  d*un  plan.  —  On  appelle  lignes  de 
front  ou  frontales  d'un  plan,  les  droites  du  plan  parallèles  au  plan 
vertical  :  elles  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  comme  sections  du 
plan  par  des  plans  parallèles  au  plan  vertical. 

Pour  se  donner  une  frontale  du  plan  de  deux  droites  (a,  a')  et  (4,  i'), 
on  se  donne  sa  projection  horizontale  /*,  parallèle  à  xy,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  son  éloignement  soit  en  avant,  soit  en  arrière  du 
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plan  vertical  ;  on  en  déduit  immédiatement  sa  projection  verticale 
/'  au  moyen  des  lignes  de  rappel   mm'  et  nn!. 

La  frontale  du  plan  d'éloignement 
nul  s'appelle  la  trace  verticale  du 
plan  :  c'est  l'intersection  du  plan 
avec  le  plan  vertical  de  projection  ; 
c'est  aussi  le  lieu  des  traces  verti- 
cales de  toutes  les  droites  du  plan. 
Pour  l'obtenir,  on  procède  comme 
pour  obtenir  une  frontale  quelcon- 
que du  plan,  en  remarquant  seule- 
ment que  la  projection  horizontale 
est  sur  jt;/,  ce  qui  conduit  à  mener 
les  lignes  de  rappel  pp'  et  qq'  ;  on 
obtient  ainsi  les  projections  pq  et  p'q'  de  la  trace  verticale.  On  peut, 
du  reste,  observer  que  (p,  p')  et  {q^  q')  sont  les  traces  verticales  res- 
pectives des  deux  droites  (a,  a')  et  (6,  ô')^  ce  qui  ramène  la  détermi- 
nation de  la  trace  verticale  du  plan  à  celle  des  traces  verticales  de 
deux  droites  de  ce  plan.  Enfin,  il  est  bon  de  rappeler  que  la  trace 
verticale  d'un  plan  coïncide  avec  sa  projection  verticale  et  se  projette 
horizontalement  sur  la  ligne  de  terre. 


79.  Détermination  d'un  plan  par  ses  traces.  —  Quand  on  veut  déter- 
miner un  plan  au  moyen  de  deux  droites  qui  se  coupent,  il  faut 
tracer  dans  l'épure,  en  outre  de  la  ligne  de  terre,  les  projections  des 
deux  droites  et  la  ligne  de  rappel  qui  joint  les  points  de  rencontre 
des  projections  de  même  nom  et  qui  indique  que  les  deux  droites  se 
coupent;  on  a  donc  à  tracer  cinq  lignes,  la  ligne  de  terre  étant  exclue. 
Mais,  supposons  qu'au  lieu  de  déterminer  le  plan  par  deux  droites 
quelconques,  contenues  dans  le  plan,  on  le  détermine  par  ses  traces. 
La  ligne  de  terre  étant  tracée,  il  n'y  aura  besoin  de  tracer  ni  la  pro- 
jection verticale  de  la  trace  horizontale,  ni  la  projection  horizontale 
de  la  trace  verticale  :  il  suffira  de  tracer  la  projection  horizontale  de  la 
trace  horizontale,  c'est-à-dire  la  trace  horizontale  elle-même,  et  la 
projection  verticale  de  la  trace-  verticale,  c'est-à-dire  la  trace  verticale 
elle-même.  Il  suffira  donc  de  deux  droites  au  lieu  de  cinq  pour  délinir 
le  plan,  et,  par  suite,  il  y  a  tout  avantage,  quand  cela  est  possible,  à 
définir  un  plan  par  ses  traces,  au  lieu  de  le  définir  par  deux  droites 
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quelconques.  Il  y  a  toutefois  une  précaution  à  prendre  :  t7  faut  que  les 
traces  rencontrent  la  ligne  de  terre  au  même  point.  En  effet,  le  plan 
donné  et  les  deux  plans  de  projection  forment  un  trièdre  dont  les 

arêtes  sont  les  traces  du  plan  et  la  ligne  de 
terre  ;  les  traces  du  plan  rencontrent  donc  la 
ligne  de  terre  au  sommet  de  ce  trièdre. 

Quand  on  représente  ainsi  un  plan  par  ses 
trace  Pa  et  aQ',  on  dit  :  le  plan  PaQ'  ;  mais 
il  faut  sous-entendre  :  le  plan  déterminé  par 
les  deux  doites  (P,  P)  et  (Q,  Q).  De  cette 
façon  on  ne  perd  pas  de  vue  que  le  plan  est 
représenté  par  deux  droites  qui  se  coupent,  et 
les  solutions  des  problèmes  traités  sur  le  plan  représenté  par  deux 
droites  qui  se  coupent  restent  les  mêmes  quand  le  plan  est  représenté 
ou  défini  par  ses  traces  ;  on  peut  s'en  convaincre  bien  aisément  en 
traitant  à  nouveau  les  problèmes  I  et  II,  quand  le  plan  est  défini  par 
ses  traces. 


80.  Problème  III.  —  Se  donner  une  horizontale  ou  une  frontale 
d'un  plan  défini  par  ses  traces. 

Cherchons,  par  exemple,  à  déterminer  une  horizontale  du  plan 
Paty  :  c'est,  bien  entendu,  un  problème  indéterminé  et  que  Ton  déter- 
mine en  se  donnant  soit  la  projection  verticale,  soit  la  cote  de  Thori- 
zontale,  ce  qui  revient  au  même.  Soit  donc  h'  la  projection  verticale 

de  riiorizontale  inconnue  ;  il  nous  reste 
à  chercher  sa  projection  horizontale.  Or 
nous  savons  que  la  projection  horizon- 
tale est  parallèle  à  «P  ;  donc  elle  sera 
déterminée  si  Ton  en  connaît  un  point. 
Mais  Thorizontale  inconnue  et  la  trace 
verticale  du  plan  se  coupent  en  un 
point  dont  nous  connaissons  la  pro- 
jection verticale  a'  et  dont  on  a,  par 
suite,  immédiatement  la  projection 
horizontale  a.  Pour  avoir  A,  il  ne  reste  plus  qu'à  mener  par  le 
point  a  la  parallèle  à  aP. 

On  détermine  d'une  manière  analogue  une  frontale  quelconque 
(f,f)  du  plan. 
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Enfin,  ce  problème  étant  résolu,  on  saura,  ainsi  que  cela  a  déjà  été 
remarqué  plus  haut  (Probl.  II),  résoudre  le  problème  suivant  : 
Se  donner  un  point  situé  dans  un  plan  défini  par  ses  traces. 

81.  Remarque.  —  Quand  un  plan  est  délini  par  ses  traces,  pour  se 
donner  une  droite  du  plan  on  peut  se  donner  les  traces  de  cette  droite, 
situées  sur  les  traces  de  même  nom  du  plan. 

82.  Problème  IV.  —  Faire  passer  un  plan  par  une  droite. 

Le  problème  est  évidemment  indé- 
terminé. On  peut  le  déterminer  soit  en 
se  donnant  une  droite  rencontrant  la 
droite  donnée,  soit  en  se  donnant  un 
point  non  situé  sur  cette  droite,  soit  par 
toute  autre  condition  qui  achève  de 
déterminer  le  plan. 

Si  on  voulait  déterminer  le  plan  par 
ses  traces,  il  suffirait  de  déterminer  les 
traces  (A,  h')  et  (v,  t?')  de  k  droite 
donnée  et  de  joindre  les  points  A  et  t?'  à 
un  point  quelconque  a  de  orj/.  On  aurait  ainsi  le  plan  PaQ',  repré- 
senté dans  la  ligure  ci-contre. 

83.  Plans  verticaux.  —  On  appelle  plan  vertical  tout  plan  per- 
pendiculaire au  pian  horizontal.  On  définit  un  plan  vertical  par  sa 

trace  horizontale  et  par  sa  trace  verticale. 
Celle-ci    est   perpendiculaire  à  la  •  ligne  de 
terre;  en  eflfet,  elle  est  perpendiculaire  au 
plan  horizontal  ;  donc  elle  est  perpendicu- 
laire à  la  ligne  de  terre,  qui  est  située  dans  ce 
plan.  Quant  à  la  trace  horizontale,  en  vertu 
de  la  défmition  de  l'angle  plan  d'un  dièdre, 
elle  forme  avec   xy   un  angle  égal  à  Vangle 
plan  du  dièdre  formé  par  le  plan  vertical  considéré  avec  le  plan  ver- 
tical de  projection.  La  figure  ci-contre  est  l'épure  d'un  plan  ver- 
tical PaQ'. 

Il  est  très  important  de  remarquer  que  toute  figure  située  dans  un 
plan  vertical  PaQ'  est  projetée  horizontalement  sur  sa  trace  horizon- 
tale Pa. 
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84.  Plans  de  front.  —  Un  plan  de  front  est  un  plan  parallèle 
au  plan  vertical  :  c'est  un  plan  vertical  dans  une  position  particulière. 
Il  n'a  pas  de  trace  verticale,  et  sa  trace  horizontale  est  parallèle  à  xy. 
Toute  parallèle  à  xy  peut  être  considérée  comme  représentant  un 
plan  de  front. 

Toute  figure  située  dans  un  plan  de  front  se  projette  horizontale- 
ment sur  la  trace  horizontale  de  ce  plan^  et  verticalement  suivant  une 
figure  qui  lui  est  égale. 


85.  Plans  de  bout.  —  Un  plan  de  bout  est  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  ;  on  le  définit  par  sa  trace 
verticale  et  par  sa  trace  horizontale.  Celle-ci  est 
perpendiculaire  à  xy  ;  en  effet,  elle  est  perpen- 
diculaire au  plan  vertical,  donc  elle  est  perpen- 
diculaire à  xy^  qui  est  située  dans  ce  plan.  Quant 
à  la  trace  verticale,  elle  forme  avec  xy  un  angle 
égal  à  l'angle  plan  du  dièdre  formé' par  le  plan 

de  bout  avec  le  plan  horizontal  de  projection,  La  figure  ci-contre  est 

répure  d'un  plan  de  bout  PaQ'. 
Il  est  très  important  d'observer  que  toute  figure  située  dans  un  plan 

de  bout  est  projetée  verticalement  sur  sa  trace  verticale  aQ'.* 


86.  Plans  horizontaux.  —  Un  plan  horizontal  est  un  plan  parallèle 
au  plan  horizontal  :  c*est  un  plan  de  bout  dans  une  position  particu- 
lière. Il  n'a  pas  de  trace  horizontale  et  sa  trace  verticale  est  parallèle 
à  xy.  Toute  parallèle  à  xy  peut  être  considérée  comme  représentant 
un  plan  horizontal.  Enfin  toute  figure  située  dans  un  plan  horizontal 
se  projette  verticalement  sur  la  trace  verticale  de  ce  plan,  et  horizonta- 
lement suivant  une  figure  égale. 


Q' 


87.  Plans  de  profil.  —  Un  plan  de  profil 
a  déjà  été  défini  :  c'est  un  plan  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre;  ses  deux  traces  sont  confon- 
dues avec  la  même  perpendiculaire  à  xy  et  sont 
les  projections  horizontale  et  verticale  de  toutes 
les  figures  situées  dans  le  plan  de  profil.  Dans  la 


figure  ci-contre  PaQ'  représente  un  plan  de  profil. 
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P'  0 
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88.  Plans  parallèles  ù  la  ligne  de  terre.  —  Lorsqu'un    plan  est 
parallèle  à  la  ligne  de  terre,  ses  deux  traces  sont  parallèles  à  cette 

ligne  ;  en  effet,  le  plan  et  les  deux  plans  de 
projection  forment  une  surface  prismatique 
ayant  pour  arêtes  les  traces  du  plan  et  la  ligne 
de  terre.  L'épure  d'un  plan  parallèle  à  arj/  se 
compose,  d'après  cela,  de  xy  et  de  deux  droites 
**  P  et  (y  parallèles  à  cette  ligne. 

89.  Plans  passant  par  la  ligne  de  terre.   —  Quand  un  plan  passe 

par  la  ligne  de  terre,  ses  traces  sont  con- 
fondues avec  cette  ligne  et  ne  peuvent 
servir  à  le  déterminer.  On  le  détermine 
alors  par  la  ligne  de  terre  et  un  point 
(a,  aTj;  et  même,  dans  ce  cas,  il  y  a  avan- 
tage à  joindre  le  point  (a,  a')  à  deux  points 
(ô,  V)  et  (c,  d)  sur  ary,  afin  de  déterminer 
le  plan  par  deux  droites  qui  se  coupent 
(a6,  cdb')  et  (ac,  aie"). 

90-    Plans  perpendiculaires  au  premier  plan   bissecteur.    —   Un 
plan  perpendiculaire  au   premier  plan  bissecteur  est  défini  par  une 

droite  (D)  perpendiculaire  à  ce  plan 
bissecteur  et  par  un  point  quel- 
conque P,  non  situé  sur  cette 
droite.  On  le  détermine  facilement 
par  deux  droites  en  joignant  le  point 
P  à  un  point  quelconque  de  D. 

Lorsqu'un  plan  est  perpendiculaire 
au  premier  plan  bissecteur^  ses  traces 
sont  symétriques  par  rapport  à  la 
ligne  de  terre. 

Considérons  en  effet  la  droite  de 
profil  (At?,  h'v')  dont  les  traces  sont 
symétriques  par  rapport  à  xy.  Cette  droite  est  perpendiculaire  au  pre- 
mier plan  bissecteur,  car  si  on  lui  mène  une  parallèle  (a6,  a'b^  par  un 
point  (a,  a!)  de  xy,  cette  parallèle  est  située  dans  le  deuxième  plan 
bissecteur.  Or,  elle  est  de  profil,  donc  elle  est  perpendiculaire  au 
premier  plan  bissecteur,  et  il  en  est  de  même  de  (Au,  h'v'). 
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Il  en  résulté  que  tout  plan  PaQ'  passant  par  (Av,  A'w')  est  perpendi- 
culaire au  premier  plan  bissecteur;  mais  il  est  manifeste  que  ce  plan 
a  ses  traces  symétriques  par  rapport  à  xy. 

Comme  tout  plan  perpendiculaire  au  premier  plan  bissecteur  peut 
s'obtenir  par  une  construction  analogue,  la  proposition  est  démon- 
trée. 

9i.  Plans   perpendiculaires  au  deuxième  plan  bissecteur.  —  On 

définit  un   plan   perpendiculaire  au  deuxième  plan  bissecteur  par 

une  droite  D  perpendiculaire  à  ce  plan 
bissecteur  et  par  un  point  quelconque  P 
non  situé  sur  cette  droite.  On  peut  le 
déterminer  ensuite  par  deux  droites,  enjoi- 
gnant le  point  P  à  un  point  quelconque 
de  D. 

Par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
qui  a  été  fait  dans  le  numéro  précédent,  on 
prouve  qu'un  plan  perpendiculaire  au  deuxième  plan  bissecteur  a  ses 
traces  confondues  dans  l'épure. 

Il  en  résulte  que  l'épure  d'un  plan  perpendiculaire  au  deuxième  plan 
bissecteur  se  composera  de  la  ligne  de  terre  et  d'une  droite  P«Q'  re- 
présentant les  traces  du  plan. 


§.  II.  —  Plans  parallèles. 

02.  Théorème.  —  Lorsque  deux  plans  sont  parallèles,  leurs  traces 
de  même  nom  sont  parallèles,  et  réciproquement. 

1^  Si  les  plans  sont  parallèles,  leurs  traces  de  même  nom  sont  paral- 
lèles comme  sections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième. 

2o  Si  les  traces  de  même  nom  sont  parallèles,  les  deux  plans  sont 
parallèles  comme  plans  de  deux  angles  ayant  leurs  côtés  parallèles. 

93.  Problème  V.  —  Mener  par  un  point  le  plan  parallèle  à  un 
plan  donné. 

La  solution  est  immédiate  :  on  mène  par  les  projections  du  point  les 
parallèles  aux  projections  de  même  nom  des  droites  qui  déterminent  le 
plan. 
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Par  exemple,  si  le  plan  est  déterminé  par  ses  traces  PF  et  QQ',  on 

mène  par  le  point  (a,  a')  les  parallèles 
aux  deux  droites  (P,  F)  et  (Q,  Q')  ;  on 
détermine  ainsi  le  plan  cherché  par 
deux  droites  (A,  K)  et  (/*,  /*'),  c'est-à-dire 
far  une  horizontale  et  far  une  ligne  de 
front.  On  construit  aisément  ses  traces  si 
cela  est  nécessaire,  maAs  il  n'y  a  généra- 
lement aucune  nécessité  à  cela. Toutefois 
si  Ton  veut  déterminer  le  plan  par  ses 
traces,  voici  comment  il  faut  procéder  : 
On  mène  par  le  point  (a,  a')  la  parallèle 
à  Tune  des  traces  du  plan,  la  parallèle 
(fc,  K)   à  la  trace  horizontale,  par  exemple.  On  cherche  la  trace  verti- 
cale (A,  b')  de  cette  droite,  puis  on  mène  :  par  le  point  b'  la  parallèle 
PQ*!  à  «cy  et  par  le  point  p  la  parallèle  pPi  à  aP.  On  obtient  ainsi  en 
PiPO^i   le  plan  cherché. 


{il  III.  —  Intersection  de  deux  plans. 


94.  Premier  cas.  —  Déterminer  V intersection  de  deux  flans  dont 
l'un  est  ferpendiculaire  à  l'un  des  flans  de  frojection. 

Soit  par  exemple  à  trouver  Tintorsection  d'un  plan  quelconque  P  et 
d'un  plan  Q  perpendiculaire  au  plan  horizontal.  Nous  avons  vu  que 
toute  figure  située  dans  le  plan  Q  est  projetée  horizontalement  sur  la 
trace  horizontale  de  ce  plan;  il  en  résulte  que  l'on  connaît  la  projec- 
tion horizontale  de  l'intersection  des  deux 
plans  P  et  Q  (c'est  la  trace  horizontale  du 
plan  Q);  mais  alors  le  problème  est  ramené 
au  suivant,  déjà  résolu  :  Connaissant  la 
projection  horizontale  d'une  droite  du 
plan  P,  trouver  sa  projection  verticale. 
Dans  la  figure  ci-contre  le  premier  plan  est 
déterminé  par  deux  droites  qui  se  cou- 
pent {oa,  o'd)  et  (06,  o'b')'j  le  second  plan 
est  déterminé  par  ses  traces  Pa  et  aQ',  et 
enfin  l'intersection  est  {ab,  a'V).  La  droite  aQ'  n'intervient  pas  dans  les 
constructions  et  on  peut  se  dispenser  de  la  tracer. 
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On  aurait  des  constructions  analogues  si  le  second  plan  était  perpen- 
diculaire au  plan  vertical. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  faire  Tépure  dans  ce  cas  et  dans  le  cas 
où  le  plan  P  est  déterminé  par  ses  traces,  situées  d'ailleurs  d'une  ma- 
nière quelconque  par  rapport  à  la  ligne  de  terre. 

93.  Deuxième  cas.  —  Déterminer  l'interseciion  de  deux  plans  quel- 
conques. 

Pour  déterminer ,  dans  le  cas  général ,  la  droite  d'intersection 
de  deux  plans,  on  remarque  qu'il  suffit  d'en  avoir  deux  points. 
Soient  alors  P  et  Q  les  deux  plans  donnés  ;  imaginons  qu'on  les 
coupe  par  un  plan  quelconque  R  {plan  auxiliaire).  Ce  plan  coupe  le 
plan  P  suivant  une  droite  D  et  le  plan  Q  suivant  une  droite  D,;  les 
deux  droites  D  et  Di  sont  situées  dans  le  même  plan  R  et  se  coupent 
en  un  point  M  qui  est  un  point  de  l'intersection  des  deux  plans  P 
et  Q.  Au  moyen  d'un  second  plan  auxiliaire  on  obtient  un  second 
point  N  et,  en  joignant  ces  deux  points,  on  a  l'intersection  demandée. 

A  la  vérité,  il  semble  qu'au  lieu  de  résoudre  le  problème  on  en  ait 
compliqué  la  solution,  puisque  au  lieu  de  chercher  tout  simplement 
Tintersection  de  deux  plans  on  résout  quatre  fois  le  même  problème;  il 
semble  même  qu'on  n'ait  pas  fait  faire  un  pas  à  la  solution.  Mais  il  n'en 
est  pas  ainsi  et  le  problème  est  effectivement  résolu  de  cette  façon.  En 
effet,  les  plans  auxiliaires joeuo^nt  être  choisis  arbitrairement;  si  donc 
on  les  choisit  perpendiculaires  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  plans  de  pro- 
jection, on  saura,  en  vertu  du  premier  cas,  déterminer  les  droites  ana- 
logues à  D  et  à  Di  et,  par  suite,  résoudre  complètement  le  problème. 

Cela  posé,  supposons  les  deux  plans  déterminés  par  deux  droites 
qui  se  coupent  et  soient  :  (a,  oT)  et  (6,  b^  les  droites  qui  se  cou- 
pent en  (o,  o')  et  qui  déterminent  le  premier  plan  0;  (c,  c')  et 
(d,  d')  celles  qui  se  coupent  en  (oi,  oi)  et  qui  déterminent  le  second 
plan  Oi.  On  peut  prendre  comme  plans  auxiliaires,  soit  des  plans 
horizontaux,  soit  des  plans  de  front  ;  mais  il  est  beaucoup  plus  com- 
mode de  prendre  les  plans  qui  projettent  horizontalement  ou  ver- 
ticalement les  droites  de  l'un  ou  l'autre  plan;  en  effet,  si  l'on  prend, 
par  exemple,  comme  plan  auxiliaire  le  plan  qui  projette  horizonta- 
lement la  droite  (a,  a')  du  premier  plan,  on  connaît  l'intersection 
de  ce  dernier  plan  et  du  plan  auxiliaire  employé  [c'est  la  droite 
(a,  a')  elle-même],  et  le  problème  se  trouve  ainsi  simplifié. 
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Dans  l'exemple  actuel  prenons  d'abord,  comme  plan  auxiliaire, 
le  plan  qui  projette  horizontalement  (c,  <f};  ce  plan  coupe  le  plan 
0|  suivant  la  droite  (c,  <f)  et  le  plan  0  suivant  la  droite  (mn,  m'n'); 
ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  (p,  p')  qui  est  l'un  des  points 
cherehiis. 

Pour  obtenir  un  second  point,  prenons  comme  plan  auxiliaire  le 
plan  qui  projette  verticalement  la  droite  (d,  <£);  il  coupe  les  deux 


plans  Oi  et  0  respectivement  suivant  les  droites  (d,  d!)et{miHi,m',n',); 
ces  deux  droites  se  coupent  au  point  (q,  q'^)  qui  est  le  second  point 
cherché.  La  droite  d'intersection  des  deux  plans  est  donc  (pq,  p'q'). 

%.  Snppreuion  de  la  ligne  de  terre.  —  Dans  cette  épure,  ainsi 
luedans  beaucoup  d'autres,  la  ligne  de  terre  a  été  supprimée  parce 
lu'elie  sert  tout  simplement  à  indiquer  la  direction  des  lignes  de 
•^ppcl.  Mais  il  y  a,  à  cette  suppression  de  la  ligne  de  terre,  un  avan- 
%ïautreque  celui  de  la  simplification  d'un  dessin.  Sien  effet  on  ne 
'™ce  pas  la  ligne  de  terre,  ce  qui  revient  à  la  laisser  indéterminée,  on 
P*iit  supposer  que  l'un  quelconque  des  deux  plans  de  projection  se 
%laee  parallèlement  à  lui-même;  cela  ne  change  pas  la  projection 
a  une  figure  quelconque  sur  ce  plan,  et  cela  ne  cbange  que  la  position 
de  iï  Sgure  par  rapport  aux  plans  de  projection.  On  peut  donc  suppo- 
^r  les  plans  de  projection  placés  de  telle  sorte  qu'un  corps  quelconque 
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soit  tout  entier  dans  le  premier  dièdre.  De  celte  façon,  pour  faire  la 
ponctuation  de  Tépure  de  ce  corps,  on  pourra  faire  totalement  abstrac- 
tion des  plans  de  projection.  Nous  utiliserons  cette  remarque  dans  la 
suite. 

97.  Troisième  cas.  —  Déterminer  Vinteriection  de  deux  plans  dont 
les  traces  sont  quelconques. 

Soient  poLq'  et  p^'  les  deux  plans  don- 
nés. On  pourrait  obtenir  leur  intersec- 
tion par  le  procédé  général  indiqué  dans 
le  deuxième  cas  ;  mais  il  vaut  mieux  re- 
marquer :  1»  Que  leurs  traces  horizontales 
sont  toutes  deux  situées  dans  le  plan  hori- 
zontal et  se  coupent  en  un  point  (p,  p^  ; 
2o  Que  leurs  traces  verticales  sont  toutes 
deux  situées  dans  le  plan  vertical  et  se  cou- 
pent en  un  point  (qyq^.  L'intersection  des 
deux  plans  est  donc  la  droite  (py,  pV);  on  voit  qu'elle  est  déterminée 
par  ses  traces.  Toutefois  la  méthode  n'est  pas  applicable  lorsque  les  deux 
traces  de  même  nom  ne  se  rencontrent  pas  dans  les  limites  du  dessin. 

98.  Quatrième  cas.  —   Déterminer   l'intersection  de    deux    plans 

dont  les  traces  de  même  nom  ne  se  ren- 
contrent pas  dans  les  limites  du  dessin. 

La  méthode  consiste  alors  à  couper 
par  deux  plans  auxiliaires  horizontaux 
ou  de  front.  Soit  par  exemple  à  détermi- 
ner l'intersection  des  deux  plans  PaQ'  et 
R^S^  En  coupant  par  un  premier  plan 
horizontal  auxiliaire  a'6',  on.  obtient 
une  horizontale  dans  chacun  des  deux 
plans  et  un  point  (m,  m')  de  l'intersec- 
tion ;  en  coupant  par  un  second  plan 
horizontal  auxiliaire  c'd'^  on  obtient 
une  nouvelle  horizontale  de  chaque  plan  et  un  second  point  {p^p^ 
de  l'intersection.  Les  projections  de  l'intersection  sont  donc  mp  et  m'p'. 

99.  Cinquième  cas.  —  Déterminer  r intersection  de  deux  plans  dont 
les  traces  rencontrent  la  ligne  de  terre  au  même  point. 
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Soient  Pa(y  et  RaS'  les  deux  plans  donnés.  On  connaît  un  premier 
point  de  Tintersection,  qui  est  le  point  de  rencontre  des  deux  traces, 

et  il  suffit  d'en  déterminer  un  second. 
Pour  cela,  on  coupe  les  deux  plans  par 
un  plan  auxiliaire  quelconque,  par 
exemple  par  un  plan  horizontal  a!b'\  on 
obtient  ainsi  une  horizontale  (awi,  a'm!) 
du  premier  plan  et  une  horizontale 
(bm^ym!)  du  second.  Ces  deux  droites  se 
coupent  en  un  point  {m^m')^  et  les  pro- 
jections de  l'intersection  sont  «m  et  a'm'. 

iOO.  Sixième  cas.  —  Déterminer  V intersection  de  deux  plans  dont 
detuc  traces  de  même  nom  sont  parallèles. 

Soit  à  déterminer  l'intersection  des  deux  plans  PaQ'  et  RpS'  dont  les 

traces  horizontales  sont  parallèles.  On 
remarque  que  l'intersection  est  horizon- 
tale; car,  si  par  un  point  de  l'intersection 
on  mène  la  parallèle  aux  traces  hori- 
zontales, elle  est  contenue  dans  chacun 
des  deux  plans  et  constitue  par  suite 
l'intersection  des  deux  plans.  D'après 
cela  il  suffit  d'avoir  un  point  de  l'inter- 
section pour  qu'elle  soit  déterminée;  or,  les  traces  verticales  se  coupent 
en  un  point  (a,  a');  donc  l'intersection  est  la  droite  (a*,  a!b^). 

101.  Septième  cas.  —  Déte)*miner  l'intersection  de  deux  plans  dont 
les  traces  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

L'intersection  est  évidemment  parallèle 
à  la  ligne  de  terre;  il  suffit  donc  d'en  avoir 
un  point,  et  on  obtient  ce  point  à  l'aide 
d'un  plan  auxiliaire  quelconque,  par  exem- 
ple vertical.  Dans  la  figure  ci-contre  les 
traces  du  premier  plan  sont  h  et  v',  celles 
du  second  Ai  et  t/i,  et  enfin  les  traces  du 
plan  auxiliaire  sont  Pa  et  aQ'.  L'intersec- 
tion est  (ma^  m'a'). 

102.  Problème  VI.  —  Déterminer  le  point  commun  à  trois  plans. 
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Soient  P,  Q,  R  les  trois  plans.  Pour  déterminer  leur  point  commun 
on  détermine  d'abord  l'intersection  de  deux  de  ces  plans,  P  et  Q  par 
exemple,  puis  Tintersection  du  plan  P  et  du  plan  R  ou  du  plan  Q  et 
du  plan  R.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  qui  est  le  point 
demandé.  Le  problème  se  ramène  donc  au  problème  V.  Si  l'on  déter- 
minait les  droites  d'intersection  des  trois  plans  deux  à  deux,  on  aurait 
les  arêtes  du  trièdre  formé  par  ces  trois  plans. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  III 


i .  Prouver  qa*nn  plan  est  déterminé  quand  on  connaît  une  de  ses  lignes 
de  plus  grande  pente,  soit  par  rapport  au  plan  horizontal,  soit  par  rapport 
au  plan  vertical,  et  construire  les  traces  d'un  plan  connaissant  Tune  de  ses 
lignes  de  plus  grande  pente. 

2.  On  donne  une  ligne  de  plus  grande  pente  et  la  projection  horizontale 
d'un  point  d'un  plan  ;  construire  la  projection  verticale  de  ce  point. 

3.  Question  analogue  en  supposant  connue  la  projection  verticale  du 
point. 

• 

4.  Un  plan  est  défini  par  deux  droites  OÂ,  OB  qui  se  coupent  au  point  0. 
On  connaît  Tune  des  projections  d'une  droite  du  plan  passant  par  le 
point  0,  trouver  l'autre  projection. 

5.  Un  plan  est  défini  par  la  ligne  de  terre  et  un  point.  On  connaît  Tune 
des  projections  d*un  point  de  ce  plan,  trouver  l'autre  projection  du  même 
point. 

6.  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  polygone  plan  et  les  projec- 
tions verticales  de  trois  des  sommets  de  ce  polygone  ;  trouver  sa  projection 
verticale. 

7.  Déterminer  l'ombre  au  soleil  portée  sur  les  plans  de  projection  par 
un  quadrilatère  opaque  donné.  On  connaît  la  direction  des  rayons  lumi- 
neux et  le  sens  de  propagation  de  la  lumière. 

8.  Mener  par  une  droite  un  plan  parallèle  à  une  antre  droite. 
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9.  Même  question  en  supposant  que  la  seconde  droite  soit  la  ligne  de 
terre. 

10.  Mener  par  un  point  un  plan  parallèle  à  deux  droites. 

il .  Construire  l'intersection  de  deux  plans  tels  que  Jes  traces  de  chacun 
d'eux  soient  confondues.  —  Position  de  l'intersection  par  rapport  aux  plans 
de  projection. 

12.  Construire  Tintersection  de  deux  plans  tels  que  les  traces  de  Tun 
coïncident  avec  les  traces  de  nom  contraire  de  l'autre.  —  Position  de  Tin- 
tersection  par  rapport  aux  plans  de  projection. 

13.  Construire  l'intersection  deux  plans  connaissant  la  trace  horizontale 
et  un  point  donné  de  chacun  d'eux. 

14.  Même  question  en  remplaçant  les  traces  horizontales  par  les  traces 
verticales. 

15.  Construire  l'intersection  de  deux  plans  définis  chacun  par  une  ligne 
de  plus  grande  pente,  soit  par  rapport  au  plan  horizontal,  soit  par  rapport 
au  plan  vertical. 

16.  Construire  l'intersection  de  deux  plans  dont  l'un  est  défini  par  une 
ligne  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  horizontal*  et  l'autre  par 
une  ligne  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  vertical. 

17.  Construire  l'intersection  de  deux  plans  définis,  le  premier  par  une 
horizontale  et  un  point,  le  deuxième  par  une  frontale  et  un  point. 

18.  Construire  l'intersection  de  deux  plans  dont  Tun  passe  par  la  ligne 
de  terre  et  un  point,  et  dont  l'autre  est  le  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
mené  par  une  droite  donnée. 


CHAPITRE    IV 


LA  DROITE  ET  LE  PLAN  COMBINÉS 


§  I.  —  Intersection  d'une  droite  et  (fun  plan. 

i03.    Indication  de  la  méthode.  —   Soient   P   le  plan  et   D   la 
droite.  On  coupe  par  un  plan  auxiliaire  contenant  D  ;  ce  plan  et  le 

plan  P  se  coupent  suivant  une  droite  a, 
dont  le  point  de  rencontre  avec  D  est  le  point 
cherché. 

On  prend  généralement  comme  plan  auxi- 
liaire l'un  des  plans  projetant  la  droite,  mais 
cela  n'est  pas  indispensable. 
Nous  allons  traiter  quelques  exemples. 

104.  Exemple  I.  —  Le  plan  est  déter- 
miné par  deux  droites  qui  se  coupent  (oa^  dal) 
et    (oh,  o'b'). 

Soient  d  et  d'  les  projections  de  la  droite  ; 
en  prenant  comme  plan  auxiliaire  le  plan  de  bout  mené  par  (rf,  d'), 

on  obtient  la  droite  (aô,  a'b')  qui  coupe  {d,  d') 
au  point  cherché  (m,  m'), 

105.  Exemple  II.  —  Le  plan  est  déterminé 
par  ses  traces  Pa  et  olQ'. 

Soient  d  et  d'  les  projections  de  la  droite  ; 
en  prenant  comme  plan  auxiliaire  le  plan 
vertical  mené  par  (d,  d%  on  obtient  la  droite 
(aé,  a^b')  qui  coupe  la  droite  (d,  d^  au  point 
cherché  (m,  m'). 

106.  Cas  particuliers.  —  1»  Le  plan  est  vertical  ou  de  bout. 
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Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  plan  soit  vertical  et  soit  re- 
présenté par  ses  traces  Pa  et  «(y.  Soit  d'ailleurs  (d,  d!)  la  droite. 

On  pourrait  évidemment  obtenir  le  point 
de  rencontre  de  cette  droite  avec  le  plan  en 
employant  la  méthode  générale  indiquée 
au  no  102  ;  mais  il  est  plus  commode  de 
remarquer   ici   que  le  point   cherché   se 
trouvant  dans  le  plan,  sa  projection  hori- 
zontale est  sur  aP  ;  comme  elle  est  d'autre 
part  sur  rf,  elle  est  à  l'intersection  m  de 
ces  deux  droites.  On  en  déduit  la  projection 
verticale  rn!    par  une  ligne  de  rappel. 
Au  reste,  la  méthode  générale,  quand  on  emploie  comme  plan 
auxiliaire  le  plan  qui  projette  horizontalement  la  droite,  conduit  abso- 
lument à  la  même  solution. 

2<>  La  droite  est  perpendiculaire  à  Cun  des  plans  de  projection. 

Si  la  droite  est  verticale,  on  prend  comme 
plan  auxiliaire  le  plan  de  front  mené  par  la 
droite  ;  si  la  droite  est  de  bout,  on  prend 
comme  plan  auxiliaire  le  plan  horizontal  mené 
par  la  droite.  Dans  la  ligure  ci-contre,  la 
droite  est  verticale  et  le  plan  est  déterminé 
par  ses  traces  ;  le  point  de  rencontre  est  le 
point  (a,  a'j. 
Remarquons  au   surplus  que  nous  avons 

déjà  résolu  ce  problème  quand  nous  avons  déterminé  un  point  d'un 

plan  connaissant  l'une  des  projections  de  ce  point. 

107-  Remarque.  —  Le  probjème  que  nous  venons  de  résoudre 
{Intersection  d'un  plan  et  d'une  droite  verticale  ou  de  bout)  permet  de 
déterminer  la  position  d'un  point  par  rapport  à  un  plan.  Il  suffit, 
pour  cela,  de  construire  l'intersection  du  plan  et  de  la  verticale  ou  de 
la  ligtie  de  bout  menée  par  le  point.  En  comparant  la  cote  ou  l'éloi- 
gennaent  du  point  donné  à  la  cote  ou  à  l'éloignement  du  point  obtenu, 
on  pourra  reconnaître  la  position  du  point  par  rapport  au  plan. 

Nous  allons  en  donner  des  applications. 


108.  Application  I.  —  Un  plan  opaque   défini  par  deux    droites 
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(a,  a')  et  (6,  b'},  qui  se  coupent  en  un  point  (o,  0%  est  traversé  par 
une  droite  indéfinie  (d,  d').  Établir  la  ponctuation  du  système ,  en  sup- 
posant les  plans  de  projection  transparents. 

Puisque  les  plans  de  projection  sont  supposés  transparents,  il  n'y  a 
lieu  de  s'occuper  que  de  la  ponctuation  des  projections  de  la  droite, 

en  ayant  égard  seulement  au  plan 
donné.  D'ailleurs,  en  projection  ver- 
ticale comme  en  projection  horizon- 
tale, les  parties  vues  de  la  droite  se- 
ront séparées  des  parties  cachées  par 
le  point  de  rencontre  de  la  droite  et 
du  plan.  On  commence  donc  par 
construire  les  projections  m  et  m' 
de  ce  point.  Puis,  pour  ponctuer  la 
projection  horizontale  de  la  droite, 
on  considère  un  point  quelconque, 
5,  de  cette  projection  et  on  cherche 
le  point  de  rencontre  du  plan  avec  la  verticale  du  point  s.  En  se  ser- 
vant, pour  cela,  du  plan  vertical  mené  par  d,  on  obtient  le  point 
(*,  5')  dont  la  cote  est  inférieure  à  celle  du  point  («,  s'^  de  la  droite  ; 
donc  le  point  (5,  s'^  est  vu  en  projection  horizontale,  et  toute  la  por- 
tion ms  doit  être  tracée  en  trait  plein  ;  le  reste  de  la  droite  d  doit 
être  tracé  en  points  ronds. 

Pour  ponctuer,  de  même,  la  projection  verticale,  on  prend  un  point 
(|uelconque,  q',  sur  d'  et  l'on  cherche  le  point  de  rencontre  (y,  9O 
du  plan  avec  la  ligne  de  bout  du  point  q'.  On  peut  se  servir,  pour  cela, 
du  plan  qui  projette  verticalement  (d,  d%  et  l'on  voit  que  l'éloigne- 
ment  du  point  (7,  q')  est  supérieur  à  celui  du  point  (^i,  q')  de  la 
droite  ;  donc  la  portion  m'q'  de  d!  est  cachée  et  le  reste  est  vu. 

109.  Application  II.  —  Chacune  des  faces  opaques  d'un  angle  dièdre 
est  définie  par  deux  droites  qui  se  coupent.  Ponctuer  le  système. 

Soient  (oa,  o'a')  et  (ob,  o'b')  les  deux  droites  qui  déterminent  la 
première  face,  (wa,  wV)  et  (w?,  M)  les  deux  droites  qui  détermi- 
nent la  seconde.  Sur  chacune  des  deux  faces  les  parties  vues  seront 
séparées  des  parties  cachées  par  l'arête  du  dièdre,  c'est-à-dire  par  l'in- 
tersection des  plans  des  faces.  Cette  intersection  a  été  obtenue,  dans  la 
figure  ci-après,  à  l'aide  du  plan  de  bout  mené  par  w'P'  et  du  plan 
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Tertical  mené  par  «ua.  Le  premier  de  ces  deux  plans  fournit  le  point 
(p5  PO  de  l'intersection,  et  le  second  fournit  le  point  (a,  a').  Ces  deux 
points  sont  les  points  d'intersection  des  droites  qui  déterminent  l'une 
des  faces  avec  le  plan  de  l'autre  face.  Les  droites  qui  déterminent 
celle-ci  coupent  l'intersection  (a^,  a'p')  aux  points  (a,  a')  et  (6,  b^. 
Gela  posé,  pour  faire  la  ponctuation  en  projection  horizontale,  con- 


sidérons le  point  c,  intersection  de  ob  et  de  wa.  La  verticale  de  ce 
point  rencontre  l'un  des  plans  en  (c,  (/),  et  l'autre  plan  en  (c,  cj).  Le 
point  (c,  <f)  cachant  le  point  (c,  c/),  les  portions  de  droites  qui  abou- 
tissent au  point  c,  en  projection  horizontale,  seront  vues  si  elles 
appartiennent  au  même  plan  que  (c,  c%  et  seront  cachées  si  elles 
appartiennent  au  même  plan  que  (c,  cî). 
D'après  cela  : 

ob  est  vue  à  gauche  de  6,  cachée  à  droile  ; 

oa  est  vue  à  droite  de  a,  cachée  à  gauche  ; 

ci>p  est  vue  à  gauche  de  p,  cachée  à  droite  ; 

coa  est  vue  à  droite  de  «,  cachée  à  gauche. 
On  raisonne  d'une  manière  analogue  pour  faire  la  ponctuation  de 

ANTOMARI.  —  6É0M.  DBSCR.  5 
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la  projection  verticale,  en  se  servant  de  la  ligne  de  bout  menée  par  le 
point  d, 

§  II.  —  Problèmes  sur  la  droite  et  le  plan  combinés. 

110.  Pi*oblème  I.  —  Reconnaître,  sur  une  épure,  si  une  droite  don- 
née est  dans  un  plan  donné. 

Supposons  le  plan  déterminé  par  deux  droites  qui  se  coupent  ou 
sont  parallèles.  Pour  que  la  droite  soit  située  dans  le  plan,  il  faut  et  il 
suffit  évidemment  qu'elle  rencontre  les  deux  droites  qui  déterminent 
le  plan  ;  ceci  donne  la  solution  du  problème. 

111.  Problème  II.  —  Mener  par  un  point  une  droite  parallèle  à 
un  plan  donné  et  s  appuyant  sur  une  droite  donnée. 

Soient  A  le  point,  P  le  plan  et  D  la  droite.  Par  le  point  A  on 
mène  le  plan  Q  parallèle  au  plan  P,  on  détermine  l'intersection  du 

plan  Q  et  de  la  droite  D  et  Ton  joint 
ce  point  au  point  A  :  la  ligne  de 
jonction  est  la  droite  demandée. 
Cela  posé  : 

1°  Le  plan  donné  est  quelconque, 
—  Soit  PaQ'  ce  plan,  que  nous  suppo- 
serons déterminé  par  ses  traces,  et 
soient  (rf,  d)  et  (a,  a')  la  droite  et  le 
point  donnés.  Le  plan    mené    par 
(a,  d)    parallèlement  au  plan  PaQ' 
est  déterminé  par  une  horizontale 
{ah, a' h')  et  par  une  frontale  {af,a'f). 
Pour  avoir  l'intersection  de  ce  plan  et  de  la  droite  (d,  d%  nous  pre- 
nons comme  plan  auxiliaire  le  plan  de  bout 
mené    par    (d,  rf%    ce   qui   donne    la    droite 
{hf^  h'f)  rencontrant  (d,  rf)  au  point  {b,  b').  Les 
projections  de  la  droite  cherchée  sont  ab  et  a'b', 
2^  Le  plan   donné  est  parallèle  à  Vun  des 
j)lans  de  projection,  —  La  solution  est  alors  im- 
médiate;  car  si  (d,  d")  et  (a,  a!)  désignent  la 
droite  et  le  point  donnés,  et  si  le  plan  est  par 
exemple  horizontal,  la  droite  cherchée  est  (o6,  a'b"). 
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112.  Problème  III.  — Mener  par  un  point  une  droite  s" appuyant  sur 
deux  droites  données. 

Soient  A  le  point,  D  la  première  droite  et  Di  la  deuxième.  Le 
point  A  et  la  droite  D  déterminent  un  plan  P  ;  soit  B  le  point  d'in- 
tersection de  ce  plan  et  de  la  droite  Di  ;  la 
droite  AB  est  la  droite  cherchée  ;  en  effet  elle 
passe  par  le  point  A,  elle  rencontre  Di  au 
point  B  et  enfin  elle  rencontre  la  droite  D 
puisqu'elle  est,  comme  D,  située  dans  le 
plan  P. 

Dans  répure  ci-contre  le  point  A,  la  droite 
D  et  la  droite  Di  sont  représentés  respective- 
ment en  (a,  a%  (rf,  d')  et  (rf,,  d[).  Le  plan  P 
est  déterminé  par  la  droite  (d,  d')  et  par  la 
parallèle  {ac,  a-d)  menée  par  (a,  a')  à  la 
droite  (d,  d!).  Le  plan  auxiliaire  à  Taide  duquel  on  détermine  Tinter- 
section  du  plan  P  et  de  la  droite  (rfi,  dj)  est  le  plan  vertical  qui  pro- 
jette horizontalement  cette  droite  ;  il  coupe  le  plan  P  suivant  la  droite 
^J^ÇîPV)»  ^ont  l'intersection  avec  (rf|,  d[)  donne  le  point  (^,  b'),  La 
droite  cherchée  est  («6,  a'6'),  et  Ton  voit,  comme  vérification,  que 
celte  droite  rencontre  (d,  d')  au  point  (m,  m'). 

113.  Problème  IV.  —  Mener  une  droite  de  direction  donnée  et  s'ap- 
pv]iant  sur  deux  droites  données. 

^ient  A  la  direction  donnée,  D  et  Dj  les  deux  droites  données. 

La  droite  D  et  la  direction  A  déterminent  un 
plan  P  :  autrement  dit,  soit  P  le  plan  passant 
par  D  et  parallèle  à  A.  Ce  plan  P  et  la  droite 
^_  Di  se  coupent  en  un  point  B  et,  pour  avoir 
la  droite  demandée,  il  suffit  de  mener  par  le 
point  B  la  parallèle  à  la  direction  donnée  A. 
Dans  répure  ci-contre  les  droites  données 
D  et  Di  sont  représentées  respectivement  en 
(rf,  rf)  et  en  (di,  rf').  La  direction  donnée.  A, 
pouvant  être  menée  par  un  point  quelconque 
de  Tespace,  a  été  menée  parie  point  (a,  a!) 
pris   sur   (d,  d^  et   elle  est  représentée  en 
(^>  o^a!)  ;  de  cette  façon  le  plan  P  est  déterminé  par  les  deux  droites 
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(rf,  à!)  et  (aa,  a'a').  Le  plan  auxiliaire  à  Taide  duquel  on  détermine 
Tintersection  du  plan  P  et  de  la  droite  (rfi,  rf/)  est  le  plan  qui  projette 
horizontalement  celle-ci  ;  il  coupe  le  plan  P  suivant  la  droite 
(ac,  aV),  qui  donne  le  point  (4,  b')  par  son  intersection  avec  (rfi,d',). 
La  droite  cherchée  est  la  parallèle  (ôm,  b'm!)  menée  par  le  point 
(6,  b')  à  la  droite  («a,  d'à!).  On  voit,  comme  vérification,  que  les  deux 
droites  (ôm,  b'm')  et  (rf,  dl)  se  coupent  au  point  (m,  m'). 

§  IIL  —  Droites  et  plans  perpendiculaires. 

114.  Théorème  I.  —  Si  un  angle  droit  a  un  côté  parallèle  à  un 
plan  P,  sa  projection  orthogonale  sur  le  plan  P  est  un  angle  droit. 

Soit  AMB  un  angle  droit  ayant  un  côté  MA 
parallèle  au  plan  P,  et  soit  arnb  la  projection 
de  cet  angle  droit  sur  le  plan  P.  Si  Ton  mène 
la  projetante  Mw  du  point  M,  cette  droite  est 
perpendiculaire  à  ma;  or  la  droite  ma  est 
parallèle  à  MA,  donc  Mw  est  aussi  perpendi- 
culaire à  MA.  D'autre  part  MA  est  aussi  per- 
pendiculaire à  MB,  puisque  Tangle  AMB  est 
droit  ;  il  en  résulte  qu'elle  est  perpendiculaire 
au  plan  BMm,  c'est-à-dire  au  plan  qui  projette  MB  sur  le  plan  P  et  qui 
contient,  bien  entendu,  mb  ;  mais  alors  ma,  qui  est  parallèle  à  MA, 
est  aussi  perpendiculaire  au  plan  BMm  ;  donc  elle  est  perpendiculaire 
à  la  droite  mb  qui  est  dans  ce  plan  ;  donc  enfin  l'angle  amb,  projection 
de  AMB,  est  un  angle  droit. 

115.  Théorème  II  (Réciproque  du  théorème  I).  —  Si  la  projec- 
tion d'un  angle  droit  AMB  sur  un  plan  P  est  un  angle  droit,  Pun  des 
côtés  de  Vangle  AMB  est  parallèle  au  plan  P. 

Soit  un  angle  droit  AMB  (fig.  précédente)  dont  la  projection  amO 
sur  le  plan  P  est  un  angle  droit.  Supposons  que  MB  ne  soit  pas  paral- 
lèle au  plan  P;  nous  allons  prouver  que  MA  est  parallèle  à  ce  plan. 
Pour  cela,  nous  remarquons  que  MA  peut  être  considérée  comme  l'in- 
tersection :  1«  du  plan  mené  par  M  perpendiculairement  à  MB, 
puisque  ÏMB  =  1  droit;  2»  du  plan  AMma  qui  projette  MA  sur  le 
plan  P.  Ces  deux  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  BMmé  qui  pro- 
jette MB  sur  le  plan  P  :  c'est  évident  pour  le  premier  ;  c'est  vrai  égale- 
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ment  pour  le  second,  car  les  deux  plans  ÂMma  et  BMmé  forment  un 
dièdre  dont  le  rectiligne  est  amb,  c'est-à-dire  est  droit.  Il  suit  de  là 
cjue  la  droite  AM  est  elle-même  perpendiculaire  au  plan  BMmi  et  par 
suite  à  Mm  ;  mais  alors  les  deux  droites  MA  et  may  situées  toutes  deux 
dans  le  plan  AMma,  sont  perpendiculaires  à  la  même  droite  Mm  et 
sont  parallèles;  il  en  résulte  bien  que  AM  est  parallèle  au  plan  P. 

116.  Théorème  III.  —  Lorsqu'un  angle  AMB  (même  figure)  a  un 
côté  AM  parallèle  à  un  plan  P  et  se  projette  sur  ce  plan  suivant  un 
angle  droite  il  est  lui-même  droit. 

EIn  effet,  si  la  projection  amb  de  Tangle  AMB  est  un  angle  droit,  ma 
est  perpendiculaire  à  la  fois  sur  la  projetante  Mm  du  point  M  et  sur 
mb  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  BMmi.  Mais  MA  étant  paral- 
lèle à  ma,  la  droite  MA  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  BULmb;  il 
résulte  bien  de  là  que  Tangle  AMB  est  droit. 

117.  Remarque.  —  Ces  trois  théorèmes  donnent  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  que  la  projection  d'un  angle  droit  sur  un 
plan  soit  un  angle  droit. 

118-  Théorème  IV.  —  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à 
un  plan^  il  faut  et  il  suffit  que  ses  projections  soient  perpendiculaires 
aux  traces  de  même  nom  du  plan, 

lo  La  condition  est  nécessaire.  —  Soit,  en  effet,  (d,  d^  une  droite 

perpendiculaire  au  plan  PaQ'  et  rencon- 
trant ce  plan  en  un  point  (m,  m').  Considé- 
rons l'horizontale  (A,  h')  du  plan  menée 
par  le  point  (m,  m')  :  elle  forme  avec  (d,  d) 
un  angle  droit  dont  un  côté  est  parallèle 
'^^i^  j/\^  l  \  y^ —  au  plan  horizontal,  et,  d'après  ce  qui  pré- 
'      ^^'  cède,  la  projection  horizontale  de  cet  angle 

droit  est  un  angle  droit.  11  en  résulte  que  d 
est  perpendiculaire  sur  h  et  par  suite  sur 
aP.  En  considérant  la  frontale  (/",  f)  qui 
passe  par  le  point  (m,  m'),  on  verrait  de  même  que  d'  est  perpendicu- 
laire sur  /*'  et  par  suite  sur  «(y. 
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2o  La  condition  est  suffisante,  —  Soit,  en  effet,  (d,  d')  une  droite 
dont  les  projections  sont  perpendiculaires  aux  traces  de  même  nom 
du  plan  PaQ',  et  qui  rencontre  ce  plan  en  un  point  (m,  m').  Traçons 
rhorizontale  (A,  A')  et  la  frontale  (/,  /"')  situées  dans  le  plan  PaQ'  et 
passant  par  le  point  (m,  m').  La  droite  (d,  d'j  et  l'horizontale  (A,  A') 
forment  un  angle  dont  un  côté  (A,  A')  est  parallèle  au  plan  horizontal  ; 
de  plus,  par  hypothèse,  la  projection  horizontale  de  cet  angle  est  un 
angle  droit,  puisque  d  étant  perpendiculaire  à  aP  est  aussi  perpendi- 
culaire à  A  ;  il  en  résulte  (th.  III)  que  l'angle  lui-même  est  droit,  c'est- 
à-dire  que  (rf,  d')  est  perpendiculaire  à  (A,  A').  On  verrait  de  même  que 
(d,  é)  est  perpendiculaire  à  (/*,  /^)  ;  mais  alors  (d,  d')  est  perpendicu- 
laire à  deux  droites  du  plan  PaQ'  et,  par  suite,  elle  est  perpendiculaire 
au  plan. 

119.  Problème  I.  —  Mener  par  un  poiiit  une  droite  perpendiculaire 
à  un  plan. 

La  solution  de  ce  problème  est  une  conséquence  du  théorème  IV  : 
il  suffit  de  mener  par  les  projections  du  point  les  perpendiculaires  aux 
traces  de  même  nom  du  plan.  On  obtient  ainsi  les  projections  de 
même  nom  de  la  perpendiculaire. 

Il  importe  de  remarquer  qu'il  est  inutile  d'avoir  les  traces  mêmes 
du  plan  pour  résoudre  ce  problème  :  il  suffit  d'en  avoir  les  directions 
et,  par  suite,  il  suffit  d'avoir  une  horizontale  et  une  frontale  de  ce 
plan. 

120.  Problème  II.  —  Mener  par  un  point  un  ]dan  perpendiculaire 

à  une  droite  donnée. 

^  La  solution  de  ce  problème  est  aussi  une 

/"'X^  /  conséquence  du  théorème  IV.  Soient  en  effet 

y^N  tf  '    //        (^?  ^')  ®^  (^»  ^')  ^6  point  et  la  droite  donnés. 

's^  Menons  par  le  point  (a,  a')  l'horizontale  (A,  h') 

et  la  frontale  (/",  f)  telles  que  A  soit  perpendi- 

/^  culaire  k  d  ei  f  perpendiculaire  à  d';  ces 

"/      ^^N"^-^  deux  droites  déterminent  un  plan  dont   la 

/>v  trace  horizontale  est  perpendiculaire  à  d  et 

/        d^  dont  la  trace  verticale  est  perpendiculaire  à 

d'.  De  plus  ce  plan  passe  par  le  point  (a,  a')  ; 
il  est  donc  le  plan  cherché. 
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121.  I»roblème  III.  —  Mener  par  un  point  (a,  a!)  une  droite  per- 
pendiculaire à  une  droite  donnée  (d,  d), 

La  solution  du  problème  est  la  suivante  : 
Par  le  point  donné  A  on  mène  le  plan  P 
perpendiculaire  à  la  droite  D  et  l'on  déter- 
mine l'intersection,  B,  de  la  droite  et  du 
plan  ;  la  perpendiculaire  demandée  est  la 
ligne  de  jonction  des  deux  points  A  et  B. 
Dans  la  figure  ci-contre,  le  plan  P  est 
déterminé  par  une  horizontale  (A,  h')  et 
par  une  frontale  (/,  f).  Le  plan  auxiliaire 
à  Taide  duquel  on  détermine  Tintersection 
de  la  droite  (d^  d^  et  du  plan  P  est  le  plan 
vertical  mené  par  (rf,  d)  ;  il  coupe  le  plan 
P  suivant  la  droite  (pq,  f'q^)^  dont  Tinter- 
section  avec  (d,  d')  donne  le  point  (é,  V),  Les  projections  de  la  perpen- 
diculaire cherchée  sont  ab  et  a'V. 
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i .  Constniire  rinterseclion  d'une  droite  et  d*un  plan  dont  les  traces  sont 
parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

2.  Construire  Tintersection  d'une  droite  D  et  du  plan  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  mené  par  une  autre  droite  A. 

3.  Intersection  d*ane  droite  et  d*un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et 
par  un  point  donné. 

4.  Intersection  d*une  droite  située  dans  le  deuxième  plan  bissecteur  et 
d'un  plan  dont  les  traces  sont  confondues 

5.  Ponctuer  le  système  défini  par  un  plan  donné  par  ses  traces,  par 
une  droite  et  par  les  plans  de  projection,  le  plan  donné  et  les  plans  de  pro- 
jection étant  supposés  opaques. 


€.  Un  triangle  dont  on  donne  les  projections  des  sommets  est  éclairé  au 
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soleil.  On  connaît  la  direction  des  rayons  lumineux,  ainsi  que  le  sens  de 
propagation  de  la  lumière,  et  Ton  demande  quelle  est  la  face  du  triangle 
qui  est  éclairée. 

7.  On  donne  quatre  points  Â,  B,  G,  £,  non  situés  dans  le  même  plan. 
Les  points  A,  C,  £  sont  dans  le  dièdre  (1),  et  le  point  B  est  dans  le  dièdre 
(2).  On  construit  deux  parallélogrammes,  Tun  sur  ÂB  et  BG,  Tautre  sur 
AB  et  BË,  et  l'on  demande  de  représenter  le  système  formé  par  ces  deux 
parallélogrammes  et  les  plans  de  projection  supposés  opaques,  ainsi  que 
les  plans  des  parallélogrammes. 

8.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  rencontrant  la  ligne  de  terre 
et  une  autre  droite  donnée  quelconque. 

9.  Même  question  en  remplaçant  la  droite  quelconque  ou  par  une  hori- 
zontale, ou  par  une  frontale,  ou  par  une  droite  de  proAl. 

10.  Résoudre  les  mêmes  problèmes  en  supposant  que  le  point  donné 
soit  à  l'infini  dans  une  direction  donnée. 

il.  Mener  une  droite  passant  par  un  point  donné  et  s*appuyant  sur  deux 
droites  de  proûl. 

12.  Mener  une  droite  parallèle  à  une  direction  donnée  et  s'appuyant  sur 
deux  droites  de  profil. 

13.  Mener  par  un  point  donné  la  perpendiculaire  à  un  plan  vertical  ou  de 
bout. 

14.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  donné. 

15.  Mener  par  un  point  donné  la  perpendiculaire  à  un  plan  parallèle  à 
la  ligne  de  terre,  en  considérant  cette  perpendiculaire  comme  Tintersection 
de  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  donné . 

16.  Même  question  en  supposant  que  le  plan  donné  passe  par  la  ligne  de 
terre. 

17.  Mener  par  un  point  la  perpendiculaire  à  un  plan  de  profil. 

18.  Par  un  poiht  donné,  mener  le  plan  perpendiculaire  à  une  horizon- 
tale ou  à  une  frontale. 
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19 .  Par    une  droite  donnée,  mener  le  plan  perpendiculaire  à  un  plan 
donné»  et  déterminer  Tintersection  des  deux  plans. 

20.  Même  question  en  supposant  le  plan  donné  perpendiculaire  à  Tun 
des  pl&ns  de  prqjection. 

21.  Même  question  en  supposant  que  les  traces  du  plan  donné  soient  en 
ligne  droite. 


CHAPITRE    V 


LES  MÉTHODES  DE  LA  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


§  I.  —  Changement  de  l'un  des  plfms  de  projection, 

122.  Ob|et  de  la  méthode.  —  Le  degi'é  de  simplicité  de  la  solu- 
tion d'un  problème  de  Géométrie  descriptive  dépend  souvent  de 
la  position  des  données  par  rapport  aux  plans  de  projection.  La 
méthode  des  changements  de  plans  de  projection  fournit  le  moyen 
d'amener  les  plans  de  projection  à  occuper,  par  rapport  à  une  figure 
donnée,  la  position  qui  se  prête  le  mieux  à  la  résolution  des  problèmes 
concernant  celte  figure. 

Nous  allons  donc  nous  proposer  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  données  les  projections  d'une  figure  sur  deux  plans  rectangu- 
laires^ construire  ses  jrojections  sur  deux  nouveaux  plans  rectangu- 
laires^ définis  de  position  par  rapport  aux  anciens. 

Nous  nous  bornerons,  toutefois,  à  examiner  le  cas  ou,  parmi  les 
nouveaux  plans,  se  trouve  Tun  des  deux  plans  de  projection  donnés. 
On  aura  alors  à  résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 

1®  On  prend  un  nouveau  plan  vertical  et  Von  propose  de  trouver  les 
nouvelles  projections  de  la  figure  :  On  dit  alors  qu'on  change  de  plan 
vertical, 

2<>  On  prend  comme  plan  horizontal  un  plan  de  bout  quelconque  et 
l'on  propose  de  trouver  les  nouvelles  projections  de  la  figure  :  On  dit 
alors  qu'on  change  de  plan  horizontal. 

Il  suffit  évidemment  de  résoudre  ces  divers  problèmes  pour  un 
point  ;  nous  les  résoudrons  néanmoins  aussi  pour  une  droite  et  pour 
un  plan.  Les  remarques  suivantes  en  facilitent  la  résolution. 

123.  Remarques  préliminaires.  —  l^  Si  l'on  change  de  plan  verti- 
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cal,   la  projection   horizontale  et  la  cote  de  tout  point  de  la  figure 
restent  invariables. 

2^  Si  Ton  change  de  plan  horizontal,  la  projection  verticale  et  l'éloi- 
gnenient  de  tout  point  de  la  figure  demeurent  invariables. 

124.  Problème  I.  —  Connaissant  les  projections  d'un  points  con- 
struire ses  nouvelles  projections  quand  on  change  de  plan  vertical. 

Soit  (a,  à)  le  point  dans  le  système  de  projection  défini  par  la  ligne 
de  terre  xy.  Supposons  que  Ton  conserve  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection et  que  Ion  prenne  comme  nouveau  plan  vertical  de  projection 
un  plan  vertical  quelconque  ;  la  trace  horizontale  arij/i  de  ce  plan  sera 
la  nouvelle  ligne  de  terre,  et  Tordre  des  lettres  x^  et  yi  indiquera,  par 
convention,  le  sens  dans  lequel  on  a  fait  tourner  le  plan  vertical 

pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizontal  (35). 
Gela  posé,  la  projection  horizontale  du 
point  ne  changeant  pas,  la  projection  verti- 
cale se  trouve  sur  la  perpendiculaire  à  Xij/t 
menée  par  a  ;  d'autre  part,  la  cote  au-dessus 
ou  au-dessous  du  plan  horizontal  ne  changeant 
pas  non  plus,  en  portant  «la'i  =  aa'  on  aura 
en  a'i  la  nouvelle  projection  verticale  du  point.  Il  faut  d'ailleurs  remar- 
quer que  a!  étant  au-dessus  de  .ry,    aj  doit  être  au-dessus  de  a:,j/i. 

i2o.  Problème  II.  —  Connaissant  les  projections  Sun  point,  con- 
struire ses  projections  quand  on  change  de  plan  horizontal. 

Soit  (a,  a^)  le  point  dans  le  système  de  projection  défini  par  la  ligne 
de  terre  xy.  On  conserve  le  plan  vertical  de  projection  et  l'on  prend 

comme  plan  horizontal  un  plan  de  bout  quel- 
conque ;  il  s'agit  de  trouver  les  nouvelles 
projections  du  point.  Soit,  pour  cela,  Xji/,  la 
trace  verticale  du  plan  de  bout  que  l'on  prend 
comme  plan  horizontal  de  projection;  a:,j/, 
est  la  nouvelle  ligne  de  terre.  La  projection 
verticale  et  l'éloignement  du  point  ne  chan- 
gent pas,  puisque  le  plan  vertical  est  conservé;  pour  avoir  la  pro- 
jection horizontale  on  remarque  alors  qu'elle  doit  se  trouver  sur  la 
ligne  de  rappel  du  point  a',  en  un  point  ai  tel  que  «lai  =  aa,  et 
situé  au-dessous  de  Xiyi  puisque  le  point  a  est  au-dessous  de  xy. 
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126.  Problème  III.  —  Changer  l'un  des  plans  de  projection  pour  une 
droite. 

C'est  une  manière  abrégée  d'énoncer  le  problème  suivant  : 
Connaissant  les  projections  d'une  droite^  construire  ses  nouvelles 
projections  quand  on  change  l'un  des  plans  de  projection. 

Ce  problème  est  une  conséquence  de  Tun  des  deux  premiers;  il 
suffit  en  effet  de  faire  les  constructions  pour  deux  points  de  la  droite. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  Ton  change  de  plan  vertical  ;  il  y  a 
alors  avantage  à  choisir  la  trace  horizontale  parmi  les  deux  points  et 
quand  cela  est  possible,  car  la  cote  de  ce  point  est  nulle.  Si  Ton  vou- 
lait la  trace  verticale  nouvelle  de  la  droite,  il  suffirait  de  construire  la 
nouvelle  projection  verticale  de  l'intersection  de  la  droite  avec  le  plan 
vertical  qui  a  été  pris  comme  nouveau  plan  de  projection. 

On  arrive  à  des  conclusions  analogues  si,  au  lieu  de  changer  de  plan 
vertical,  on  change  de  plan  horizontal. 

127.  Problème  IV.—CAan^er  l'un  des  plans  de  projection  pour  un  plan. 

On  résout  le  problème  soit  pour  trois  points,  soit  pour  une  droite  et 
un  point,  soit  pour  deux  droites  qui  se  coupent. 

Supposons,  par  exemple,  le  plan  déterminé  par  ses  traces,  et  chan- 
geons de  plan  horizontal.  Soit  PaQ^  le  plan  donné,  représenté  dans  le 

système  primitif  xy,  et  soit  Xi^i  la  nou- 
velle ligne  de  terre,  c'est-à-dire  l'intersec- 
tion du  plan  vertical  et  du  plan  de  bout 
que  l'on  prend  comme  nouveau  plan  hori- 
zontal. Le  plan  vertical  ne  changeant  pas, 
la  trace  verticale  du  plan  donné  ne  change 
pas  non  plus  ;  il  suffit  donc  de  construire 
sa  nouvelle  trace  horizontale.  On  connaît 
d'ailleurs  un  point  de  cette  trace  horizon- 
tale, le  point  p',  et  il  suffit  d'en  avoir  un 
second;  pour  cela  on  cherche  dans  le  système  xy  l'intersection  du 
plan  de  bout  a?,j/i  et  d'une  droite  quelconque  du  plan  PaQ'  ;  puis  on 
construit  la  nouvelle  projection  horizontale  de  ce  point.  Ou  bien  encore, 
on  cherche  dans  le  système  xy  les  projections  de  l'intersection  du 
plan  P«Q'  et  du  plan  de  bout  ar,yi  ;  puis  on  construit  la  nouvelle  projec- 
tion horizontale  de  cette  droite  et  on  a  la  trace  horizontale  demandée. 
Dans  la  figure  ci-dessus  la  nouvelle  trace  horizontale  est  la  droite  P^f/. 
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On  aurait  à  effectuer  des  constructions  analogues  si  Ton  changeait 
de  plan  vertical. 

!28.  Application  I.  —  Rendre  une  droite  horizontale  ou  de  front. 

Pour  rendre  une  droite  horizontale,  on  change  de  plan  horizontal, 
et  l'on  prend  comme  nouveau  plan  horizontal  un  plan  parallèle  à 
celui  qui  projette  verticalement  la  droite  :  la  nouvelle  ligne  de  teiTc 
est  parallèle  à  la  projection  verticale  de  la  droite. 

Pour  rendre  une  droite  de  front,  on  prend  comme  nouveau  plan 
vertical  un  plan  parallèle  à  celui  qui  projette  horizontalement  la 
droite  :  la  nouvelle  ligne  de  terre  est  parallèle  à  la  projection  horizon- 
tale de  la  droite. 

129.  AppUcatlon  II.  —  Rendre  une  droite  verticale  ou  de  bout. 

Soit  d'abord  à  rendre  une  droite  verticale;  pour  cela,  on  commence 
par  la  rendre  de  front  par  un  changement  de  plan  vertical  ;  cela  fait, 
on  change  de  plan  horizontal  et  Ton  prend  comme  nouveau  plan 
horizontal  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  la  droite  :  la  nou- 
velle ligne  de  terre  sera  perpendiculaire  à  la  projection  verticale  de 
la  droite  dans  le  second  système,  c  est-à-dire  dans  le  système  par  rap- 
port auquel  la  droite  est  de  front. 

On  voit  de  même  que  pour  rendre  une  droite  de  bout,  il  faut  exé- 
cuter deux  changements  de  plan  successifs  :  un  changement  de  plan 
horizontal  pour  rendre  la  droite  horizontale,  puis  ensuite,  un  change- 
ment de  plan  vertical  pour  achever  le  problème. 

^^•Xpplii^ailonlll.— Un  plan  étant  donnée  le  rendre  vertical  ou  de  bout, 

1*^  Soit  d'abord  à  rendre  vertical  le  plan  PaQ'.  On  prend  comme 

nouveau  plan  horizontal  un  plan  de  bout 
dont  la  trace  verticale  arij/i  soit  perpendi- 
culaire à  aQ'  ;  arij/i  est  la  nouvelle  ligne 
de  terre  et,  pour  avoir  la  nouvelle  trace 
horizontale  du  plan,  il  suffit  de  chercher 
la  nouvelle  projection  horizontale  d'un 
point  quelconque  du  plan  et  de  la  joindre 
au  point  p  ;  car  la  trace  horizontale  d'un 
pian  vertical  est  le  lieu  des  projections 
horizontales  de  tous  les  points  du  plan. 

» 

Dans  répure  ci-contre  on  a  fait  la  construction  pour  le  point  (a,  a"). 
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2<>  Pour  rendre  un  plan  de  bout,  on  fait  un  changement  de  plan  verti- 
cal et  l'on  prend,  comme  nouveau  plan  vertical,  un  plan  vertical  quel- 
conque dont  la  trace  horizontale  soit  perpendiculaire  à  la  trace  hori- 
zontale du  plan  donné  ;  on  a  du  reste  ainsi  la  nouvelle  ligne  de  terre  et 
Ion  détermine  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan  en  observant  ({u'ellc 
est  le  lieu  des  projections  verticales  nouvelles  de  tous  les  points  du  plan, 

131.  Application  IV.  —  Un  plan  étant  donnée  le  rendre  horizontal 
ou  de  front. 

1®  Pour  rendre  un  plan  horizontal,  on  commence  par  te  rendi'e  de 
bout,  ce  qui  exige  le  changement  du  plan  vertical  ;  après  cela  on  le 
rend  horizontal  en  prenant  comme  nouveau  plan  horizontal,  soit  le 
plan  lui-même,  soit  un  plan  parallèle. 

f9  On  opère  d'une  manière  analogue  pour  rendre  un  plan  de  front  ; 
on  commence  par  un  changement  de  plan  horizontal  et  Ton  termine 
par  un  changement  de  plan  vertical. 

132.  Remarque.  —  Les  changements  de  plans  sont  très  commodes 
pour  déterminer  une  figure  dans  un  plan  de  profil  et  en  particulier 
pour  déterminer  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  situées  dans  le 
même  plan  de  profil  :  il  suffit  de  prendre  ce  plan,  soit  comme  nou- 
veau plan  horizontal,  soit  comme  nouveau  plan  vertical  de  projection. 

Nous  allons  donner  des  exemples. 

133.  Exemple  I.  —  Trouver  le  point  de  rencontre  de  deux  droites 

situées  dans  le  même  plan  de  profil. 

Soient  (a6,  aV/)  et  (crf,  cfd)  les  deux 
droites  données.  Prenons  le  plan  de 
profil  qui  les  contient  comme  nouveau 
plan  vertical,  et  soit  par  suite  Xii/i  la 
nouvelle  ligne  de  terre.  Les  nouvelles 
projections  verticales  des  deux  droites 
sont  a[b[  et  did^  :  elles  se  coupent 
en  un   point  m'i   qui  est  la  nouvelle 
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134.  Exemple  II.  —  Mener  par  U7i  point  donné  la  perpendiculaire 
à  un  pian  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Supposons  le  plan  déterminé  par  ses  traces  P  et  Q',  et  soit  (m,  m') 

le  point  donné.  La  perpendiculaire  au 

IX  plan  donné,  menée  par  le  point  (m,  m'), 

jn'\  est  évidemment  contenue  dans  le  plan 

de  profil  qui  passe  par  ce  point.  Prenons 

■^x  sàoTS  ce  plan  de  profil  comme  nouveau 

\  /K^  plan  vertical,  et  soit  par  suite  Xiyi  la 


Q' 


^  y         nouvelle  ligne  de  terre.  La    nouvelle 

^^     ^v.  trace  verticale  du  plan  (P,  Q')  est  «R;  ; 

'"f/ "^^i  ^^    nouvelle    projection    verticale    du 

**■'' point  est  m\.   La  nouvelle  projection 

verticale  de  la  perpendiculaire  est  donc 
y  m\p\   perpendiculaire  à  «R; .  En  déter- 

minant alors  la  projection  verticale  p' 
du  point  (p,  pi)^  dans  le  système  (ory),  on  aura  en  (mp,  m'p')  la  per- 
pendiculaire demandée. 

11  est  bon  d'observer  que  m'ip\  est  la  longueur  de  cette  perpendicu- 
laire. 

§  II.  —  Rotations. 

135.  Objet  de  la  méthode  des  rotations.  —  Comme  la  méthode  dos 
changements  de  plans  de  projection,  la  méthode  des  rotations  a 
pour  objet  d'amener  une  figure  à  occuper,  par  rapport  aux  plans  de 
projection,  la  position  qui  se  prête  le  mieux  à  la  résolution  des  pro- 
blèmes concernant  cette  figure. 

Elle  consiste  à  faire  tourner  la  figure  d'un  angle  donné  et  dans  un 
sens  convenu,  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  l'un  ou  à  l'autre  des 
deux  plans  de  projection,  et  à  déterminer  les  projections  de  cette 
figure  après  la  rotation,  connaissant  ses  projections  avant  la  rotation. 
Si  d'ailleurs  une  seule  rotation  ne  suffit  pas,  on  en  effectue  deux  suc- 
cessives :  l'une  autour  d'un  axe  vertical  et  l'autre  autour  d'un  axe  de 
bout. 

Il  y  a  une  différence  essentielle  entre  la  méthode  des  changements 
de  plan  et  la  méthode  des  rotations  ;  car,  tandis  que  dans  la  méthode 
des  rotations  on  déplace  la  figure  pour  l'amener  à  occuper  la  position 
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voulue  par  rapport  aux  plans  de  projection,  dans  la  méthode  des 
changements  de  plans  on  change  les  plans  de  projection  afin  que  la 
figure,  qui  n'a  pas  bougé,  occupe  la  position  voulue  par  rapport  à  ces 
plans. 

136.  Remarques  préliminaires.  —  Une  figure  étant  un  ensemble 
de  points,  on  saura  résoudre  le  problème  des  rotations  pour  une 

figure  si  on  sait  le  résoudre  pour  un 
point  ;  nous  le  résoudrons  néanmoins  pour 
7       le  point,  pour  la  droite  et  pour  le  plan. 

,    /  /        Nous  nous  servirons  pour  cela  des  remar- 

^/  ques  suivantes  : 

!•  Si  une  figure    F    est  dans  un  plan 

7       parallèle  à  un  plan  P,  sa  projection  f  sur 
le  plan  P  est  une  figure  égale  à  F  ; 
2®  Soient  A  un  point  et  Q  le  plan  mené 

par  ce  point  perpendiculaire  à  un  axe  zz' 
et  coupant  cet  axe  au  point  M.  Si  Ton  fait 
tourner  le  point  A  d'un  angle  a,  dans  un  sens  convenu,  autour  de 
22',  la  position  Ai  du  point,  après  la  rotation,  s'obtient  en  construisant 
dans  le  plan  Q,  et  dans  le  sens  convenu,  l'angle  AMA|  =  a  et  cii 
prenant    MAi  =  MA. 

3»  Soient  P  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'axe  et  a  la  pro- 
jection du  point  A  sur  le  plan  P.  En  vertu  de  1®,  la  projection  sur  le 
plan  P  de  la  figure  AMAi  est  une  figure  égale  ;  il  en  résulte  que  la 
projection  sur  le  même  plan,  du  point  A  après  la  rotation,  s'obtien- 
dra en  construisant  dans  le  plan  P,  et  dans  le  sens  convenu,  l'angle 
amai  =  AMAi  =  a,     et  en  portant    moi  =  ma, 

137.  Problème  I.  —  Faire  tourner  un  point  d'un  angle  donné 
autour  d'un  axe  vertical  ou  de  bout. 

Soit  par  exemple  un  axe  vertical  (os,  o'z')  et  proposons-nous  de  faire 
tourner  le  point  (a,  a')  d'un  angle  donné  a  autour  de  cet  axe.  Mar- 
quons par  une  flèche  le  sens  de  la  rotation  et  observons  que  la  pro- 
jection horizontale  du  point,  après  la  rotation,  s'obtient  en  appliquant 
la  troisième  remarque  du  numéro  précédent  ;  soit  ai  le  point  ainsi 
obtenu.  Pour  avoir  la  projection  verticale,  on  remarque  que  la  cote 
du  point  n'a  pas  changé  ;  par  conséquent  la  projection  verticale  se 
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Irouve  sur  la  perpendiculaire  à  zz'  menée  par  a';  elle  se  trouve  aussi 

sur  la  ligne  de  rappel  menée  par  ai,  donc  elle  est 
à  Tintersection  de  ces  deux  lignes.  Les  projections 
du  point  après  la  rotation  sont  donc  ai  et  a\. 

On  raisonnerait  d'une  manière  tout  à  fait  ana- 
logue si  l'axe,  au  lieu  d'être  vertical,  était  de 
bout.   Il   faut  seulement  observer  que  ce  qui 
demeure  constant  dans  ce  cas  c'est,  non  pas  la 
/  ^/    cote,  mais  l'éloignement  du  point. 


4^-4 


; 


138.  Problème  II.  —  Faire  tourner  une  droite  d'un  angle  donné 
autour  d^un  axe  vertical  ou  de  bout. 

Soit  par  exemple  à  faire  tourner  une  droite  (d,  d')  autour  de  l'axe 
de  bout  (oz^  o'z') .  Appelons  encore  «  Tangle  de  rotation  et  marquons  par 
une  flèche  le  sens  du  mouvement  du  point.  Cela  posé,  pour  résoudre 
'e  problème,  il  suffit  évidemment  de  faire  tourner  deux  points  de  la 

droite.  Parmi  ces  points  il  y  a  avantage  à 
choisir  le  pied  de  la  perpendiculaire  com- 
mune à  Taxe  et  à  la  droite;  comme  second 
point  on  prend  un  point  quelconque. 

Pour  avoir  la  perpendiculaire  commune  à 
Taxe  et  à  la  droite,  on  en  cherche  d'abord  la 
projection  verticale  (il  faudrait  chercher  d'a- 
bord la  projection  horizontale  si  l'axe,  au  lieu 
d'être  de  bout,  était  vertical).  Cette  projection 
verticale  passe  évidemment  par  le  point  o', 
projection  verticale  de  tous  les  points  de  l'axe; 
de  plus,  la  perpendiculaire  commune  étant  de 
fi*ont,  elle  forme  avec  la  droite  un  angle  droit 

■ 

qui  se  projette  verticalement  suivant  un  angle  droit.  Il  suit  de  là  que 
la  projection  verticale  de  la  perpendiculaire  commune  est  la  perpendi- 
culaire à  dl  menée  par  o'  ;  elle  coupe  d  en  un  point  p'  qui  est  la 
projection  verticale  du  pied  de  la  perpendiculaire  commune  sur  (d,  d')\ 
on  en  déduit  la  projection  horizontale  p  et,  linalement,  la  projection 
iiorizonlale  op  delà  perpendiculaire  commune,  projection  horizontale 
qui  est  évidemment  perpendiculaire  à  zz'. 

Cela  posé,  l'avantage  du  choix  du  point  (p,  p')  résulte  de  ce  que  la 
perpendiculaire  commune  forme  avec  (d,  d')  un  angle  droit  qui  reste 
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toujours  droit  pendant  la  rotation,  et  qui  se  projette  toujours  vertica- 
lement suivant  un  angle  droit  ;  de  sorte  que  si  (j^i,  p\)  est  la  nouvelle 
position  du  point  (/},  p')  après  la  rotation,  la  projection  verticale  de 
la  droite,  dans  sa  nouvelle  position,  s'obtient  en  menant  par  pi  la 
perpendiculaire,  piaj,  à  o'p'i.  Pour  obtenir  la  projection  horizontale, 
nous  ferons  tourner  le  point  (a,  a!)  en  remarquant  que  le  point  ai, 
nouvelle  projection  verticale  du  point,  se  trouve  à  Tintersection  de 
pia'i  et  de  la  droite  o'a\  menée  de  telle  sorte  que  l'angle  a'z'a\  soit 
égal  à  a  et  de  même  sens  que  lui  ;  les  nouvelles  projections  de  la 
droite  sont  donc  aipi  et  ai/?/. 

On  aurait,  bien  entendu,  des  constructions  analogues  si,  au  lieu  d'un 
axe  de  bout,  on  avait  un  axe  vertical. 

139.  Problème  III.  —  Faire  tourner  un  plan  d'un  angle  donné 
autour  dun  axe  vertical  ou  de  bout, 

La  méthode  employée  consiste  à  faire  tourner  un  point  et  une  droite. 
Toutefois,  si  l'on  observe  que  le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan 
reste  fixe,  il  suffit  de  faire  tourner  une  droite.  On  choisit  une  horizon- 
tale du  plan  si  l'axe  est  vertical  ^de  préférence  la  trace  horizontale 
quand  cela  est  possible),  et  une  frontale  si  Taxe  est  de  bout  (de  préfé- 
rence la  trace  verticale  quand  cela 
/,      y  ,  est  possible).  Dans  tous  les  cas  il  faut 

\î,^/  commencer  par  déterminer  le  point 

.  _,/V  -.,  ^ç  rencontre  de  l'axe  et  du  plan. 

Dans  l'épure  ci-contre.  Taxe  est  de 
bout  et  le  plan  est  défini  par  ses 
traces  Pa  et  aQ'.  Pour  avoir  le  point 
de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  on  a 
coupé  le  plan  par  le  plan  horizontal  aV 
qui  contient  l'axe  ;  on  a  ainsi  le  point 
(o,  o').  Pour  faire  tourner  la  trace 
verticale  on  a  fait  tourner  le  point 
(p,  p')  et  Ton  a  'mené  PQl  perpendi- 
culaire à  oYii  enfin,  pour  avoir  la  trace  horizontale,  on  a  construit 
l'horizontale  du  plan,  dans  sa  nouvelle  position,  passant  par  (o,  o')  ; 
cette  droite  est  déterminée  par  sa  projection  verticale  o*b\  par  sa  trace 
verticale  (6,  b')  et  parle  point  {o9&)9  ce  qui  permet^de  tracer  sa  projec- 
tion horizontale  ob  ;  les  nouvelles  traces  du  plan  sont  donc  P|^  et  PQ'f . 
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140.  Application  I.  —  Une  droite  étant,  donnée  par  ses  projections^ 
l^amener  à  être  de  front. 

Il  suffit  de  la  faire  tourner  autour  d'un  axe  vertical  jusqix'k  ce  que 
sa  projection  horizontale  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

141.  Remarque.  —  Si  on  voulait  rendre  la  droite  horizontale,  il 
faudrait  la  faire  tourner  autour  d'un  axe  de  bout  jusqu'à  ce  que  sa 
projection  verticale  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

142.  Application  II.  —  Rendre  une  droite  verticale. 

On  commence  par  la  rendre  de  front 
(140)  ;  puis  on  la  fait  tourner  autour 
d'un  axe  de  bout  jusqu'à  ce  que  sa 
projection  verticale  soit  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre. 

Dans  l'épure  ci-contre  la  droite  est 
représentée  en  (rf,  d').  On  Ta  fait  tourner 
d'abord  autour  de  Taxe  vertical  {oz^  o'z') 
pour  l'amener  à  être  de  front  en  (di,  d\) , 
puis  on  a  fait  tourner  [d^^  d\)  autour  de 
l'axe  de  bout  (oiZi,  ois',)  pour  l'amener 
à  être  verticale  :  elle  est  alors  projetée 
en  (/|  et  en  d'^  {dt  est  un  point).  Les 
deux  flèches  indiquent  les  sens  des  deux  rotations. 

143.  Remarque.  —  Pour  rendre  une  droite  de  bout,  on  commence 
pw  la  rendre  horizontale  ;  puis  on  la  fait  tourner  autour  d'un  axe 
vertical,  jusqu'à  ce  que^  sa  projection  horizontale  soit  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre. 

1**.  Application  III.  —  Un  plan  étant  donné,  le  rendre  vertical. 

On  le  fait  tourner  autour  d'un  axe  de  bout  jusqu'à  ce  que  sa  trace 
verticale  devienne  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

lis.  Remarque.  —  Pour  rendre  un  plan  de  bout,  on  le  fait  tourner 
autour  d'un  axe  vertical  jusqu'à  ce  que  sa  trace  horizontale  devienne 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

146.  Application  IV.  —  Un  plan  étant  donnée  le  rendre  horizontal 
ou  de  front. 
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Pour  rendre  un  plan  horizontal,  on  le  rend  d'abord  de  bout  (145), 
puis  on  le  fait  tourner  autour  d'un  axe  de  bout  jusqu'à  ce  que  sa  nou- 
velle trace  verticale  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Pour  rendre  un  plan  de  front,  on  commence  par  le  rendre  vertical 
(144),  puis  on  le  fait  tourner  autour  d'un  axe  vertical  jusqu'à  ce  que 
sa  nouvelle  trace  horizontale  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

147.  Remarque.  —  Pour  faire  tourner  une  figure,  on  fait  tourner  les 
points,  les  droites  et  les  plans  de  la  figure. 


*.m\ 


m' 
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148.  Problème  IV.  —  Faire  tourner  une  figure  d'un  angle  donné 
autour  d'un  axe  horizontal. 

Il  suffit  évidemment  de  résoudre  le  problème  pour  un  point  de  la 

figure. 

Soit  donc  à  faire  tourner  un  point 
(m,  m!)  autour  de  l'axe  horizontal  (A,  h!). 
Pour  cela,  prenons  comme  plan  hori- 
zontal celui  qui  passe  par  (A,  h')  et 
comme  plan  vertical  un  plan  quelconque 
perpendiculaire  à  l'axe  :  il  y  a  avan- 
tage à  faire  passer  ce  plan  par  le  point 
(m,  m'),  et  à  prendre,  par  suite,  comme 
ligne  de  terre  la  perpendiculaire  Xix/i 
menée  à  h  par  le  point  m. 

Dans  le  système  de  projections  ainsi 
défini,  la  projection  verticale  de  l'axe  se 
réduit  à  un  point  o',  puisque  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  verti- 
cal. D'ailleurs,  à  cause  de  cela,  le  problème  est  ramené  à  un  autre 
déjà  résolu  (137).  Pour  en  achever  la  résolution,  observons  que  la  pro- 
jection verticale  du  point  (m,  m'),  dans  le  système  arij/i,  est  jx'.  Si 
donc  on  fait  tourner  le  point  de  l'angle  «,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche,  on  obtient  en  [ii  et  en  fi',  les  projections  du  point  dans  le 
système  Xij/i  et  après  la  rotation.  On  en  déduit  les  projections  fij 
et  mi  dans  le  système  primitif,  en  observant  que  la  cote  de  mi  par 
rapport  à  h'  est  la  même,  en  grandeur  et  en  signe,  que  celle  de  fij  par 
rapport  à  Xi^i. 

D'après  cela,  on  peut  énoncer  la  règle  suivante  pour  déterminer  les 
nouvelles  projections  du  point  (m,  m')  : 
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Pot  le  point  m  on  mène  la  perpendiculaire  arij/i  et  la  parallèle  m\L 

à  Ui projection  horizontale  de  taxe;  on  porte  m\i'  égale  à  la  distance 

du  point  m!  à  la  projection  verticale  de  Vaxe^  et  Von  fait  tourner  le 

point  fi',  de  l'angle  a,  autour  du  point  o\  pied  de  la  perpendiculaire 

^enée  du  point  m  sur  h.   On  obtient  ainsi  le  point  fjtl,  duquel  on  dé- 

»wi<  le  point  m  par  une  parallèle  à  h.  On  mène  enfin  la  ligne  de  rap^ 

P^l  du  point  iii  et  y  à  partir  du  point  derencontre^  q',  de  cette  ligne 

^^^  h' on  porte     ^m\  =  fjtifij,     dans  le  même  sens  que  p'm'  si   fx'  et 

^  ^ont  dfi  même  côté  de  x^yx,  dans  le  sens  opposé  si  \i!  et  fi',  sont  de 

port  et  d'autre  de  a?ij/i.  On  a  ainsi  les  projections  i^i  et  m[  deman- 
dées. 


F  r 


**^-  Remarque.  —  Quand  on  a  ainsi  fait  touraer  un  point  d'une 
^P*re,  on  peut,  dans  une  certaine  mesure,  utiliser  les  constructions 

pour  faire  tourner  un  autre  point 
quelconque  de  cette  figure.  Sup- 
posons en  effet  que  l'on  ait  fait 
tourner  le  point  (m,  m'),  et  propo- 
sons-nous de  faire  tourner  le  point 
(p,  p').  Pour  cela,  menons  par 
(p,  p^  la  parallèle  (pq^  p'(f)   à 
l'axe   de   rotation.    Cette  droite 
tourne   de    l'angle  a  autour  de 
l'axe,  et  pour  obtenir  ses  projec- 
tions après  la  rotation,  il  suffit 
de  faire  tourner  son  point  de  ren- 
contre (7,  9')  avec  le  plan  vertical 
Xiyx  et  de  mener  la  parallèle  à 
l'axe  par  la  nouvelle  position  de 
ce  point.  Faisons  donc  tourner  le 
point  (q,(j[),  A  cet  effet,  construisons  le  point  q"  déduit  de  q  comme 
^'  a  été  déduit  de  m,  et  menons  q''a  perpendiculaire  à  om".  La 
figure  ooif  demeure  invariable  ;  par  conséquent,  si  nous  faisons  tour- 
ner cette  figure  de  l'angle  a,  dans  le  sens  de  la  flèche,  pour  l'amener 
^^  odiçty  en  menant  par  q\  la  parallèle  à  A  nous  aurons  la  projec- 
tion horizontale  qt  du  point  {q^  f'),  après  la  rotation.  Nous  en  dédui- 
rons la  projection  verticale  ci  à  l'aide  d'une  ligne  de  rappel  et  en 
nous  rappelant  que  qiql  est  égale  à  la  distance  du  point  q'i  à  h'.  Il  en 
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résulte  que  les  projections  de  (pq,  p'q'),  après  la  rotation,  seront  les 
parallèles  à  A  et  à  A'  menées  respectivement  par  les  points  Çi  et  q'i. 
C'est  sur  cette  parallèle  que  se  trouvent  les  nouvelles  projections  du 
point  (/i,p').  Comme  la  projection  horizontale  se  trouve  aussi  sur  la 
perpendiculaire  à  h  menée  par  p^  elle  est  déterminée  par  l'intersec- 
tion de  cette  perpendiculaire  et  de  qiq'i  ;  on  a  ainsi  le  pointai,  et  Ton 
en  déduit  le  point  p',  par  une  ligne  de  rappel. 

150.  Problème  V.  —  Faire  tourner  une  figure  d'un  angle  donné 

autour  d^un  axe  de  front. 

Le  raisonnement  est  le 
même  que  dans  le  problème 
précédent.  On  fait  d'abord 
tourner  un  point  (m,  m'). 
Pour  cela,  on  construit  le 
point  nts  situé  sur  la  paral- 
lèle à  la  projection  verti- 
cale f  de  l'axe  (/,  f)^  et  tel 
que    mm%  =  wifji.     On  fait 

£ tourner  ensuite  fWj  autour 

\x^  du  point  o'  de  l'angle  donné 

a,  dans  le  sens  convenu, 
indiqué  par  une  flèche,  et 
l'on  obtient  ainsi  successi- 
vement ms  et  m[  ;  on  on 
déduit  mi  par  une  ligne  de 
rappel  et  en  observant  que  yiimi  =  m'im^.  On  observe  d'ailleurs 
aussi  que  nii  est,  par  rapport  à  /*,  du  même  côté  que  m  ou  du  côté 
opposé,  suivant  que  m^  et  m'i  sont  du  du  même  côtédeoriyi  ou  du  côté 
opposé. 

Pour  faire  tourner,  ensuite,  un  point  quelconque  (p,  p'),  on  cons- 
truit le  point  Pi  tel  que  q'pi  =  wp,  on  mène  ptrt  perpendiculaire  à 
o'fiti  et  l'on  fait  tourner  la  figure  oVspi  de  l'angle  a  et  dans  le  sens  de 
la  flèche  autour  du  point  o',  de  manière  à  l'amener  en  o^ri^p'^.  Cela 
fait,  on  a  pi  par  l'intersection  d'une  parallèle  p'p[  à  ariy,  et  d'une 
perpendiculaire  pipi  à  cette  ligne.  On  en  déduit  pi  en  observant  que 
q'tfl^  =z  TVipi.  Le  sens  dans  lequel  on  doit  placer  w^pi  par  rapport  à 
/  se  détermine  comme  pour  le  point  (nii,  mi). 
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151.  Application  V.  —  Construire  les  projections  d'un  cube  dont 
une  diagonale  est  verticale  et  dont  une  arête  aboutissant  à  l'une  des 

extrémités  de  cette  diagonale 
e*  est  de  front. 

On  a  immédiatement  les 
projections  du  cube  si  Ton 
suppose  qu'il  repose  sur  le 
plan  horizontal.  Supposons 
alors,  non  seulement  que 
le  cube  repose  sur  le  plan 
horizontal,  mais  encore  que 
le  plan  qui  passe  par  la  dia- 
gonale et  par  l'arête  qui 
doit  être  de  feront  soit  paral- 
lèle au  plan  vertical.  Soient 

alh^cdie^f^glhl 
et        a[bWd[ef,f\gWi 
les  projections  du  cube  dans 
cette  position.  Soient  aussi 
(ceu  c'ci)    et    (ai^i,  aWt)  la 
<iiagonale  qu'il  s'agit  de  rendre  verticale,  et  l'arête  qui  doit  être  de  front. 
Comme  ces  deux  droites  sont  déjà  de  front,  pour  résoudre  le  pro- 
blème proposé  il  suffira  de  faire  tourner  le  cube,  autour  d'un  axe  de 
bout,  jusqu'à  ce  que  c'e/  soit  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Daus  la  figure  ci-dessus,  on  a  fait  tourner  autour  de  l'axe  de  bout 
qui  passe  par  le  point  c',  jusqu'à  ce  que  de'i  soit  venue  en  cV.  La  sec- 
tion faite  dans  le  cube  par  le  plan  de  front  mené  par  atc  et  qui  est  pro- 
jetée verticalement  suivant  le  rectangle  aWg'i^'i  avant  la  rotation,  se 
projette  verticalement  suivant  le  rectangle  égal  a'c'g'e'^  après  la  rota- 
tion. En  faisant  tourner  du  même  angle  tous  les  sommets  du  cube,  on 
a  finalement  les  deux  projections  demandées  abcdefghy  a'b'dd'éf'g'h'. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  le  polygone 
^ifghd  est  un  hexagone  régulier  et,  pour  la  ponctuation,  nous  nous 
bornerons  à  observer  :  !<>  que  toutes  les  lignes  doivent  être  tracées 
en  traits  pleins  en  projection  verticale  ;  'iP  que  les  seules  arêtes  cachées 
en  projection  horizontale  sont  celles  qui  aboutissent  au  point  (c,  c'). 


iS2.  Remarque.  —  La  méthode  des  rotations  conduit  généralement 
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à  des  constructions  moins  simples  que  celle  des  changements  de  plans, 
parce  que,  pour  effectuer  une  rotation,  il  faut  construire  deux  nouvelles 
projections  de  la  figure,  alors  qu'il  n'en  faut  qu'une  nouvelle  pour  un 
changement  de  plan.  Il  y  aura  donc  tout  avantage,  en  général,  à  em- 
ployer les  changements  de  plans  plutôt  que  les  rotations. 

Rien  ne  s'oppose,  du  reste,  à  ce  qu'on  emploie  alternativement  les 
changements  de  plans  et  les  rotations  si  l'on  aperçoit  quelque  avantage 
à  opérer  ainsi. 

§  III.  —  Méthode  des  rabattements. 

153.    Définitions.  —  Soit  AB  la   perpendiculaire    abaissée   d'un 

point  A  sur  un  plan  P.  Lorsque  le  plan  P 
se  déplace  d'après  une  loi  quelconque,  on  dit  que 
le  point  A  est  invariablement  lié  au  flan  P  si  le 
point  B  reste  fixe  dans  le  plan  et  si  la  longueur 
AB  demeure  constante.  On  dit  qu'une  figure  est 
invariablement  liée  à  un  plan  quand  tous  les 
points  de  la  figure  sont  invariablement  liés  à  ce 
plan  ;  le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  figure  est  dans  le  plan. 

1«54.  Enoncé  du  problème  des  ralMittements.  —  Supposons  connues 
les  projections  d'une  figure  invariablement  liée  à  un  plan  P,  puis 
faisons  tourner  le  plan  autour  d'une  horizontale  H  de  ce  plan,  jusqu'à 
ce  qu'il  soit  parallèle  au  plan  horizontal  de  projection  ;  la  figure 
ayant  suivi  le  mouvement  du  plan  prend  une  certaine  position,  et  le 
problème  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  nouvelles  projec- 
tions de  la  figure  constitue  ce  qu'on  appelle  le  rabattement  du  plan  P 
àur  le  plan  horizontal  mené  par  H. 

Si  H  est  la  trace  horizontale  du  plan  P,  on  dit  que  le  plan  a  été 
rabattu  sur  le  plan  horizontal. 

De  même,  supposons  que  l'on  fasse  tourner  le  plan  P  autour  d'une 
frontale  F  de  ce  plan,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  parallèle  au  plan  vertical 
de  projection  ;  le  problème  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  pro- 
jections de  la  figure,  dans  sa  nouvelle  position,  constitue  ce  qu'on 
appelle  le  rabattement  du  plan  P  sur  le  plan  de  front  mené  par  F  ;  si 
F  est  la  trace  verticale  du  plan  P,  on  dit  que  ce  plan  a  été  rabattu  sur 
le  plan  vertical. 
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135.  Remarque.  —  11  est  bon  de  remarquer  que  nous  avons  rdsolu  le 
problème  des  rabattements  quand  nous  avons  fait  tourner  une  figure 
autour  d'un  axe  horizontal  ou  de  front  (148  et  150)  :  il  suffit  de  suppo- 
ser que  l'angle  de  rotation  est  égal  à  l'un  des  angles  que  le  plan  inva- 
riablement lié  à  la  figure  fait  avec  le  plan  horizontal  ou  avec  le  plan 
vertical,  suivant  qu'il  s'agit  d'un  rabattement  sur  un  plan  horizontal 
ou  d'un  rabattement  sur  un  plan  de  front. 

Nous  allons  néanmoins  le  reprendre  à  nouveau,  en  ayant  surtout 
égard  aux  simplifications  qu'il  y  a  lieu  d'introduire  dans  la  solution 
quand  la  figure  est  située  dans  le  plan  que  l'on  rabat. 

156.  Problème  I  (problème  des  rabattements).  —  Rabattre  un  plan 
donné  sur  un  plan  horizontal  ou  sur  un  plan  de  front. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l'on  fasse  le  rabattement  sur  un 
pian  horizontal.  Pour  cela,  on  cherche  à  déterminer  les  projections 

d'un  point  du  plan  après  le  rabattement; 
f  on  rabat  donc  un  point  du  plan,  puis, 

pour  rabattre  une  figure  située  dans  le 
plan,  on  rabat  successivement  tous  les 

points  de  la  figure.  Soient  alors  h  et  h' 

les  projections  de  l'horizontale  autour 
de  laquelle  s'effectue  le  rabattement  et 
;  soit  (a,  a')  le  point  à  rabattre.  On  re- 

\  marque  : 

^«  1^  Que  le  point  reste  dans  le  plan  ver- 

N.  tical  mené  par  (a,  a')  perpendiculaire- 

^  ment  à  (^,  A')  et,  par  conséquent,  que  sa 

projection  horizontale  se  déplace  sur  la 
Itace  horizontale  de  ce  plan  vertical,  c'est-à-dire  sur  la  perpendiculaire 
ah  ^  ^  menée  par  a; 
^  Que  la  distance  du  point  à  la  charnière  demeure  invariable. 
Or,  quand  le  plan  est  horizontal,  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
(fli,  cdb^  menée  du  point  sur  la  charnière,  se  projette  horizontalement 
suivant  une  longueur  égale;  et,  comme  le  pied  de  la  perpendiculaire 
ne  bouge  pas,  on  voit  que  la  projection  horizontale  du  point,  après  le 
rabattement,  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  à  h  menée  par  a,  et  à 
une  distance  du  pied  à  de  cette  perpendiculaire  égale  à  la  distance  du 
point  (a,  o^  à  la  droite  (A,  h^. 
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Cherchons  celte  distance.  Pour  cela,  figurons  à  part,  en  H|,  le  plan 
horizontal  sur  lequel  on  rabat,  et  soit  P  le  plan  que  l'on  rabat  et  qui 

coupe  le  premier  suivant  l'horizontale  H. 

I 1  Soient  A  le  point  projeté  en  (a,  a!)  et  B  le  pied 

/  A        /  ^^  '^  perpendiculaire  à  H  menée  par  A,  et  dont 

h  les  projections  sont  b  et  b'.  Si  nous  menons  AC 

//h,     ]        I  /         perpendiculaire  à  H,  et  si  nous  joignons  C 

//       1/        1/  à  B,  la  distance  cherchée  AB  est  l'hypoténuse 

B      H  d'un  triangle  rectangle  ACB,  dont  les  côtés 

de  l'angle  droit  sont  AC  et  CB.  Mais  la  droite 
AC  étant  verticale,  se  projette  verticalement  suivant  une  longueur 
égale;  d'autre  part,  C  étant  projeté  en  (c,  c'),  on  a  AC  =  aV.  De 
même  la  droite  BC  étant  horizontale,  se  projette  horizontalement 
suivant  une  longueur  égale,  de  sorte  que    BC  =  bc. 

Ainsi,  la  distance  cherchée  est  l* hypoténuse  d'un  triangle  rectangle, 
baat,  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  les  distancf^s  des  projections  du 
point  aux  projections  de  même  nom  de  la  charnière. 

On  peut  la  porter  soit  d*un  côté  de  A,  soit  du  côté  opposé,  suivant  le 
sens  dans  lequel  on  a  fait  tourner  le  plan  pour  effectuer  le  rabattement. 
En  la  portant,  par  exemple,  au-dessous  de  A,  on  obtient  le  point  Ai, 
projection  horizontale  du  point  apros  le  rabattement;  la  projection 
verticale  sera  du  reste  le  point  Ai  sur  h',  puisque  dans  sa  nouvelle 
position  le  plan  est  confondu  avec  le  plan  horizontal  dont  la  trace 
verticale  est  h'.  Toute  la  difficulté  réside  donc,  comme  on  le  voit,  dans 
la  détermination  du  point  At;  c'est  le  point  A,  qu'on  appelle  le  rabat- 
tement du  point  (a,  a')  sur  le  plan  horizontal  mené  par  h'  et,  pour 
l'obtenir,  on  est  conduit  à  la  règle  suivante,  appelée  règle  du  triangle 
rectangle  : 

RÈGLE.  —  Quand  on  rabat  un  plan  autour  d'une  horizontale  de  ce 
plan^  la  nouvelle  projection  horizontale  du  points  c'est-à-dire  son  ra- 
battement, se  trouve  sur  la  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale 
de  la  chai-nière,  menée  par  la  projection  horizontale  du  points  et  à  une 
distance  du  pied  de  cette  peipendiculaire  égale  à  l'hypoténuse  d*un 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  Vangle  droit  les  distances  eues 
projections  du  point  aux  projections  de  même  nom  de  la  charnière. 

Par  analogie,  quand  on  rabat  un  plan  autour  d'une  frontale,  la  nou- 
velle projection  verticale  du  point,  c'est-à-dire  son  rabattement,  se 
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trouve  sur  la  perpendiculaire  à  la  projection  verticale  de  la  charnière, 
fntnée  par  la  projection  verticale  du  points  et  à  une  distance  du  pied  de 
^^(e  perpendiculaire  égale  à  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont 
l^s  côlét  de  Vangte  droit  s'obtiennent  comme  plus  haut. 

On  pourrait,  du  reste,  établir  directement  la  deuxième  partie  de  la 
'^e  comme  on  a  établi  la  première. 

157.  Remarque  I.  —  Quand  on  a  à  rabattre  une  figure  située  dans 
fep/an,  on  peut  simplifier  le  rabattement  des  divers  points  de  la  figure 

au  moyen  du  rabattement  de  l'un  d'eux. 
Soit  par  exemple  le  plan  déterminé  par  une 
frontale  (/,  f)  et  par  un  point  (a,  a')\  sup- 
posons que  l'on  ait  rabattu  ce  plan  sur  le 
plan  de  front  mené  par  (/*,  /^,  et  proposons- 
nous  de  trouver  le  rabattement  d'un  point 
quelconque  (6,  h')  du  plan,  connaissant  lo 
rabattement  Ai  du  point  (a,  a').  Pour  cela, 
traçons  la  droite  (a&,  a'b')  et  remarquons 
que  si  le  point  (6,  b')  est  dans  le  plan,  cette 
droite  rencontre  (/,  f^  en  un  point  (c,  d) 
qui  ne  bouge  pas  pendant  le  rabattement; 
il  en  résulte  que  (A,  b')  se  rabat  sur  (/Ai  et  à  l'intersection  de  cette 
uroile  et  de  la  perpendiculaire  à  f  menée  par  6'. 

*^-  Bemarque  II.  —  Dès  qu'on  a  rabattu  une  droite  (a*,  alb')  du 
plan,  oiî  peut  en  profiter  pour  avoir  le  rabattement  d'un  point  quel- 
conque (m,  m').  A  cet  effet,  on  mène  par  le  point  (m,  m')  la  parallèle  à 
la  charnière-  soit  (A,  b')  le  point  de  rencontre  de  cette  parallèle  et  de  la 
chamièpe  et  soit  Bi  son  rabattement;  le  rabattement  de  la  parallèle  est 
evidett^mgjj^  la  parallèle  à  f  menée  par  Bi  et  il  contient  le  rabatte- 
ment ^^  point  (m,  m');  celui-ci  se  trouve  donc  déterminé  par  la  paral- 
IWftii  f  menée  par  Bi  et  par  la  perpendiculaire  à  f  menée  par  m'. 


159.  Rabattement  d'un  plan  vertical  ou  de  bout.  —  La  règle  géné- 
rale énoncée  plus  haut  permet  d'effectuer  le  rabattement  dans  tous 
les  cas  possibles.  Il  n'est  pas  inutile  toutefois  d'indiquer  en  quelques 
mots  les  modifications  qu'il  y  a  lieu  de  lui  faire  subir  quand  le  plan 
est  vertical  ou  de  bout. 


92 


LES   PRINCIPES   DE   LA    GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


Supposons  d'abord  que  le  plan  soit  vertical  et  que  Ton  rabatte  le 

point  (a,  a!)  autour  de  Thorizontale  (A,  K)  de 
ce  plan.  Le  triangle  rectangle  aba^  du  n^  156 
n'existe  plus  puisque  ab  =  0,  et  le  rabatte- 
ment se  trouve  sur  la  perpendiculaire  à  h  menée 
par  a  et  à  une  distance  de  a  égale  à  la  cote  du 
point  (a,  a^)  au-dessus  de  h';  car  la  longueur  de 
la  perpendiculaire  menée  par  (a,  a^  à  la  char- 
nière est  égale  actuellement  à  la  cote  de  ce  point  au-dessus  de  A', 

c'est-à-dire  à  ^a'. 

Pareillement,  si  l'on  a  à  rabattre  un  plan  de  bout 
autour  de  la  frontale  (/*,  /"%  on  voit  que  le  rabatte- 
ment Ai  d'un  point  quelconque  (a,  d)  de  ce  plan 

se  trouve  sur  la  perpendiculaire  à  f  menée  par  a', 

^         et  à  une  distance  de  a'  égale  à  la  distance  aa. 

160.   Rabattement  d*un  plan  autour  de  sa  trace  horizontale.    — 

Supposons  d'abord  que  la  trace  horizontale  soit  quelconque  et  que 

le  plan  ne  soit  pas  vertical.  La 
solution  exposée  au  n®  156  est 
alors  textuellement  applicable  :  il 
suffit  de  remarquer  que  si  PaQ' 
est  le  plan  qu'il  s'agit  de  rabattre, 
les  projections  de  la  charnière  sont 
Pa  et  anj. 

Si  l'on  voulait  rabattre  la  trace 
verticale  du  plan,  il  suffirait  d'en 
rabattre  un  point  (m,  m'),  puique  le 
point  a  ne  bouge  pas.  D'ailleurs,  pour  rabattre  le  point  (m,  m')  on 
peut  :  ou  bien  employer  la  méthode  générale  de  rabattement  d'un 
point  quelconque;  ou  bien  se  servir  de  ce  que  la  distance  am'  de- 
meure constante  ;  de  sorte  que  le  rabattement  du  point  (m,  m')  se 
trouve,  d'une  part,  sur  la  perpendiculaire  à  Pa  menée  par  m,  d'autre 
part,  sur  la  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  am'.  Ces  deux 
lignes  se  coupant  en  deux  points,  il  semble  qu'il  y  ait  deux  solutions  ; 
mais  cela  tient  à  ce  que  Ton  peut  rabattre  soit  d'un  côté  de  «P,  soit  de 
l'autre. 

Supposons  maintenant  que  l'on  se  propose  de  rabattre  un  plan 
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vertical  autour  de  sa  trace  horizontale.  On  aura  alors  à  faire  les  cons- 
tructions indiquées  au  n»  159,  en  observant  que  la  projection  verticale 
de  la  trace  horizontale  est  sur  la  ligne  de  terre. 

Pour  rabattre,  dans  ce  cas,  la  trace  verticale  du  plan,  il  suffit  de 
oaener  la  perpendiculaire  à  aP  dans  le  plan  horizontal  et  par  le 
point  a;  on  aura  ainsi  le  rabattement  de  la  trace  verticale,  car,  quand 
'eplanest  vertical,  les  deux  traces  sont  rectangulaires  dans  l'espace 
et  en  rabattement. 

Supposons  enfin  que  la  trace  horizontale  soit  perpendiculaire  à  la 

"gne  de  terre,  c'est-à-dire  que  le  plan  soit  de  bout.  On  pourrait  encore 

employer  la  construction  générale,  mais  il  est  plus  commode  et  il 

rerient  au  même  d'observer  qu'on  a  alors  à  effectuer  une  rotation 

autour  d'un  axe  de  bout. 

^^1*  Kalxattement  d'un  plan  autour  de   sa  trace  verticale.  —  On 
a  encore  ti'ois  cas  à  examiner,  suivant  que  le  plan  est  quelconque, 
de  ^ut  ou  vertical, 
v^  résultats  sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  obtenus  dans  le 
ptoWme  précédent,  et  s'en  déduisent  en  changeant  simplement  par- 
tout horizontal  en  vertical,  ou  inversement. 

Au  fond,  il  n'y  aurait  nullement  lieu  d'examiner  ces  cas  particu- 
liers, puisqu'ils  se  résolvent  comme  le  cas  général  :  aussi  les  avons- 
nous  examinés  uniquement  à  titre  accessoire. 

162.  Problème  II  (inverse  du  précédent).  —  Un  plan  est  supposé 
rabattu  sur  un  plan  horizontal  ou  sur  un  plan  de  front  ;  on  connaît  le 

rabattement  d'une  figure  située  dans  ce  plan, 
et  Von  demande  de  construire  les  projections 
de  cette  figure. 

Considérons,  par  exemple,  un  plan  défini 
par  une  horizontale  (A,  h')  et  un  point  (a,  a'). 
Supposons  ce  plan  rabattu  autour  de  l'ho- 
rizontale (A,  A'j,  et  proposons-nous  de  cons- 
truire les  projections  d'une  figure  située  dans 
ce  plan  et  définie  par  son  rabattement.  Il  est 
clair  qu'il  suffit,  pour  cela,  de  résoudre  le 
problème  pour  un  point  quelconque  de  la  figure.  A  cet  eflfet,  on 
commence  toujours  par  rabattre  un  point  du  plan.  Rabattons  donc  le 
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point  (a,  a'),  et  soient  Ai  le  rabattement  ainsi  obtenu,  Bi  le  point  de 
la  figure  dont  on  cherche  les  projections.  Menons  AiB,;  cette  droite, 
qui  est  le  rabattement  de  la  droite  (aô,  o'é'),  rencontre  h  en  un 
point  c,  projection  horizontale  de  Tintersection  de  (A,  h!)  avec  {ab^db'). 
La  projection  verticale  d  de  ce  point  d'intersection  s'en  déduit  par 
une  ligne  de  rappel,  et  l'on  voit  que  les  projections  de  (aô,  a'é')  s'ob- 
tienneni  en  joignant  respectivement  c  et  </  à  a  et  a'. 

Cherchons  alors  la  projection  horizontale  du  point  (6,  b')  :  elle  doit 
se  trouver  sur  ac  et  sur  la  perpendiculaire  à  h  menée  par  B,  ;  donc 
elle  est  à  l'intersection  b  de  ces  deux  droites.  On  en  déduit  la  projec- 
tion verticale  b'  en  prenant  l'intersection  de  a'd  et  de  la  ligne  de 
rappel  du  point  b. 

La  seule  difficulté  que  puissent  présenter  les  constructions  réside 
dans  ce  que  le  point  c  peut  être  en  dehors  des  limites  du  dessin.  Mais 
ceci  sera  toujours  facile  à  éviter,  en  remplaçant  le  point  Aj  par  un 
autre  mieux  choisi.  Il  n'y  a,  pour  cela,  qu'à  construire  les  pro- 
jections d'une  droite  quelconque  du  plan,  dont  le  rabattement  passe 
par  Bi  et  rencontre  h  dans  les  limites  du  dessin. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  s'appelle  le  relèvement  du 
plan  rabattu. 

163.  Remarque.  —  Si  l'on  se  reporte  au  problème  I  (n®  156),  on  voit 
que  l'angle  ahai  est  égal  à  l'angle  ABC  du  plan  P  avec  le  plan  hori- 
zontal sur  lequel  on  rabat  le  plan  P.  (Ce  serait  l'angle  avec  le  plan 
vertical  si  le  rabattement  était  effectué  sur  un  plan  de  front.) 

Il  suit  de  là  que  tous  les  triangles  rectangles  analogues  à  aba^  sont 
semblables,  car  l'angle  abai  est  constant  quand  on  passe  d'un  triangle 
à  un  autre. 

On  pourrait  se  servir  de  cette  propriété  pour  relever  le  point  B„ 
après  quon  a  rabattu  (a,  a');  mais  il  faudrait  pour  cela  faire  usage  de 
la  règle  et  du  compas,  tandis  que  la  construction  que  avons  donnée 
dispense  de  se  servir  du  compas. 

164.  Usages  des  rabattements.  —  On  fait  usage  des  rabattements, 
soit  pour  déterminer  la  grandeur  d'une  figure  plane  donnée  par  ses 
projections,  ou  inversement,  soit  pour  ramener  à  des  problèmes 
sur  le  plan  certains  problèmes  de  géométrie  dans  l'espace.  C'est  ainsi, 
par  exemple,  qu'on  peut  résoudre  facilement  le  problème  suivant  : 
Mener  par  un  point  donné  la  parallèle  à  une  droite  située  dans  le  même 
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plan  de  profil  que  le  point.  On  rabat  le  plan  de  profil  sur  Tun  des 
plans  de  projection,  par  le  rabattement  du  point  on  mène  la  parallèle 
au  rabattement  de  la  droite  et  on  relève  le  plan  rabattu. 

Les  applications  du  problème  des  rabattements  sont  nombreuses,  et 
nous  les  rencontrerons  fréquemment  dans  la  suite  de  ce  cours.  Aussi 
nous  bornerons-nous,  actuellement,  à  en  traiter  deux. 

165.  Application  I.  —  Projections  d'un  cercle.  —  Soit  0  le 
centre  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  Q,  et  soit  P  un  plan  quel- 
conque, coupant  le  plan  Q  suivant  la 
droite  «p.  Menons  le  diamètre  AAj  du 
cercle  parallèle  au  plan  P,  c'est-à-dire 
parallèle  à  a^,  et  soit  BBi  le  diamètre  du 
cercle  perpendiculaire  au  premier.  On 
démontre  que  la  projection  du  cercle  0 
P  \  sur  le  plan  P  est  une  ellipse  ayant  pour 
centre  la  projection  du  point  0,  pour 
grand  axe  la  projection  de  AAi  et  pour  petit  axe  la  projection  de  BBi. 
Nous  allons  nous  proposer  de  construire  les  projections  d'un  cer- 
cle 0  connaissant  son  plan,  son  centre  et  son  rayon.  Pour  cela  suppo- 
sons le  plan  du  cercle  défini  par  une  horizontale  (A,  h')  et  par  le 
point  (o,  0%  centre  du  cercle  ;  puis  rabattons  le  plan  du  cercle 
autour  de  l'horizontale  sur  le  plan  horizontal  passant  par  cette  droite, 
et  soit  Oi  le  rabattement  du  centre.  Le  rayon  du  cercle  étant  connu, 
ainsi  que  son  centre,  on  peut  tracer  son  rabattement;  pour  achever  le 
problème  il  n'y  a  plus  alors  qu'à  relever  le  cercle  rabattu,  en  relevant 
successivement  autant  de  points  qu'il  est  nécessaire  d'en  avoir  pour 
pouvoir  tracer  la  projection  horizontale  et  la  projection  verticale. 
Dans  l'épure  ci-après  on  a  construit  les  projections  m  et  m!  du  point 
qui  est  rabattu  en  H],  ainsi  que  les  projections  mt  et  m!f  de  Mi/,  tan- 
gente au  cercle  rabattu,  au  point  Mi;  on  a  ainsi  obtenu  en  même 
temps  que  les  projections  du  point  les  tangentes  aux  projections  de 
même  nom  du  cercle. 

Pour  avoir  le  grand  axe  de  la  projection  iiorizontale  on  a  construit 
les  projections  des  points  Ai  et  Bi  situés  sur  le  diamètre  horizontal 
du  cercle,  diamètre  dont  le  rabattement  est  évidemment  parallèle  à  h; 
pour  avoir  le  petit  axe  de  la  même  projection,  on  a  construit  les  pro- 
jections des  points  C|  et  Dt,  extrémités  du  diamètre  perpendicu- 
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laire  au  premier.  On  détermine  d'une  manière  analogue  les  axes  de  la 
projection  verticale  :  on  construit  d'abord  une  ligne  de  front  du  plan 
du  cercle  et  son  rabattement  ;  on  mène  ensuite  les  diamètres  du  cercle 
parallèle  et  perpendiculaire  à  ce  rabattement  et  on  construit  les  pro- 


jections des  extrémités  de  ces  diamètres.  Le  grand  axe  de  la  projection 
verticale  est  la  projection  verticale  du  diamètre  parallèle  à  la  ligne  de 
front,  et  le  petit  axe  est  la  projection  verticale  du  diamètre  perpendi- 
culaire à  cette  ligne. 

En  général,  pour  résoudre  un  problème  quelconque  relatif  au  cer- 
cle, on  le  résout  pour  le  cercle  rabattu,  puis  on  relève  les  construc- 
tions.    . 


166.  Application  II.  —  Connaissant  les  six  arêtes  d'un   tétraèdre^ 
déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 
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Supposoxis  que  la  base  du  tétraèdre  soit  dans  le  plan  horizontal,  cas 
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auquel    on    peut  toujours  se    ramener   par   un   rabattement.    Soit 
donc  ABC  la  base  du  tétraèdre,  construite  en  observant  qu'on  en  con- 
naît les  trois  côtés.  Rabattons  sur  le  plan  horizontal  les  faces  adja- 
centes à  cette  base  ;  comme  les  longueurs  des  arêtes  sont  connues,  il 
sera  aisé  de  construire  les  rabattements  SiBC,  SiCA,  S3AB  de  ces 
faces,  puisqu'on  aura  à  construire  des  triangles  connaissant  les  trois 
côtés  de  chacun  d'eux.  Appelons  S  le  sommet  du  tétraèdre.  Il  est 
facile  d'en  obtenir  la  projection  horizontale  et  la  cote.  Pour  en  obtenir 
la  projection  horizontale,  imaginons  qu'on  relève  les  faces  rabattues. 
En  relevant  d'abord  la  face   SiBC,  on  voit  que  la  projection  horizon- 
tale du  sommet  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  à  BC  menée  par  Si. 
En  relevant  ensuite  la  face  S2CA,  on  voit  de  même  qu'il  se  trouve  sur 
la  perpendiculaire  à  CA  menée  par  Sj,  de  sorte  qu'il  se  trouve  à 
l'intersection  s  de  ces  deux  lignes.  Comme  vérification,  la  perpendi- 
culaire à  AB  menée  par  S3  doit  passer  par  s. 

Pour  obtenir  la  cote  du  sommet,  observons  que  si  l'on  voulait 
rabattre  la  face  SBC  en  appliquant  la  règle  du  triangle  rectangle  (156), 
on  aurait  à  construire  un  triangle  rectangle  (x$a,  ayant  pour  côtés  de 
l'angle  droit  st.  et  la  cote  du  point  S.  Or  nous  pouvons  construire  ce 
triangle  rectangle,  puisque  nous  en  connaissons  un  côté  «a  et  l'hypo- 
ténuse   0L<s  =  «Si.    On  en  déduit  la  cote  cherchée  s(s. 

AXTOVARI*   —  6É0M.  DESCB.  7 
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Cela  posé,  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  coupe  le  plan  hori- 
zontal suivant  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et  son  centre  est 
situé  sur  la  verticale  menée  par  le  centre  o  de  ce  cercle.  Coupons 
alors  la  sphère  par  le  plan  vertical  passant  par  os  :  ce  plan  passera 
par  le  centre  de  la  sphère  et  coupera  par  suite  celle-ci  suivant  un 
grand  cercle.  La  cote  du  centre  de  ce  cercle  achèvera  de  déterminer  le 
centre  de  la  sphère,  dont  le  rayon  sera  égal  à  celui  du  même  cercle. 

Pour  terminer  le  problème,  remarquons  que  le  plan  vertical  mené 
par  os  passe  aussi  par  le  sommet  du  tétraèdre,  de  sorte  qu'il  en  est  de 
même  du  grand  cercle  qu'il  détermine  dans  la  sphère.  Il  en  résulte 
que  si  l'on  rabat  ce  grand  cercle  sur  le  plan  horizontal,  on  connaîtra 
facilement  trois  points  du  rabattement,  savoir  :  les  deux  points  P  et  Q, 
où  os  rencontre  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC,  et  le 
rabattement  <r^  de  S  autour  de  o*,  rabattement  qui  se  trouve  sur  la 
perpendiculaire  à  os  menée  par  s  et  à  une  distance  de  s  égale  à  la 
cote  S7  du  sommet. 

Traçons  donc  la  circonférence  passant  par  les  trois  points  P,  Q,  gi  et 
nous  aurons  le  rabattement  du  grand  cercle  déterminé  dans  la  sphère 
circonscrite  par  le  plan  vertical  mené  par  os.  Soient  d  le  centre  de 
cette  circonférence  et  Diy  le  diamètre  oOi  qui  est  d'ailleurs  perpendi- 
culaire à  PQ  :  DU  est  le  diamètre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraè- 
dre, et  oOi  est  la  cote  du  centre  de  cette  sphère. 
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i.  Amener  une  droite  à  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre  par  des  chan- 
gements de  plans. 

2.  Deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan  6tant  données,  les  ame- 
ner à  avoir  leurs  projections  horizontales  ou  leurs  projections  verticales 
parallèles,  par  un  seul  changement  de  plan. 

3.  Résoudre  le  même  problème  par  une  seule  rotation. 

4.  Rendre  un  plan  donné  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  par  un  change- 
ment de  plan  ou  par  une  rotation. 
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5.  Deux  droîles  A  et  6  sont  définies  par  leurs  projections  horizontales, 
lears  traces  horizontales  et  les  cotes  de  deux  points  P  et  Q  pris  respecti- 
vement sur  les  deux  droites.  Mener  par  Tune  d'elles  un  plan  parallèle  à 
Tantre . 

6.  Les  données  restant  les  mêmes,  on  considère  A  et  B  comme  les 
lignes  de  plus  grande  pente  de  deux  plans  ;  trouver  la  projection  horizon- 
tale et  la  cote  d*un  point  de  Tintersection  de  ces  deux  plans. 

7.  On  donne  une  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  P  par  sa  projec- 
tion horizontale,  sa  trace  horizontale  et  la  cote  d'un  de  ses  points.  Ou 
définit  de  la  même  manière  une  droite  A,  et  Ton  demande  de  détermi- 
ner la  projection  horizontale  et  la  cote  de  Tintersection  de  la  droite  A  et 
du  plan  P. 

8.  Mener  par  un  point  donné  la  perpendiculaire  à  un  plan  donné,  à 
Taide  d*un  changement  de  plan. 

9.  Traiter  ce  problème  quand  le  plan  donné  passe  par  la  ligne  de  terre. 

iO.  Mener  par  un  point  donné  le  plan  perpendiculaire  à  une  droite  de 
pruQl,  à  Taide  d'un  changement  de  plan. 

11.  Amener  une  droite  à  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre  par  des  rota- 
tions. 

12.  Même  problème  en  employant  un  changement  de  plan  et  une  rota- 
tion. 

13.  Rendre  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  par  une  rotation. 

14  Amener,  par  une  rotation,  deux  plaas  à  avoir  leurs  traces  horizon- 
tales ou  leurs  traces  verticales  parallèles. 

15.  Faire  tourner  un  plan  autour  d'un  axe  vertical  donné  jusqu'à  ce  qu'il 
passe  par  un  point  donné. 

16.  Même  problème  en  remplaçant  Taxe  vertical  par  un  axe  de  bout. 

17.  Même  problème  en  supposant  Taxe  horizontal  ou  de  front. 

18.  Faire  tourner  un  point  d'un  angle  donné  autour  d'un  axe  quelcon- 
que (par  un  rabattement). 
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19 .  Deux  droites  A  et  B  se  coupent  et  Â  est  horizontale.  Faire  tourner 
B  autour  de  A  jusqu'à  ce  que  la  projection  horizontale  de  B  passe  par  un 
point  donné  du  plan  horizontal. 

20.  Môme  question  en  supposant  B  parallèle  à  A. 

21 .  A  et  B  sont  deux  droites  parallèles  ;  faire  tourner  B  autour  de  A 
jusqu'à  ce  que  la  projection  verticale  de  B  passe  par  un  point  donné 
du  plan  vertical. 

22.  On  donne  le  centre  d*un  cercle  îet  les  axes  de  sa  projection  horizon- 
tale. Construire  la  projection  verticale  de  ce  cercle  par  points  et  par  tan- 
gentes. 

23.  Étant  donnés  :  f**  un  point  0  situé  à  4"™,5  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal et  à  7<^™,5  en  avant  du  plan  vertical,  et  2°  le  plan  passant  par  0  et 
par  xy^  on  demande  : 

io  De  construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  s'appuyant  par 
sa  base  sur  le  plan  donné,  de  telle  soKe  que  le  centre  de  cette  base  soit 
au  point  0,  la  longueur  de  l'arête  étant  V^  ; 

2<>  De  faire  tourner  le  plan  donné  d'un  angle  de  90^  autour  de  la  verti- 
cale passant  par  le  sommet  du  tétraèdre  ; 

3<*  De  construire  les  projections  du  solide  dans  cette  nouvelle  position. 

(École  de  Saint-Cyr^  2*  concours^  1880 .  ) 


CHAPITRE  VI 

DISTANCES  ET  ANGLES  ;  APPUCATION  A  LA   CONSTRUCTION 

DES  ANGLES  TRIËDRES 


§1.   —  Détermination  de  la  distance  de  deux  points  ^ 
d'un  point  à  un  plan  et  d'un  point  à  une  droite. 

167.  Problème  I.  —  Connaissant  les  projections  de  deux  points, 
déterminer  leur  distance. 

On  remarque,  pour  résoudre  ce  problème,  que  la  longueur  de  la 

droite  qui  joint  deux  points  se  projette  suivant 
une  longueur  égale  sur  tout  plan  parallèle  à 
cette  droite.  Si  donc  on  amène  la  droite  à  être 
parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection,  la 
distance  des  projections  des  deux  points  sur 
ce  plan,  après  l'opération,  sera  la  distance 
demandée.  Nous  avons  vu  d'ailleurs  plus 
haut  qu'on  peut  rendre  une  droite  parallèle  à 
l'un  des  plans  de  projection  soit  par  une  rota- 
tion, soit  par  un  changement  de  plan.  Dans 
la  figure  ci-contre  on  a  fait  tourner  la  droite 
autour  de  la  verticale  du  point  (a,  a'),  et  la 
distance  cherchée  est  ly^a\ 

168.  Problème  II  (inverse  du  précédent).  —  Le  problème  inverse 
s^énonce  ainsi  : 

Connaissant  les  projections  d'une  droite^  porter  sur  celte  droite  une 
longueur  donnée^  à  partir  dun  point  donné. 

Pour  le  résoudre,  on  commence  par  amener  la  droite  à  être  paral- 
lèle à  l'un  des  plans  de  projection  ;  on  résout  le  problème  pour  la 
droite  dans  cette  position,  puis  on  revient  aux  anciennes  projections. 
Dans  la  figure  précédente  on  a  porté  la  longueur  donnée  en  alci  ;  elle 
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est  projetée  horizontalement  en  ad  après  la  rotation  ;  donc,  avant  la 
rotation,  ses  projections  sont  ac  et  aV. 

Comme  la  longueur  donnée  peut  être  portée  soit  d'un  côté  du  point 
(a,  0%  soit  de  l'autre,  le  problème  admet  deux  solutions. 

169.  Problème  III.  —  Déterminer  la  distance  d'un  point  à  un  plan. 

On  remarque  que  la  longueur  de  la  perpendiculaire  menée  du  point 

sur  le  plan  se  projette  suivant  une  longueur 
égale  sur  tout  plan  perpendiculaire  au  pre- 
mier. 

Soient  alors  PaQ'  et  (a,  a!)  le  plan  et  le 
point  donnés.  On  amène  le   plan   à  être 
perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projec- 
tion soit  par  un  changement  de  plan,  soit 
par  une  rotation.  Dans  Tépure  ci-contre  on 
a  fait  un  changement  de  plan  vertical  et 
on  a  pris  comme  nouveau  plan  vertical  le 
plan  perpendiculaire  à  aP  mené  par  le 
point  (a,  a').  Pour  avoir  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan,  on  a  déter- 
miné la  nouvelle  projection  verticale  du  point  (jb,  b')^  et  la  distance 
demandée  est  a[c[, 

170.  Problème  IV  (inverse  du  précédent).  —  Sur  la  perpendi- 
culaire à  un  plan,  menée  par  un  point  de  ce  plan^  porter  une  lon- 
gueur donnée. 

Soit  (a,  a!)  un  point  donné  dans  le  plan  PaQ^.  Prenons  comme 

nouveau  plan  vertical  le  plan  perpendi- 
culaire à  «P  mené  par  le  point  (a,  oQ, 
et  soient  PpQ/  et  (a,  a[)  le  plan  et  le 
point  dans  ce  nouveau  système  de  pro- 
■  I    '  1"         y^'^Vi   jections.  Les  projections  de  la  perpendi- 
JnJ    l^,j     ~p^      y    culaire  au  plan  menée  par  (a,  a[)  sont 
*y\|^>'^       ^         Xiyi  et  aie/,  et  si  sur  aib\  nous   por- 
/'fl  tons  aîci  égale  à  la  longueur  donnée, 

'^  nous  avons  en  (c,  cl)  les  projections  de 

la  deuxième  extrémité  de  cette  longueur 
dans  le  système  xij/i.  Pour  achever  la 
résolution  du  problème,  il  n'y  a  plus  qu'à  chercher  les  projections  c 
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et  c'  du  point  (c,  c[)  dans  le  système  xy.   Comme  vérilication,  a'c' 
doit  être  perpendiculaire  à  aty. 

171.  Problème  V.  —  Connaissant   les  projections  d*une  droite  et 
cellt*s  d'un  points  déterminer  la  distance  du  point  à  la  droite, 

La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  la  longueur  de  la  perpendi- 
culaire menée  du  point  sur  la  droite.  Pour 
l'obtenir,  on  rabat  le  plan  déterminé  par  la 
droite  et  par  le  point,  soit  autour  d'une  hori- 
zontale, soit  autour  d'une  frontale. 

Soient  alors  (rf,  rf)  la  droite  et  (a,  a')  le 
point  ;  nous  ferons  le  rabattement  autour 
de  Thorizontale  (ah.a'h'),  et,  comme  les  points 
(a,  a')  et  {h,  h')  sont  fixes,  il  suffit  de  rabat- 
tre un  point  quelconque  de  la  droite,  par 
exemple  le  point  {b,  b')  ;  on  obtient  ainsi  en 
//B,  le  rabattement  de  la  droite.  La  distance 
du  point  à  la  droite  est  la  longueur  aCi  de  la 
perpendiculaire  menée  du  point  a  sur  ABi. 
Le  point  Ci  est  le  rabattement  du  pied  de  la 
perpendiculaire  ;  par  des  constructions  in- 
verses, on  a  facilement  les  projections  c  et  c'  de  ce  point  ainsi  que 
les  projections  ac  et  aV  de  la  perpendiculaire. 

*72.  Remarque  L—  Quand  la  droite  est  parallèle  à  Tun  des  plans  de 
projection,  les  constructions  se  simplifient  en  faisant  le  rabattement 
auiouT  de  la  droite  :  la  droite  reste  ii\e  et  c'est  le  point  que  Ton  rabat. 
On  procède  en  particulier  ainsi  lorsque  la  droite  est,  ou  parallèle  à  la 
ligne  de  terre,  ou  confondue  avec  cette  ligne.  On  sait  d'ailleurs  que, 
dans  ce  cas,  la  distance  est  égale  à  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle 
qui  sert  à  effectuer  le  rabattement. 

Quand  la  droite  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection, 
la  distance  du  point  à  la  droite  est  projetée  suivant  une  longueur  égale 
sur  ce  plan.  Par  exemple,  si  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan 
lïorizontal,  la  distance  d'un  point  à  cette  droite  est  égale  à  la  distance 
de  la  projection  horizontale  du  point  à  la  projection  horizontale  de  la 
droite. 

I^  cas  où  la  droite  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection  peut 
se  ramener  à  celui  qui  vient  d'être  examiné,  par  un  changement  de 
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plan.  C'est  du  reste,  au  fond,  ce  que  Ton  fait  quand  on  détermine 
l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  dont  il  a  été  question  plus  haut  et 
dans  les  rabattements. 

173.  Remarque  II.  —  Enfin,  quand  on  veut  simplement  la  distance 
du  point  à  la  droite,  on  peut  quelquefois  avoir  avantage  à  employer 
une  méthode  basée  sur  la  remarque  suivante  : 
Soient  D  la  droite,  A  le  point  et  P  un  plan  passant  par  la  droite. 

Si  Ton  mène  AB  perpendiculaire  au  plan  P  et 
BC  perpendiculaire  à  la  droite  D,  dans  ce  plan, 
AC  est  la  distance  cherchée,  en  vertu  du  théo- 
rème des  trois  perpendiculaires.  La  distance 
cherchée  est  donc  l'hypoténuse  du  triangle  rec- 
tangle ABC. 

D'après  cela,  supposons  que  le  plan  P  soit 
l'un  des  plans  projetant  la  droite,  le  plan  proje- 
tant horizontalement  par  exemple,  et  représen- 
tons la  droite  et  le  point  par  leurs  projections  en 
(d,  d!)  et  en  (a,  a').  La  droite  AB  est  alors  pro- 
jetée en  (aé,  a'bf)  et,  pour  obtenir  la  longueur  BC,  il  suffit  de  rabattre 
le  plan  vertical  mené  par  la  droite  sur  le  plan  horizontal  passant  par 

le  point.  En  prenant  APi  =  b'^'  et  en  joignant 
le  point  0  au  point  Pi,  on  obtient  ainsi  en  Dt 
le  rabattement  de  D  et  en  frCi  le  rabattement 
de  BC.  Comme  d'ailleurs  AB  est  égale  à  sa 
projection  horizontale  aô,  le  triangle  rectan- 
gle ABC  est  facile  à  construire  en  aèCj,  ce  qui 
donne  en  aC:  la  distance  demandée. 

Ajoutons  qu'en  relevant  le  point  rabattu  en 
Cl,  on  aurait  les  projections  du  pied  de  la 
perpendiculaire  et,  finalement,  les  projec- 
tions de  cette  perpendiculaire  en  joignant  aux 
projections  de  même  nom  du  point  A. 


§  n.  —  Pliu;  courte  distance  de  deux  droites. 


174.  Première  méthode. —  Soient  D  et  A  les  deux  droites  et  P  le 
plan  mené  par  l'une  d'elles  parallèlement  à  l'autre  ;  supposons,  pour 
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fixer  les  idées,  que  ce  plan  ait  été  mené  par  D  parallèlement  à  a.  On 
apprend  en  Géométrie  que  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
est  la  distance  d'un  point  quelconque  de  A  au  plan  P,  et  le  pro- 
blème est  ainsi  ramené    à 
un  autre  déjà  résolu. 

Dans  répure  ci-contre, 
les  deux  droites  données 
sont  (d,  d!)  et  (5,  o'j;  le 
plan  P  est  déterminé  par  la 
droite  (d,  df)  et  par  la  pa- 
rallèle (81,  8;)  à  (5,  8% 
menée  par  un  point  quel- 
conque (0,  &)  de  (rf,  d!).  On 
a  déterminé,  dans  le  plan  P, 
une  horizontale  (A,  h')  et 
une  frontale  (/*,  /')  ;  puis, 
par  un  point  quelconque 
(a,  a!)  de  (8,  8'),  on  a  mené 
la  perpendiculaire,  (ab^alb') , 
au  plan  P. 

Le  pied  (6,^')  de  cette  per- 
pendiculaire sur  le  plan  P  a 
été  déterminé  en  coupant  le 
plan  P  par  le  plan  projetant 
verticalement  (a6,  cdb^.  La 
distance  du  point  (a,  a!)  au  plan  P,  c'est-à-dire  la  plus  courte  distance 
des  deux  droites  D  et  A,  est  alors  égale  à  la  distance  des  deux  points 
[cLy  a!)  et  (6,  b').  On  a  déterminé  cette  distance  en  faisant  tourner 
(ab,  aib')  autour  de  Taxe  vertical  (a,  a%  de  manière  à  la  rendre  paral- 
lèle au  plan  vertical.  On  a  ainsi  en  a!b[  la  plus  courte  distance 
cherchée. 


175.  Deuxième  méthode.  —  La  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser présente  un  inconvénient  :  elle  permet  d'obtenir  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites,  mais  ne  fournit  pas  la  perpendicu- 
laire commune  à  ces  deux  lignes.  Par  la  méthode  suivante,  on  obtient 
à  la  fois  la  perpendiculaire  commune  et  la  plus  courte  distance  : 

Soient  toujours  D  et  A  les  deux  droites  données.  On  commence  par 
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déterminer  la  direction  Di  de  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux 
droites;  puis  on  mène  la  droite  parallèle  à  Dj,  s'appuyant  sur  D  et 
sur  A.  Cette  parallèle  rencontre  D  et  a  aux  points  respectifs  A  et  B, 
dont  la  distance  est  égale  à  la  plus  courte  distance  cherchée. 

Pour  déterminer  la  direction  D|,  on  observe  qu'elle  est  perpendi- 
culaire à  la  fois  à  D  et  à  a;  donc,  on  peut  :  ou  bien  la  considérer 
comme  perpendiculaire  à  tout  plan  parallèle  aux  deux  droites,  par 
exemple  au  plan  P  dont  il  a  été  question  dans  la  première  méthode  ; 
ou  bien  la  considérer  comme  l'intersection  de  deux  plans  perpendi- 
culaires respectivement  à  D  et  à  a. 

C'est  cette  seconde  manière  d'envisager  D,  qui  a  été  adoptée  pour 
Texécution  de  l'épure  ci-dessous.  Les  deux  droites  données  sont  encore 
(rf,  d')  et  (S,  8')  ;  PaQ'  et  PpQ'  sont  les  deux  plans  respectivement  per- 
pendiculaires à  (d,  d!)  et  à  (8,  8%  et  qui  se  coupent  suivant  la  direction 
(di,  d'i)  de  la  perpendiculaire  commune.  Par  un  point  quelconque 


\ 


y/ 


V 


■^ 


y 


\  i 


;^ 


\ 


\ 


^^. 


/ 


v^ 


y 


\ 

X 


^ 


\ 


\ 


(m,  lïi)  de  (d,  dl)  on  a  mené  (dj,  d;)  parallèle  à  (di,  d',),  et  on  a  déter- 
miné l'intersection  de  (8,  8^)  avec  le  plan  des  deux  droites  D,  D,.  Enfin, 
par  le  point  (6,  V)  ainsi  obtenu  on  a  mené  la  parallèle  (ds,  di)  à 
(dl,  dJ)  :  cette  parallèle  est  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
droites  D  et  a.  Elle  coupe  D  en  (a,  0%  a  en  (6,  //),  et  la  distance  de  ces 
deux  points  est  la  plus  courte  distance  cherchée.  Celle-ci  a  été  obtenue 
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en  Oibi  par  un  rabattement,  sur  le  plan  vertical,  du  plan  de  bout  mené 
par  (ab,  a'b^), 

176.  Premier  cas  particulier.  —  Vune  des  deux  droites  est  verti- 
cale ou  de  bout. 

Ce  cas  a  déjà  été  examiné  incidemment  à  propos  des  rotations.  Nous 
allons  néanmoins  le  reprendre  à  nouveau  comme  application  de  la 
méthode  générale. 

Soient  donc  (d,  d')  et  (8,  8')  les  deux  droites  données,  dont  Tune, 
la  première  par  exemple,  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal.  Le 

plan  parallèle  à  (d,  d^)  mené  par  (8,  8')  est  le  plan 
(lui  projette  horizontalement  (8,  8').  La  direction 
de  la  perpendiculaire  commune  est  donc  l'hori- 
zontale perpendiculaire  à  ce  plan,  ce  qui  veut 
dire  que  sa  projection  horizontale  est  perpendi- 
culaire à  8,  et  que  sa  projection  verticale  est  per- 
pendiculaire aux  lignes  de  rappel.  Mais  cette  per- 
pendiculaire commune  devant  s'appuyer  sur  D, 
sa  projection  horizontale  passe  par  le  point  d, 
projection  horizontale  de  tous  les  points  de  D  ; 
il  en  résulte  que  la  perpendiculaire  commune  est 
projetée  horizontalement  suivant  la  perpendicu- 
laire da  à  8,  menée  par  le  point  d.  Le  point  de  rencontre  de  la  perpen- 
diculaire commune  avec  a  sera  donc  projeté  horizontalement  à  l'inter- 
section a  de  (fa  et  de  8.  On  en  déduit  la  projection  verticale  a  de  ce 
point  par  une  ligne  de  rappel,  et  ensuite,  la  projection  verticale  a'd 
de  la  perpendiculaire  commune. 

Quant  à  la  plus  courte  distance  des  deux  droites,  elle  est  évidem- 
ment égale  à  da,  puisque  la  perpendiculaire  commune  est  horizontale. 
On  raisonnerait  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  pour  trouver  la 
plus  courte  distance  de  deux  droites  et  leur  perpendiculaire  com- 
mune, quand  l'une  de  ces  deux  droites  est  de  bout  au  lieu  d'être 
verticale. 

177.  Remarque.  —  On  peut  ramener  le  cas  général  à  ce  cas  particu- 
lier ou  par  des  changements  de  plans,  ou  par  des  rotations,  ou  par 
des  changements  de  plans  et  des  rotations  combinés. 

178.  neuxlëme  cas  particulier.  —  Les  deux  droites  ont  deux  projec- 
tions de  même  nom  parallèles. 
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Supposons,  par  exemple,  les  projections  verticales  parallèles,  et 
soient  encore  (rf,  d!)  et  (8,  S')  les  deux  droites  données. 

Si  Ton  voulait  simplement  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites,  il  suffirait  de  re- 
marquer que  les  plans  projetant  verticale- 
ment les  deux  droites  étant  parallèles,  le  plan 
projetant  verticalement  (d,  d%  par  exemple, 
est  le  plan  mené  par  cette  droite  parallèle- 
ment à  l'autre.  Dès  lors,  la  plus  courte  dis- 
tance cherchée  est  égale  à  la  distance  de  ces 
deux  plans  parallèles  ;  et  comme  ceux-ci  sont 
do  bout,  elle  est  égale  à  la  distance  de  leurs 
traces  verticales  d!  et  5'. 

Pour  obtenir  en  même  temps  la  perpendi- 
culaire commune,  on  observe  qu'elle  est  de 
Iront,  puisqu'elle  est  perpendiculaire  aux 
deux  plans  de  bout  menés  respectivement  par  d!  et  par  8'.  On  en  con- 
naît donc  la  direction  (di,  rfS),  dont  la  projection  horizontale  est  per- 
pendiculaire aux  lignes  de  rappel  et  dont  la  projection  verticale  est 
perpendiculaire  commune  à  d'  et  à  8'  :  cette  direction  a  été  menée, 
dans  l'épure  ci-dessus,  par  le  point  (c,  cTj  pris  sur  (d,  d'). 

Il  ne  reste  donc  plus  alors  qu'à  mener  la  parallèle  (a6,  a'b')  à 
(di,  dj),  s'appuyant  sur  (d,  d)  et  sur  (S,  l').  Cette  parallèle  est  la  per- 
pendiculaire commune  cherchée. 
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179.  Troisième  cas  particulier.  —  Les  deux 
droites  sont  paraWHes  au  même  flan  de  pro- 
jection. 

Supposons-les,  par  exemple,  parallèles  au 
plan  horizontal,  et  soient  (d,  d')  et  (8,  l')  ces 
deux  droites.  Il  est  manifeste  que  la  perpen- 
diculaire commune  est  la  verticale  (aft,  a'b^) 
qui  s'appuie  sur  les  deux  droites,  et  que  la 
plus  courte  distance  est  égale  à  la  longueur 
de  a'b'. 
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Î5  m.  —  Détermination  des  angles  de  deux  droites 
et  dune  droite  avec  un  plan. 


180.  Angle  de  deux  droites.  —  On  appelle  angle  de  deux  droites 
situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  l'angle  formé  par 
les  parallèles  à  ces  deux  droites,  menées  par  un  point  quelconque. 
D'après  cette  définition,  la  recherche  de  l'angle  de  deux  droites  quel- 
conques peut  toujours  se  ramener  à  la  recherche  de  l'angle  de  deux 
droites  qui  se  coupent. 

181.  Problème  I.  —  Connaissant  les  projections  de  deux  droites  qui 
se  coupent^  déterminer  leur  angle. 

La  méthode  employée  consiste  à  rabattre  le  plan  de  ces  deux  droites 

soit  autour  d'une  horizontale,  soit  autour 
d'une  frontale  de  ce  plan. 

Dans  l'épure  ci-contre  les  deux  droites 
sont  représentées  en  (oa,  c'a')  et  (oé,  o'b')  ; 
le  rabattement  a  été  effectué  autour  de 
l'horizontale  (ab,  a'b')^  en  remarquant  qu'il 
suffit  de  rabattre  le  point  (o,  o').  L'angle 
cherché  est  rabattu  en  aOi6. 

Remarque.  —  On  peut  se  proposer 
de  déterminer  les  projections  des  bissec- 
trices   des   angles    formés    par  les  deux 

droites.  Pour  cela,  on  construit  les  bissectrices  des  angles  rabattus  ; 

soit  Ojc  Tune  d'elles,  rencontrant  la  charnière  au  point  (c^d);  {oc^o'c') 

est  Tune  des  bissectrices  cherchées.  On  opérerait  de  même  pour  l'autre 

bissectrice. 

182.  Problème  II  (inverse  du  précédent).  —  Par  un  point  pris  sur 
un  plan^  mener  une  droite  faisant  un  angle  donné  avec  une  droite 
donnée  dans  ce  plan. 

Nous  pouvons  supposer  le  plan  déterminé  par  la  droite  et  par 
le  point  donnés.  Soient  donc  (d,  d')  la  droite  et  (o,  o')  le  point.  Rabat- 
tons le  plan  autour  de  la  frontale  (/,  f)  du  point    (o,  o')  :   il  suffit. 
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pour  cela,    de    rabattre    un    point  quelconque  (m^m')   de    {d^  d'), 

et  Ton  obtient  ainsi  en  c'mi  le 
rabattement  de  (d,rf).  Menons 
alors  par  le  point  o'  les  droites 
o'afi  et  o'bi  faisant  l'angle 
donné  avec  c'mi,  et  relevons 
les  points  a\  et  61  en  (a,  a') 
et  en  (6,  6').  Nous  obtenons 
ainsi  en  (oa^  o'a!)  et  en  (o6, 
o'b')  les  deux  droites  qui  ré- 
pondent à  la  question.  Comme 
cela  est  évident,  le  problème 
admet  toujours  deux  solutions, 
si  Tangle  donné  n'est  pas  droit. 

183.  Angle  d'une  droite  et 

d*un    plan.     —    On    appelle 

angle  d'une  droite  D  et  d'un 

plan    P    non    parallèle    à    la 

droite,  l'angle  aigu  formé  par 

la  droite  D  avec  sa  projection  sur  le  plan  P.  Soient  A  le  point  de 

rencontre  de  la  droite  et  du  plan  et  B6  la  perpendiculaire  menée 

d'un  point  quelconque  B  de  la  droite  sur  le  plan  ;   la  projection 

de  la  droite  est  A6,  et  l'angle  de  la  droite  et  du 
plan  est  l'angle  aigu  BA6.  Cet  angle  est  le  com- 
plément de  l'angle  aigu  AB(  qui  est  l'angle  aigu 
formé  par  D  avec  la  perpendiculaire  Bô  menée 
au  plan  P  par  un  point  quelconque  de  D.  Con- 
naissant l'angle   AB6,  on   connaît  évidemment 
l'angle  BA6  ;  donc  la  recherche  de  l'angle  de  la 
droite  D  et  du  plan  P  se  ramène  à  la  recherche 
de  l'angle  de  deux  droites  D  et  B6,  problème  que  nous  venons  de 
résoudre.  Nous  allons  néanmoins  indiquer  toutes  les  constructions  à 
faire  pour  déterminer  l'angle  d'une  droite  avec  les  plans  de  projection. 

184.  Problème  III.  —  Connaissant  les  projections  d'une  droite^  déter- 
miner  les  angles   qu'elle   forme   avec   les  deux  plans  de  projection. 
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Premiep  cas.  —  Angle  avec  le  plan  horizontal,  —  Soient  ab  et 
a'fr'  les  projections  de  la  droite.  Si  Ton  prend  comme  nouveau  plan 

vertical  le  plan  qui  projette  horizontalement 
la  droite,  celle-ci  coïncide  avec  sa  projection 
verticale  nouvelle,  sa  projection  horizontale 
coïncide  avec  la  nouvelle  ligne  .de  terre,  et 
l'angle  formé  par  ces  deux  droites  est  Tangle 
cherché.  La  nouvelle  projection  verticale  étant 
a\b'xy  Tangle  cherché  est  b\a'iZ. 

On  peut  encore  obtenir  l'angle  de  la  droite 
et  du  plan  horizontal  en  amenant  le  plan  qui 
projette  horizontalement  la  droite  à  être  pa- 
rallèle au  plan  vertical  ;  car  alors  Tangle  se  projette  verticalement 
suivant  un  angle  égal. 


Demdème  cas.  —  Angle  avec  le  plan  vertical,  —  On  pourrait  obtenir 
cet  angle  par  une  méthode  analogue  à  celle  qui  a  été  employée  dans 

le  premier  cas,  c'est-à-dire  en  prenant  comme 
nouveau  plan  horizontal  le  plan  qui  projette 
verticalement  la  droite.  Au  lieu  de  cela,  nous 
adopterons  la  méthode  que  nous  avons  seule- 
ment indiquée  dans  le  premier  cas  :  nous  amè- 
nerons, par  une  rotation,  le  plan  qui  projette 
verticalement  la  droite  à  être  parallèle  au 
plan  horizontal. 

Si  Ton  fait  tourner  autour  de  l'axe  de  bout 
mené  par   (a,  a^),    les  nouvelles  projections 
de  la  droite  sont  ab^  et  a'b\^  et  l'angle  demandé 
est  bxttz. 
Bien  que  les  constructions  soient  différentes,  il  est  bien  clair  que  les 
d€ux  méthodes,  au  fond,  sont  identiques,  puisque  dans  les  deux  cas 
OH  amène  l'angle  à  évaluer  à  être  parallèle  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection. 

183.  Problème  IV  (inverse  du  précédent).  —  Mener  par  un  point 
donné  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  pro- 
jection. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  (aft,  a'b')  la  droite  cherchée 
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menée  par  le  point  donné  {a^a').  Nous  allons  chercher  à  déterminer 
un  second  point  (é,  b')  de  la  droite  en  nous  donnant  arbitrairement  sa 

distance  /  au  point  (a,  d),  A  cet  effet, 
opérons  comme  si  nous  voulions  déter- 
miner les  angles  de  la  droite  avec  les  plans 
de  projection.  Faisons  d'abord  tourner  la 
droite  autour  de  Taxe  vertical  mené  par 
(a,  a')  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parallèle  au 
plan  vertical;  si  on  suppose  le  point  (6,  b') 
connu,  apros  la  rotation  il  vient  en  (61,  ôj), 
et  dans  le  triangle  rectangle  a'b\z  on  con- 
naît la  longueur  a'b\  =  /  et  l'angle  ciVy:^ 
qui  est  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan 
horizontal.  On  peut  donc  construire  ce  triangle  rectangle  et  tracer  la 
parallèle  b\z  à  xy  ainsi  que  la  circonférence  de  centre  a  et  de 
rayon  ab^  =  b\z  ;  la  première  de  ces  deux  lignes  donne  un  lieu 
géométrique  du  point  b'  et  la  deuxième  donne  un  lieu  géométrique 
du  point  b.  Nous  allons  chercher  un  second  lieu  géométrique  du 
point  b. 

Pour  cela,  cherchons  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  vertical,  eu 
faisant  tourner  autour  de  l'axe  de  bout  mené  par  (a,  a^),  jusqu'à  ce 
que  la  droite  soit  parallèle  au  plan  Iiorizontal  ;  ses  nouvelles  projec- 
tions sont  alors  abt  et  a'b'^  ;  en  outre,  dans  le  triangle  rectangle  at^t 
on  connaît  aé»  =  Z  et  l'angle  ab%t  qui  est  l'angle  de  la  droite  avec 
le  plan  vertical.  On  peut  donc  construire  ce  triangle  rectangle  et  tracer 
bbt  parallèle  à  ay,  ce  qui  donne  un  second  lieu  géométrique  du 
point  b.  Le  point  b  étant  ainsi  déterminé,  on  en  déduit  le  point  b' 
par  une  ligne  de  rappel. 

On  peut  construire  le  triangle  ab^t  soit  au-dessus  de  a6i,  soit  au- 
dessous;  pareillement,  le  triangle  a'b[z  peut  être  construit  soit  au- 
dessus,  soit  au-dessous  de  a!b'^.  Il  suit  de  là  que  si  le  problème  est 
possible,  il  peut  admettre  jusqu'à  quatre  solutions  ;  il  n'en  admet  que 
deux  si  la  droite  bb^  est  tangente  à  la  circonférence  ab^. 

Pour  qu'il  y  ait  quatre  solutions,  il  faut  que  662  coupe  la  circonfé- 
rence a^i,  ce  qui  s'exprime  par  l'inégalité  at  <  abi  (distance  du 
centre  à  la  droite  inférieure  au  rayon  de  la  circonférence).  Appelons  h 
et  V  les  angles  respectifs  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal  et  avec  le 
plan  vertical  ;  les  triangles  rectangles  ab%t  et  a'blz  donnent  facile- 
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ment     at  =  l  sin  v      et     abi  =  zb[  =  /  sin  (  —  —  /m.     L'inégalité 
devient  ainsi,  après  réduction, 

sin  V  <  sin  (  -3 —  h\ 
et,  comme  les  angles  sont  aigus,  on  en  déduit      v  <^  —  —  h      et 

Si  au  lieu  de    A  -h  w  <  -tt     on  avait    A  -+- 1)  =  -r-j    on  aurait 

2  2 

at  =  abi    et  la  droite  bbi  serait  tangente  à  la  circonférence  :  dans  ce 
cas  le  nombre  des  solutions  se  réduirait  à  deux,  situées  dans  le  plan  de 

profil  du  point  (a,  a').  Enfin,  si  A  -f- 1?  >  -0-5    il  n'y  a  pas  de  solution. 

z 


§  IV.  —  Détermination  de  f  angle  de  deux p tans. 

186.  lodicaiion  de  la  méthode.  —  On  mesure  l'angle  dièdre  formé 
f)ar  deux  plans  au  moyen  de  l'angle  plan  correspondant.  On 
obtient  du  reste  l'angle  plan  correspondant  à  un  dièdre  formé  par 
deux  plans  P  et  Q  en  coupant  ces  deux  plans  par  un  troisième,  R, 
perpendiculaire  à  leur  intersection;  si  l'on  appelle  D  l'intersection 
des  deux  plans  P  et  R,  Di  l'intersection  des  deux  plans  Q  et  R,  l'angle 
plan  correspondant  au  dièdre  est  l'angle  des  deux  droites  D  et  Di. 
On  ramène  ainsi  la  détermination  de  l'angle  de  deux  plans  à  celle  de 
l'angle  de  deux  droites  (*}.  Nous  allons  examiner  les  divers  cas  qui 
peuvent  se  présenter,  en  observant  d'ailleurs  que  l'on  peut,  si  cela 
parait  avantageux,  remplacer  les  deux  plans  donnés  par  deux  autres 
plans  quelconques  respectivement  parallèles  aux  premiers. 

187.  Problème  I.  —  Trouver  F  angle  de  deux  plans  définis  par  leurs 
traces. 

En  remplaçant,  s'il  y  a  lieu,  les  deux  plans  par  deux  autres  respec- 


(*}  On  peut  encore  ramener  la  détermination  de  Tangle  de  deux  plans  à  celle  de 
l'angle  de  deux  droites,  en  observant  que  Fangle  de  deux  plans  est  égal  à  celui  de 
leurs  normales  respectives. 

AMTOMAm.   —   OâOM.  DESCil.  8 
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tivement  parallèles,  on  peut  toujours  supposer  que  les  deux  plans  se 

coupent  dans  les  limites 
du  dessin.  Soient  donc 
paç',  j)^(jf  les  deux  plans 
donnés,  (pq^p'q')  leurin- 
tereection.  Si  on  coupe 
les  deux  plans  par  un  plan 
R  perpendiculaire  à  leur 
intersection ,  les  traces 
de  ce  plan  sont  perpen- 
diculaires aux  projec- 
tions de  même  nom  de 
la  droite.  En  particulier, 
la  trace  horizontale  est 
une  droite  quelconque 
ab,  perpendiculaire  à  pq. 
Ce  plan  R  coupe  les  deux 
plans  donnés  suivant 
deux  droites,  et  c'est 
Tangledeces  deux  droites 
que  nous  cherchons.  Pour  le  déterminer,  nous  rabattons  le  plan  R  sur 
le  plan  horizontal,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace  horizon- 
tale ab.  Les  deux  points  a  et  6  qui  appartiennent  respectivement  aux 
côtés  de  Tanglc  restent  fixes,  puisqu'ils  .sont  sur  la  charnière,  et  il  n'y  a 
plus  qu'à  rabattre  le  sommet  de  l'angle. 

Pour  cela,  changeons  de  plan  vertical  et  prenons  comme  plan  ver- 
tical le  plan  qui  projette  horizontalement  (pq^  p'q'),  de  sorte  que  la 
nouvelle  ligne  de  terre,  a:it/i,  sera  confondue  avec  pq.  La  nouvelle 
projection  verticale  de  (py,  p'q')  étant  pq'i^  la  nouvelle  trace  verticale 
du  plan  R  est  la  perpendiculaire  à  pq[  menée  par  le  point  w.  Il  en 
résulte  que  le  sommet  de  l'angle  à  déterminer  est  projeté  verticalement 
en  ci  dans  le  système  défini  par  la  ligne  de  terre  ar,yi;  sa  projec- 
tion horizontale  est  d'ailleurs  sur  x^y^  en  c,.  Si  donc  on  rabat  le 
plan  R  sur  le  plan  horizontal,  comme  cela  revient  à  effectuer  une 
rotation  autour  de  l'axe  ab^  qui  est  un  axe  de  bout  dans  le  sys- 
tème Xij/i,  le  rabattement  de  ce  point  sera  le  point  Ci  situé  à  l'inter- 
section de  pq  et  de  la  circonférence  de  centre  w  et  de  rayon  f«ci. 
L'angle  cherché  sera  donc  rabattu  en  aCib. 
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Comme  on  le  voit,  la  trace  horizontale  du  plan  R  suffit  pour  résoudre 
le  problème.  On  pouvait,  bien  entendu,  faire  usage  de  la  trace  verti- 
cale comme  on  a  fait  usage  de  la  trace  horizontale,  et  on  aurait  été 
conduit  à  des  constructions  analogues,  effectuées  sur  le  plan  vertical. 

188.  Plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  deux  plans.  — 

Pour  déterminer  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  deux 
plans  paç^  et  p?y',  on  commence  par  construire  l'angle  aCib  de  ces 
deux  plans,  comme  plus  haut.  On  mène  ensuite  les  bissectrices  de 
cet  angle  et  de  l'angle  supplémentaire;  soit  dr  Tune  de  ces  bissec- 
trices, rencontrant  ab  au  point  r.  Ce  point  r  appartient  évidemment  à 
la  trace  horizontale  de  l'un  des  plans  bissecteurs  cherchés.  Il  en  résulte 
que  ce  plan  sera  défini  par  ses  traces  py  ^^  Y?'»  puisqu'il  passe  par  la 
droite  (py,pY)-  On  déterminerait  de  même  le  second  plan  bissecteur. 

189.  Problème  II  (inverse  du  précédent).  —  On  donne  un  plan  et 
une  droite  de  ce  plan;  mener  par  la  droite  un  plan  faisant  un  angle 
donné  avec  le  premier. 

Soient  (fig.  précédente)  paq'  le  plan  donné  et  (pq^  p'q')  la  droite  don- 
née. Supposons  le  problème  résolu  et  soit  p^q'  le  plan  demandé.  Cher- 
chons l'angle  des  deux  plans  en  procédant  comme  cela  a  été  indiqué 
au  no  187.  Nous  obtenons  ainsi  en  aCi6  cet  angle  rabattu,  et  dans  le 
rabattement  nous  connaissons  le  point  a  et  le  point  Gj.  Par  conséquent, 
si  BOUS  menons  Ci6  faisant  avec  Cia  l'angle  donné,  nous  aurons  le 
point  b  de  la  trace  horizontale  du  plan  inconnu.  La  trace  horizontale 
elle-même  sera  p6p,  et  l'on  en  déduira  la  trace  verticale  ^q'. 

Comme  l'on  peut  mener  deux  droites  faisant  l'angle  donné  avec  Gia, 
le  problème  admet  deux  solutions.  Il  n'y  en  a  qu'une  qui  soit  indiquée 
sur  la  figure,  mais  on  obtiendrait  l'autre  de  la  même  manière. 

190.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer  que  la  méthode  indiquée 
au  Ti9  186  pour  trouver  l'angle  de  deux  plans  ne  souffre  aucune 
exception.  Dans  les  applications,  elle  ne  présente  guère  qu'une  dif- 
ficulté, facile  à  surmonter  à  Taide  des  changements  de  plans  ou  des 
pjtations,  s'il  y  a  lieu.  Cette  difficulté  réside  uniquement  dans  la  déter- 
mination du  plan  perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux  plans 
donnés  et    des  droites  suivant  lesquelles  ceux-ci  sont  coupés  par 

celui-là. 
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Déterminer  l'angle  de  deux  plant  définis 


191.  Problème  III.  - 

d'une  manière  quelconqut 

Quelle  que  soit  la  définition  des  deux  plans,  noua  commencerons 
par  construire  leur  intersection  et  nous  prendrons  un  point  sui;  cha- 
cun d'eux;  de  sorte  que  chacun  des  plans  sera  défini  par  une  droite 
et  par  un  point,  avec  cette  condition  en  plus  que  les  droites  sont 
conrondues  avec  l'intersection  des  deux  plans. 

Considérons  donc  un  premier  plan  défini  par  la  droite  (d,  d')  et  par 
le  point  (a,  a'),  et  un  second  plan  qui  passe  par  la  droite  (d,  d')  et  par 
un  point  {b,  b').  Coupons  les  deux  plans  par  un  troisième  plan,  R, 
perpendiculaire  à  (d,  d')  et  mené  par  un  point  quelconque  de  l'espace, 
par  exemple  par  le  point  (a,  a')  ;  puis  cherchons  les  droites  d'intersec- 
tion du  plan  R  avec  les  deux  autres  respectivement.  Pour  cela,  suppo- 
sons le  plan  R  défini  par  l'horizontale 
et  par  la  frontale  du  point  (a,  a'),  et 
>^     y'  construisons  d'abord  son  point  de  ren- 

contre (o,  o')  avec  {d,  d"};  nous  aurons 
ainsi  en  (oa,  o'a')   l'intersection  du  plan 


_'  l^sffL         ^  "'^  '®  P'***  défini  par  (d,  d')  et  par 
"~-^-  {a.a-). 

Pour  trouver  l'intersection  du  plan  R 
avec  le  plan  déterminé  par  {d,  d)  et  par 
{b,  b/),  il  suffit  évidemment  de  joindre 
°  le  point  (o,  o")  au  point  de  rencontre 

(c,  c')  du  plan  R  avec  la  parallèle  à  {d,  d') 
menée  par  le  point  {b,b');  car  le  plan 
déterminé  par  {d,  d!)  et  par  (i,  6')  est 
le  même  que  celui  qui  est  déterminé 
par  {d,  d')  et  par  la  parallèle  à  cette 
droite  menée  par  le  point  (b,  f/). 
\l/  Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  dé- 

/  terminer  l'angle  des  deux  droites   (oa, 

o'd)  et  {oc,  o'c").  Il  suffit,  pour  cela,  de 
rabattre  le  plan  R  autour  de  l'horizon- 
tale {ne,  a'e'),  ce  qui  donne  en  aOie  l'angle  demandé. 


192.  Problème  IV. 

plans  de  projection. 


Déterminer  les  anqles   d'un  plan  avec   les 
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L'angle  d'un  plan  avec  le  plan  horizontal  peut  être  obtenu  en  rabat- 
tant un  point  du  plan  autour  d'une  horizontale  de  ce  plan,  par  l'ap- 
plication  de  la  règle  du  triangle  rectangle. 

On  peut  aussi  Tobtenir  par  la  méthode  générale  indiquée  au  nu- 
méro 186. 

On  peut  obtenir,  de  même,  l'angle  d'un  plan  avec  le  plan  vertical, 
soit  par  l'application  de  la  méthode  générale,  soit  par  le  rabattement 
d'un  point  du  plan  autour  d'une  frontale  de  ce  plan. 

Ces  diverses  manières  sont  du  reste  identiques  quant  au  fond,  et 
leurs  seules  différences  résident  dans  le  procédé  d'exposition.  A  ce 
point  de  vue,  il  y  a  peut-être  avantage  à  procéder  comme  il  suit  : 

l'*  Angle  d'un  plan  avec  le  plan  horizontal,  —  Supposons  d'abord 
que  le  plan  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical.  Celui-ci  étant  per- 
pendiculaire au  plan  donné  et  au  plan  horizontal,  est  perpendiculaire 
à  leur  intersection- n  coupe  le  plan  donné  suivant  sa  trace  verticale; 
il  coupe  le  plan  horizontal  suivant  la  ligne  de  terre;  donc  l'angle 
cherché,  quand  le  plan  est  de  bout,  est  é^l  à  l'angle  que  la  trace  ver- 
ticale du  plan  fait  avec  la  ligne  de  terre. 

Supposons  maintenant  que  le  plan  soit  quelconque.  Pour  détermi- 
ner son  angle  avec  le  plan  horizontal,  on  le  rend  de  bout,  soit  par  un 
changement  de  plan  vertical,  soit  par  une  rotation  autour  d'un  axe 

vertical,  ce  qui  ne  change  pas  son  inclinai- 
o»  son  sur  le  plan  horizontal. 

f^,  Dans  l'épure  ci-contre  le  plan  est  déter- 

/y  miné  par  une  horizontale  (A,  hT)  et  par  le 

-y point  (o,  o').  On  a  pris  un  nouveau  plan 

\^^U/^'    "To  vertical  défini  par  la  ligne  de  terre  iTij/i 

/Ix.  /  perpendiculaire  à  A,  et  l'on  a  obtenu  en 

/^v  Aioi  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan  en 

/  joignant  les  nouvelles    projections   verti- 

'  cales  de  deux  de  ses  points.  L'angle  cherché 

est  yiAioi. 

2®  Angle  d'un  plan  avec  le  plan  vertical,  —  Par  analogie  avec  le 
premier  cas  on  voit  que,  si  le  plan  donné  est  vertical,  l'angle  qu'il  fait 
avec  le  plan  vertical  est  égal  à  l'angle  que  sa  trace  horizontale  fait  avec 
la  ligne  de  terre. 
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Si  le  plan  est  quelconque,  on  le  rend  vertical,  soit  par  un  changement 

de  plan  horizontal,  soit  par  une  rotation  autour 
d'un  axe  de  bout,  ce  qui  n'altère  pas  Tincli- 
naison  du  plan  sur  le  plan  vertical.  Comme 
on  a  employé  un  changement  de  plan  dans  le 
premier  cas,  nous  ferons  une  rotation  dans  le 
cas  actuel.  Supposons  alors  le  plan  donné 
déterminé  par  la  frontale  (/,  f)  et  par  le 
point  (o,  o).  Puis  faisons  tourner  ce  plan 
autour  de  Taxe  de  bout  passant  par  le  point 
(o,  ol)  jusqu'à  ce  que  la  nouvelle  projection  verticale  fle  (/,  f)  soit 
perpendiculaire  à  xy.  La  nouvelle  trace  horizontale  du  plan  s'obtient 
alors  en  joignant  les  nouvelles  projections  horizontales  de  deux  de  ses 
points,  et  l'angle  cherché  est  ofif. 

193.  Problème  V  (inverse  du  précédent).  —  Mener  par  un  point 
donné  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 

Soient  A  le  point  donné  et  P  le  plan  cherché.  Si  Ton  mène  par  le 
point  A  la  perpendiculaire  D  au  plan  P,  cette  droite  fait  avec  les 
plans  de  projection  des  angles  respectivement  complémentaires  de 
ceux  que  fait  le  plan  P  avec  les  mêmes  plans.  On  peut  donc  détermi- 
ner les  projections  de  la  droite  D,  et,  pour  achever  le  problème,  il 
suffira  de  mener  par  le  point  A  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite. 

On  ramène  ainsi  le  problème  à  un  autre  déjà  résolu.  Mais  nous  en 
donnerons  plus  tard  (voir  plans  tangents  au  cône)  une  solution  plus 
directe. 

194.  Application.  —  Déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère 
inscrite  dans  un  tétraèdre. 

Première  méthode.  —  On  peut  toujours  supposer,  en  effectuant  un 
rabattement,  s'il  y  a  lieu,  que  l'une  des  faces  du  tétraèdre  est  dans  le 
plan  horizontal.  Considérons  donc  un  tétraèdre  dont  la  base,  supposée 
connue,  est  dans  le  plan  horizontal,  et  supposons  que  l'on  connaisse, 
•en  outre,  la  projection  horizontale  et  la  cote  du  sommet  opposé  à  cette 
base.  Soient  ABC  la  base  et  s  la  projection  horizontale  du  sommet. 
Pour  avoir  le  centre  de  la  sphère  inscrite,  il  suffit  évidemment  de 
déterminer  la  projection  horizontale  et  la  cote  du  point  d'intersection 
des  plans  bissecteurs  des  dièdres  BC,  CA  et  AB  du  tétraèdre.  Com- 
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mençons  d'abord  par  déterminer  Tintersection  des  plans  bissecteurs 
des  dièdres  BC,  BA.  Comme  nous  connaissons  déjà  un  premier 
point  B  de  cette  intersection,  il  suffit  d'en  déterminer  un  second. 

Pour  cela,  coupons  les  deux  plans  bissecteurs  par  le  même  plan 
horizontal  H  et  prenons  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  d'in- 
tersection. Tout  revient  alors  à  déterminer  ces  deux  droites.  A  cet  effet, 
prenons  comme  nouveau  plan  vertical  le  plan  perpendiculaire  à  BG 
mené  parle  sommet  et  défini  par  la  ligne  de  terre  arij/i.  La  cote  du 
sommet  étant  connue,  on  peut  aisément  construire,  dans  le  système 
x,i/,,  la  trace  verticale  aSi  de  la  face  du  tétraèdre  adjacente  à  la  face 


>j^-- 


ABC  suivant  l'arête  BC.  On  en  déduit,  dans  le  même  système,  la 
trace  verticale  a%  du  plan  bissecteur  du  dièdre  BC.  Mais  alors,  si  /  est 
la  cote  arbitraire  du  plan  H,  la  trace  verticale  de  ce  plan  dans  le 
système  oTit/i  est  une  droite  M  parallèle  à  Xiyi  et  de  cote  l.  Il  en 
résulte  que  la  projection  horizontale  de  l'intersection  du  plan  H  et  du 
plan  bissecteur  du  dièdre  BC  est  la  droite  Py  perpendiculaire  à  j?iJ/i 
et  passant  par  le  point  de  rencontre  de  a%  avec  Ai. 

On  détermine  d'une  manière  analogue  l'intersection  du  même  plan 
horizontal  et  du  plan  bissecteur  du  dièdre  BA,  en  faisant  le  change- 
ment de  plan  vertical  défini  par  la  ligne  de  terre  Xsys,  passant  par  s 
et  perpendiculaire  à  BA.  Cette  intersection  est  projetée  en  ^,  sur  le 
plan  horizontal,  de  sorte  que  Bp  est  la  projection  horizontale  de 
l'intersection  des  deux  plans  bissecteurs. 

Cela  posé,  nous  déterminons  ensuite  de  la  même  manière  Tinter- 
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section  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  BC,  CA.  Cette  intersection 
étant  projetée  horizontalement  en  Cy,  on  en  conclut  que  le  centre  de 
la  sphère  inscrite  a  sa  projection  horizontale  à  l'intersection  o  de  B? 
et  de  Cy.  Pour  avoir  le  rayon  de  la  sphère,  il  suffit  de  déterminer  la 
projection  verticale  du  centre,  dans  l'un  quelconque  des  systèmes 
auxiliaires,  aPij/i,  arj^j,  x^yz^  par  exemple  dans  le  système  arij/j.  Cette 
projection  verticale  se  trouve  sur  a%  et  s'obtient  par  une  ligne  de 
rappel  oo\  :  c'est  le  point  oi.  Le  rayon  de  la  sphère  est  alors  égal  à 
la  distance  du  point  o'i  à  Xit/i. 

Ajoutons  que  l'épure  renferme  toutes  les  constructions  analogues  à 
celles  qui  viennent  d'être  exposées  et  que,  pour  en  faciliter  la  lecture, 
on  a  désigné  les.  lignes  analogues  par  la  même  lettre  affectée  des 
indices  1,  2  ou  3,  suivant  que  les  lignes  sont  rapportées  aux  sys- 
tèmes Xit/j,  Xit/i  ou  x^yt. 

Deuxième  méthode.  —  Cette  méthode  est  due  à  M.  Hermary;  en 
voici  Texpositon  succincte  : 

Soient  0  le  centre  d'une  des  sphères  tangentes  aux  quatre  faces  du 
tétraèdre  SABC,  et  a,  a,  p,  y  les  points  de  contact  de  cette  sphère 
avec  les  faces  opposées  respectivement  aux  sommets  S,  A,  B,  G.  Si 
l'on  considère  l'une  des  faces,  ABC  par  exemple,  il  est  possible  de 
rabattre  les  trois  autres  sur  le  plan  de  cette  face  de  manière  que  les 
points  de  contact  a,  p,  y  viennent  coïncider  avec  le  point  d.  Menons 
en  effet  les  rayons  Oa  et  Of.  Ces  rayons  sont  perpendiculaires  aux 
plans  des  faces  respectives  ABC  et  ABS,  de  sorte  qu'ils  déterminent 

un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  AB. 
Si  donc  I  est  le  point  d'intersection  de 
ce  plan  avec  AB,  les  lignes  h  et  ly 
sont  perpendiculaires  à  AB  au  point  I; 
de  plus  elles  sont  égales  comme  tan- 
gentes menées  à  la  même  sphère  par 
le  point  I.  Il  en  résulte  que  si  l'on  fait 
tourner  le  plan  SAB  autour  de  AB 
dans  un  sens  convenable,  de  manière  à 
rappliquer  sur  le  plan  ABC,  le  point  y 
vient  coïncider  avec  le  point  a. 
On  prouverait  de  même  que  l'on  peut 
rabattre  les  deux  faces  SBC  et  SAC  de  manière  à  faire  coïncider 
les  points  a  et  p  avec  le  point  <j. 
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Cela  posé,  observons  que  les  lignes  Sa,  Sp,  Sy  sont  égales  comme 
tangentes  menées  du  point  S  à  la  même  sphère  ;  de  sorte  que  lors- 
qu'on a  rabattu  les  trois  faces  SAB,  SBC,  SAC  sur  le  plan  ABC  de 
manière  à  faire  coïncider  les  points  a,  p,  y  ^^ec  le  point  a,  les  trois 
positions  Si,  Ss,  S3  du  point  S  après  ces  rabattements  sont  trois  points 
également  distants  du  point  <j.  Donc  le  point  q  est  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  SjSjSs. 

Le  point  <t  étant  trouvé,  pour  déterminer  la  sphère  0  il  suffit  de 
déterminer  la  longueur  aO  de  son  rayon ,  lequel  est  confondu 
avec  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  a  au  plan  ABC.  Mais 
9O  est  le  deuxième  côté  de  langle  droit  d'un  triangle  rectangle  alO 
dans  lequel  on  connaît  le  premier  côté  de  l'angle  droit  al  et  l'angle 
aigu  alO;  l'angle  <yIO  est  en  effet  la  moitié  de  l'angle  aly  des  deux 
pians  SAB  et  ABC,  ainsi  que  cela  résulte  de  l'égalité  des  triangles 
rectangles  Oh  et  01^;  d'ailleurs  l'angle  <xIy  de  ces  deux  plans  a  été 
obtenu  quand  on  a  rabattu  le  plan  SAB  sur  le  plan  ABC. 

Ces  indications  sont  suffisantes  pour  que  le  lecteur  puisse  exécuter 
l'épure  sans  aucune  difficulté. 

§  V.  —  Construction  des  angles  trièdres. 

195.  Généralités.  —  Dans  tout  trièdre  SABC  on  distingue  six 
éléments  :  trois  trièdres  et  trois  faces.  On  apprend  en  Géométrie  que 

l'on  peut  construire  un  trièdre  connaissant 
trois  quelconques  des  six  éléments.  De  là  six 
problèmes,  qu'on  appelle  les  six  cas  de  réso- 
lution des  angles  trièdres,  et  qui  sont  compris 
dans  l'énoncé  suivant  : 
Résoudre  un  trièdre  connaissant  : 
1<>  Les  trois  faces  ; 
^  Deux  faces  et  le  dièdre  compris  ; 
3«  Deux  faces  et  le  dièdre  opposé  à  l'une  d'elles  ; 
4®  Une  face  et  les  dièdres  adjacents  ; 

50  Une  face,  un  dièdre  adjacent  à  cette  face  et  le  dièdre  opposé  ; 
60  Les  trois  drièdres. 

Les  trois  derniers  cas  peuvent  se  ramener  aux  trois  premiers  par  la 
considération  des  trièdres  supplémentaires.  Nous  les  résoudrons  néan- 
moins tous  directement,  sauf  le  dernier  dont  la  solution  directe  ne 
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sera  donnée  que  plus  tard  (voir  ie  chapitre  des  plans  tangents  à  la 
sphère).  Nous  ferons  d'ailleurs  usage,  pour  traiter  ces  divers  pro- 
blèmes, de  la  notation  habituelle,  qui  consiste  à  désigner  par  les 
lettres  A,  B,  C  les  dièdres  du  trièdre  ayant  respectivement  pour 
arêtes  SA,  SB,  SC,  et  par  les  lettres  a,  b,  c  les  faces  respective- 
ment opposées  à  ces  arêtes. 

196.  Premier  cas  —  Construire  un  trièdre  connaissant  les  trttis 
faces  a,   ^,   c. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  de  la  plus  grande  face  et  appe- 
lons a  cette  face.  Le  problème  sera  résolu  si  nous  pouvons  déterminer 
la  projection  horizontale  et  la  cote  d'un  point  quelconque  de  l'arête 
SA.  Considérons  donc  le  point  0  de  l'arête  SA  qui  est  à  une  dis- 
tance donnée  /  du  point  S,  et  cherchons  la  projection  horizontale  et 
la  cote  de  ce  point. 

Pour  cela,  imaginons  que  l'on  ait  rabattu  sur  le  plan  horizontal,  et 
extérieurement  à  la  face  a,  les  faces  du  triMre  qui  sont  adjacentes  à 
cette  face.  Soient  0|  et  (H  les  rabattements  respectifs  du  point  O 
autour  de  SB  et  de  SC,  de  sorte  que  l'on  a  : 

angle  0|SB  =  f ,         angle  BSC  =  a,       angle  CSO,  =  b  ; 

SO,  =  S0«  =  /. 

Si  on  relève  la  face  c,  on  voit  que  la  projection  horizontale  du 
point  0  doit  se  trouver  sur  la  perpendiculaire  à  SB  menée  par  0%  ;  de 
même,  si  on  relève  la  face  b,  on  voit  que  la  projection  horizon- 
tale du  point  0  doit  se  trouver  sur  la  perpendiculaire  à  SC  menée  par 
Ox.  Donc  la  projection  horizontale  du  point  0  doit  se  trouver  à  l'inter- 
section o  de  ces  deux  perpendiculaires. 

La  projection  horizontale  du  point  0  étant  ainsi  déterminée,  il  nous 
reste  à  trouver  sa  cote.  Pour  cela,  construisons  le  triangle  rectangle 
?oi\  dont  un  côté  de  l'angle  droit  est  o?  et  dont  l'hypoténuse  est 
ég-ale  à  pi\  :  le  deuxième  ci>lé  oO\  de  l'angle  droit  de  ce  triangle  rec- 
tangle est  la  cote  demandée.  Comme  véritication,  le  côté  oOi  doit  être 
égal  au  côté  uOi  du  triangle  rei*tangle  tH)i  analogue  au  triangle  rec- 
tanje  o30;. 

Discussion.  —  Le  problème  est  ainsi  résolu,  et  il  ne  reste  plus  qu'à 
en  cherv  her  les  conditions  de  pixssibîUté.  A  cet  effet,  remarquons  que 
S*.s  projtvtion  horizontale  de    SO  =  /,    doit  être  inférieure  à  SO, 
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inférieure  par  suite  à  SOi  et  à  SO2  ;  donc,  pour  que  le  problème  soit 
possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  ô  soit  intérieur  à  la  circonfé- 
rence de  centre  S  etde  rayon  /,  circonférence  qui  passe,  bien  entendu, 
par  Ot  et  par  O2.  Appelons  B,  wi,  C,  eu,  les  points  de  rencontre 
respectifs  de  cette  circonférence  avec  les  lignes  SB,  OiP,  SG,  Ojy. 
Dire  que  le  point  0  est  intérieur  à  cette  circonférence  revient  évidem- 
ment à  dire  que  les  deux  cordes  OiWj  et  Otw,  doivent  se  coupera  Tin- 
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térieur  de  cette  ligne.  Mais  pour  que  deux  cordes  d'un  cercle  se 
coupent  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les 
extrémités  de  Tune  de  ces  cordes,  O2W2  par  exemple,  soient  de  part 
et  d'autre  de  la  corde  OiW,. 

Ainsi,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sanl  que  les  points  O2  et  wj  soient  de  part  et  d'autre  de  0,o'i  :  l'un  de 
ces  points  doit  être  sur  Tare  OiBtDi,  l'autre  sur  l'arc  OiB'wj,  B'  dési- 
gnant le  point  diamétralement  opposé  à  B.  Je  dis  que  c'est  le  point  cd, 
qui  doit  èti*e  situé  sur  le  premier  de  ces  arcs.  En  effet,  les  deux  points 
ci>i  et  cog  sont  sur  l'arc  BC  qui  mesure  la  face  a  :  ceci  résulte  de  ce 
que,  par  hypothèse,  a  est  la  plus  grande  face  du  trièdre.  Il  en  ré- 
sulte que  cua  est  situé  sur  cet  arc,  soit  entre  B  et  coj,  soit  entre  toj  et  G. 
Mais  s'il  était  situé  entre  wj  et  G,  il  est  manifeste  que  la  perpendicu- 


124  LES    PRINCIPES   DE   LA    GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

laire  à  SC  menée  par  cû,  rencontrerait  Oi^i  à  l'extérieur  de  la  circon- 
férence; donc  le  point  c»,  doit  être  situé  entre  B  et  co,,  c'est-à-dire,  par 
suite,  sur  Tare  OiB(i>i.  Le  point  <i>2  devant  être  situé  entre  B  et  &>,,  cela 

veut  dire  que  la  somme 

arc  Bw,  -h  arc  ci>,C 

doit  être  plus  grande  que  Tare  BC  et,  en  remplaçant  les  arcs  par  les 
faces  qu'ils  mesurent,  on  voit  que  Ton  doit  avoir 

c-4-  6>a  ; 

ce  qui  signiiie  que  la  plus  grande  face  du  trièdre  doit  être  plus  petite 
que  la  somme  des  deux  autres. 

Nous  obtenons  ainsi  une  première  condition  de  possibilité  du  pro- 
blème. Nous  en  obtiendrons  une  autre  en  exprimant  que  le  point  Ot 
doit  être  situé  sur  l'arc  OiB'o),.  Observons  d'abord,  pour  cela,  que  le 
point  Oi  est  extérieur  à  l'arc  BC  qui  mesure  a  ;  puis  imaginons  qu'un 
mobile  se  déplace  sur  la  circonférence,  à  partir  du  point  Oi  et  dans  le 
sens  OiBtt),G...  Puisque  le  point  Oî  est  extérieur  à  l'arc  BC,  dire  qu'il 
est  situé  sur  l'arc  OiB'G  revient  à  dire  que  ce  mobile  doit  rencontrer 
successivement  les  points  B,G  et  Oi  avant  de  revenir  au  point  de  dé- 
part, Oi  ;  ce  qui  s'exprime  encore  en  disant  que  la  somme  des  arcs  suc- 
cessifs parcourus  par  ce  mobile  doit  être  inférieure  à  une  circonférence 
tout  entière;  et  comme  les  arcs  parcourus  successivement  mesurent  les 
faces  respectives  c,  a,  6,  on  voit  que  la  somme  de  ces  faces  doit  être 
inférieure  à  4  droits.  Ainsi,  en  résumé,  pour  que  le  problème  soit 
possible,  il  faut  et  il  suffit  : 

i^  Que  la  plus  grande  face  soit  inférieure  à  la  somme  des  deux 
autres  ; 

2^  Que  la  somme  des  faces  soit  inférieure  à  4  droits. 

Si,  d'ailleurs,  ces  conditions  sont  remplies,  le  problème  admet  deux 
solutions  symétriques  par  rapport  au  plan  de  la  face  a.  Il  n'y  a  plus 
qu'une  solution  pour  laquelle  le  trièdre  se  réduit  à  un  plan  quand  le 
point  w,  coïncide  avec  le  point  wi,  ou  que  le  point  Oj  coïncide  avec 
le  point  Oi. 

Détermination  des  éléments  inconnus  du  trièdre,  —  Pour  avoir 
complètement  terminé  le  problème,  il  nous  reste  à  montrer 
comment  on  peut  déterminer  les  dièdres.  On  connaît  les  dièdres 
B  et  C,  qui  sont  mesurés  respectivement  par  les  angles  opOi  et  oiO*» 
comme  cela  résulte  de  la  théorie  des  rabattements.  Cherchons  donc  à 
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déterminer  le  dièdre  A.  Pour  cela,  coupons  le  trièdre  par  le  plan  per- 
pendiculaire à  l'arête  SA  mené  par  le  point  0.  Ce  plan  coupe  les  faces 
BSA  et  ASC  suivant  deux  droites  perpendiculaires  à  SA  et  rabattues  : 
la  première,  suivant  la  perpendiculaire  OiBi  à  SOi  ;  la  deuxième,  sui- 
vant la  perpendiculaire  02Ct  à  SO2.  Le  même  plan  coupe  le  trièdre 
suivant  un  triangle  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  longueurs 
OiBi,  BiCi  et  CiOt.  L'angle  qui,  dans  ce  triangle,  est  opposé  au  côté 
BiCi  mesure  le  dièdre  A.  Ce  triangle  est  construit  en  BiCiAi,  au  moyen 
de  deux  arcs  de  cercle  qui  doivent  se  couper  sur  So,  puisqu'on 
peut  considérer  le  triangle  AiBiCi  comme  le  rabattement  du  triangle 
section.  L'angle  Ai  est  le  rectiligne  du  dièdre  A. 

197.  Deuxième  eas.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  deux  faces 
et  le  dièdre  compns  entre  ces  deux  faces. 

Appelons  a,  6,  C  les  éléments  connus.  Prenons  le  plan  de  la  face  a 
comme  plan  horizontal,  et  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à 
Tarète  SC  comme  plan  vertical.  Tout  revient  évidemment  à  déter- 
miner un  point  de  la  troisième 
arête,  SA.  Nous  allons  donc  nous 
proposer  de  déterminer  la  trace 
verticale  (a,  a')  de  cette  troisième 
arête.  Observons,  pour  cela,  que 
l'angle  dièdre  C  étant  connu, 
nous  obtiendrons  la  trace  verti- 
cale du  plan  de  la  face  b  en 
menant  la  droite  CQ^  telle  que 
l'angle  t/CQ'  soit  égal  à  l'angle  C. 
La  droite  Ciy  est  un  lieu  géomé- 
trique de  la  projection  verticale  du  point  (a,  a')  cherché. 

Pour  avoir  un  autre  lieu  géométrique  de  cette  projection  verticale, 
rabattons  la  face  b  sur  le  plan  horizontal  autour  de  SC  ;  soit  CS^s  ce 
rabattement,  facile  à  construire  puisqu'on  connaît  b.  Comme  SC  est 
de  bout,  le  point  a!  s'est  déplacé  sur  la  circonférence  de  centre  C  et 
de  rayon  Ct!  =  Ca».  Si  donc  nous  décrivons  la  circonférence  de 
centre  C  et  de  rayon  Co^,  cette  circonférence  passera  par  le  point  «'. 
Le  point  a,  situé  sur  la  ligne  de  terre,  se  déduit  du  point  a'  par  une 
ligne  de  rappel,  et  le  problème  est  ainsi  résolu. 

Le  problème  n'admet  qu'une  solution,  si  l'on  fait  abstraction  du 
trièdre  symétrique. 
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Ajoutons  que  le  point  (a,  a')  ayant  été  déterminé,  on  connaît  la 
projection  d'une  arête  sur  le  plan  de  la  face  opposée,  connue  elle- 
même  ;  on  connaît  de  plus  la  cote  d'un  point  de  cette  arête  et,  par 
suite,  on  pourra  construire  les  éléments  inconnus  du  trièdre,  en  opé- 
rant comme  dans  le  premier  cas. 

198.  Troisième  cas.  —  Construire  xm  trièdre  connaissant  deux 
faces  et  le  dièdre  opposé  à  lune  d^elles. 

Appelons  a,  i,  B  les  éléments  connus,  et  prenons  comme  plan  hori- 
zontal le  plan  de  la  face  connue  adjacente  au  dièdre  connu,  c'est-à- 
dire  le  plan  de  la  face  a.  Comme  dans  les  deux  cas  précédents,  nous 
allons  chercher  la  projection  horizontale  et  la  cote  d'un  point  quel- 
conque de  l'arête  SA,  opposée  à  la  face  a. 

Pour  cela,  prenons  d'abord  comme  plan  vertical  un  plan  quel- 
conque perpendiculaire  à  l'arête  SG,  intersection^des  plans  des  deux 
faces  connues  a  et  i,  et  cherchons  la  trace  (a,  a'j  de  l'arête  SA  sur 
ce  plan.  A  cet  eifet,  rabattons  la  face  6,  autour  de  SC,  en  CSxi.  En 

décrivant  la  circonfé- 
rence de  centre  G  et  de 
rayon  Co,,  on  aura  un 
premier  lieu  géométri- 
que du  point  fit'.  Nous 
obtiendrons  un  second 
lieu  géométrique  du 
même  point  en  tenant 
compte  de  ce  que  le 
dièdre  B  est  connu.  Pour 
cela ,  prenons  mainte- 
nant comme  plan  vertical  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à 
l'arête  SB.  Rien  n'empêche  de  mener  ce  plan  par  le  point  G,  de 
sorte  que  la  nouvelle  ligne  de  terre  ariy,  sera  la  perpendiculaire  à  SB 
menée  par  le  point  G. 

Dans  le  système  x,t/i  la  trace  verticale  du  plan  ASB  est  la  droite 
ci)/jj  telle  que  l'angle  XiwA'j  soit  égal  à  langle  plan  du  dièdre  B.  Si 
donc  on  prend  GA'  =  GAj,  la  trace  verticale  du  même  plan,  dans  le 
système  xy,  sera  Bh',  L'arête  SA  étant  située  dans  le  plan  ASB,  il 
est  clair  que  BA'  est  un  second  lieu  géométrique  du  point  a',  qui  est 
alors  déterminé  par  l'intersection  de  BA'  avec  la  circonférence  de 
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centre  C  et  de  rayon  Caj.  Le  point  </  étant  ainsi  déterminé,  on 
obtient  le  point  a,  situé  sur  xy,  par  une  ligne  de  rappel,  et  le  pro- 
blème est  résolu.  On  pourra,  du  reste,  achever  de  déterminer  les  élé- 
ments inconnus  du  trièdre  en  opérant  comme  dans  le  premier  cas. 

Discussion.  —  Occupons-nous  maintenant  de  la  discussion  du  pro- 
blème. Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut,  non  seulement  que  la  droite 
BA'  rencontre  la  circonférence  Ca,,  mais  encore  qu'elle  la  rencontre 
au-dessus  de  xy  ;  car  il  est  manifeste  qu'à  un  point  de  rencontre  de 
ces  deux  lignes,  situé  au-dessous  de  ary,  correspond  un  trièdre  dans 
leqwel  le  dièdre  connu  n'est  pas  B,  mais  180»  —  B.  Si  ces  conditions 
sont  remplies,  c'est-à-dire  si  BA'  rencontre  la  circonférence  et  la  ren- 
contre au-dessus  de  art/,  il  y  aura  deux,  une  ou  zéro  solutions  suivant 
que  le  nombre  des  points  de  rencontre  au-dessus  de  xy  sera  égal  à 
2, 1  ou  0. 

Cherchons  d'abord  à  exprimer  que  les  deux  lignes  se  coupent. 

Observons,  pour  cela,  que  la  circonférence  peut  être  considérée  comme 

la  base,  située  dans  le  plan  vertical,  d'un  cône  de  révolution  engendré 

par  Siï  en  tournant  autour  de  SC,  et  que  B/t'  est  la  trace  verticale 

d'un  plan  mené  par  le  sommet  de  ce  cône.  Dire,  alors,  que  BA'  coupe 

la  circonférence,  revient  à  dire  que  le  plan  SBA'  coupe  le  cône,  ce  qui 

exige  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de  Taxe  du  cône  à  une 

génératrice  soit  plus  grande  que  la  distance  du  même  point  au  plan 

sécant.  Comme    point   quelconque  de  l'axe  du    cône, .  prenons   le 

point  C.  La  distance  de  ce  point  au  plan  SBA'  est  projetée  verticalo- 

raont  en  vraie  grandeur  suivant  CD,  dans  le  système  Xi^/i,  puisque 

dans  ce  système  le  plan  SBA'  est  de  bout  et  a  pour  trace  verticale 

w/tj.  D'autre  part,  une  génératrice  du  cône  étant  la  droite  Sa,  du  plan 

horizontal,  la  distance  du  point  C  à  cette  génératrice  est   CE.  Une 

condition  de  possibilité  du  problème  est  donc 

CE  >  CD. 
Mais  on  a 

CE  =  es  sin  6,  CD  =  Cw  sin  B  =  CS  sin  a  sin  B. 

L'inégalité  précédente  peut  donc  s'écrire 

sin  b  ^  s\r\a  sin  B. 
Pour  exprimer,  maintenant,  que  les  deux  lignes  se  coupent  au- 
dessus  de  xî/,   il  7  aura  lieu  de  tenir  compte  à  la  fois  de  la  nature  du 
dièdre  B  et  de  la  position  du  point  B  par  rapport  à  la  circonfé- 
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renée  Caj.  Nous  aurons  donc  plusieurs  hypothèses  à  examiner.  La 
remarque  suivante  facilitera  Texamen  de  ces  hypothèses  : 

Si  Ton  nomme  B'  l'angle  xBA',  les  deux  angles  B  et  B'  sont  tou- 
jours de  même  nature.  En  d'autres  termes,  B'  est  aigu,  droit  ou  obtus 
suivant  que  B  est  aigu,  droit  ou  obtus.  Cette  remarque  résulte  immé- 
diatement de  la  propriété  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan. 
En  effet,  les  deux  droites  w/i'j  et  Bh'  sont  les  projections  verticales 
dans  le  système  xy  et  dans  le  système  ar,i/i  des  sections  faites  dans  le 
plan  SQh'  par  les  deux  plans  verticaux  ^rij/i  et  xy;  elles  partent 
toutes  deux  du  point  représenté  en  (A,  A')  dans  le  système  ary,  en 
(Ai,  A',)  dans  le  système  Xiyt  ;  de  plus,  la  première  est  une  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan  SBA^ 

Cela  posé,  nous  allons  faire  la  discussion  en  supposant  les  deux 
angles  a  et  6  aigus. 

Premier  cas.  —  Supposons    B  <  90<>  ;    alors  on  a  aussi    B'  <  90<>s 

et  si  l'on  a 

sinA  >►  sina  sinB, 

la  droite  BA'  rencontre  la  circonférence  C«t  en  deux  points  situés  au- 
dessus  de  ary  si  le  point  B  est  extérieur  à  cette  circonférence,  c'est-à- 
dire  si    CB  >  Ca,  ;    en  un  seul  si    CB  <  Caj.    Or,  on  a 

CB  =  CStga,  Ca3  =  CStgA. 

On  aura  donc  deux  solutions  si 

• 

tga>tgA, 
et  une  seule  si 

tga<tg6. 

Et  comme  a  et  A  sont  deux  angles  aigus,  on  aura  deux  solutions  si 

a>  A, 
et  une  seule  si 

a  -<  A. 

Ajoutons  que,  si  au  lieu  de    sin  A  >  sin  a  sin  B,    on  avait 

sin  A  =  sin  a  sin  B, 

le  plan  SBA'  serait  tangent  au  cône  engendré  par  Sxj  en  tournant 
autour  de  SC,  le  point  B  serait  nécessairement  extérieur  à  la  circon- 
férence Goj,  et  l'on  aurait  deux  solutions  confondues. 

Deuxième  cas,  —  Supposons  B  =  90<>  ;  alors  on  a  aussi  B'  =  90o 
et  le  problème  admettra  : 
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0  solution  si    a  >  6  ; 
2  solutions  si    a  <^b  ; 

car,  dans  ce  dernier  cas  il  n'y  a  bien  qu'un  seul  point  de  rencontre 
situé  au-dessus  de  xy^  mais  le  point  situé  au-dessous  est  symétrique 
du  premier  par  rapport  au  plan  horizontal  et  donne  un  trièdre  admet- 
tant comme  éléments  des  éléments  respectivement  égaux  à  ceux  qui 
sont  donnés. 

Troisième  cas.  —  Supposons    B  >  90*>  ;    alors   B'  est  aussi  plus 
grand  que  90<»,  et  il  y  aura  : 

0  solution  si    a  ^  6  ; 

1  solution  si    a  <  6. 

n  reste  à  examiner  les  autres  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les 
angles  a  et  b. 
Supposons  donc,  d'abord,  a  obtus  et  b  aigu.  Au  lieu  de  construire 

le   trièdre    SABG,    on    peut   alors    construire    le 

trièdre  SAFC  dans  lequel  les  deux  faces  connues 

^/    sont  des  angles  aigus  et  dans  lequel  le  dièdre  SB' 

/      est  égal  au  dièdre  SB.  Le  trièdre  SAB'C  étant  ainsi 

/        construit,  on  en  déduit  le  trièdre  SABC,  et  le  pro- 

/  blême  est  ramené  à  un  autre  de  même  nature  mais 

5  dans  un  cas  discuté. 

/K  Supposons,  maintenant,  b  obtus  et  a  aigu.  Dans 

/t^A  ce  cas,  on  commencera  par  construire  SA'BC  dont 

/       1    \         les  faces  connues  sont  des  angles  aigus,  et  on  en 

a/  \      \b    déduira  ensuite  SABC. 

Supposons  enfin   que  les   deux   faces   connues 

soient  obtuses  toutes  deux.  On  comniencera  alors 

par  construire  le  trièdre  SABC  et  on  en  déduira  ensuite  le  trièdre 

SABC. 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas,  la  discussion  se  ramène  à  celle 
que  nous  avons  donnée  en  détail. 

199.  Quatrième  cas.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  une  face 
et  les  deux  dièdres  adjacents  à  cette  face. 

Supposons  que  Ton  connaisse  la  face  a  et  les  dièdres  adjacents  B  et 
C,  et  prenons  comme  plan  horizontal  le  plan  de  la  face  a.  Comme 
dans  les  cas  précédemment  examinés,  nous  allons  détenniner  la  projec- 
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tion  horizontale  et  la  cote  d'un  point  de  l'arête  SA.  Pour  cela,  prenons 

d'abord  un  plan  vertical  x^yx  per- 
pendiculaire à  SB.  La  trace  du  plan 
ASB  sur  ce  plan  vertical  sera  une 
droite  B^  telle  que  l'angle  t/BP  soit 
égal  au  rectiligne  du  dièdre  B. 

Prenons  maintenant  comme  plan 
vertical  un  plan  quelconque  x^y^ 
perpendiculaire  à  SC.  La  trace  du 
plan  ASC  sur  ce  plan  vertical  sera 
une  droite  C^  telle  que  l'angle  x^C^ 
soit  égal  au  rectiligne  du  diMro  C, 
et  il  s'agit  de  trouver  la  projection 
horizontale  et  la  cote  d'un  point 
quelconque  de  l'intersection  dos  deux 
plans  SBp  et  SCy-  Pour  cela,  coupons  par  un  plan  horizontal  de  cote 
arbitraire  h;  nous  obtenons  ainsi  deux  droites  projetées  horizontale- 
ment Tune  en  rf,  l'autre  en  d|.  Ces  deux  droites  d  et  rf,  se  coupent  en 
un  point  a,  qui  est  la  projection  horizontale  du  point  cherché,  dont 
la  cote  est  d'ailleurs  h. 

Le  problème  est  toujours  possible  et  n'admet  (|ue  deux  solutions, 
pour  lesquelles  les  deux  trièdres  obtenus  sont  symétri(|uos. 

200.  Cinquième  cas.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  une  face^ 
un  dièdre  adjacent  et  le  dièdre  opposé  à  cette  face. 

Ce  cas  peut  être  ramené  au  troisième  par  la  considération  des 

trièdres    supplémentai  - 
/"  "  \J^  res,  mais  nous  allons  le 

résoudre  directement. 

Pour  cela,  appelons 
a,  B  et  A  les  éléments 
connus ,  et  prenons  : 
comme  plan  horizontal, 
le  plan  de  la  face  c  ad- 
jacente aux  deux  dièdres 
connus  ;  comme  plan 
vertical,  un  plan  qitel- 
conque  perpendiculaire  à  l'arête  SB.  Le  dièdre  B  étant  connu,  on  a 
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immédiatement  la  trace  verticale  By'  du  plan  CSB.  On  en  déduit 
facilement  la  trace  verticale  (yjyO  de  Tarête  SC;  car  on  peut  con- 
struire le  rabattement  ESyi  de  la  face  a,  et  en  relevant  on  obtient 
facilement  le  point  ^  et,  par  suite,  le  point  y;  de  sorte  que  l'arête 
SC  est  projetée  en  (Sy,  SY).  H  ne  reste  plus  alors  qu'à  mener  par 
cette  droite  un  plan  faisant  l'angle  A  avec  le  plan  horizontal.  Or,  le 
plan  de  bout  Ppy'  passe  par  le  point  (y,  y')  et  fait  l'angle  A  avec  le 
plan  horizontal,  si  l'on  a  mené  Py'  ^^^^  ^^  l'angle  :s^  soit  égal  au 
rectiligne  du  dièdre  A.  Faisons  alors  tourner  ce  plan  autour  de  l'axe 
vertical  du  point  (y,  yO  jusqu'à  ce  que  ça  trace  horizontale  passe 
par  le  point  S.  Dans  cette  nouvelle  position  il  passera  par  (Sy,  S'/)» 
et  comme  son  angle  avec  le  plan  horizontal  n'a  pas  varié,  on  aura  le 
plan  cherché.  D'ailleurs,  la  trace  horizontale  Pp  restant  tangente  à  la 
circonférence  de  centre  y  et  de  rayon  y?>  on  aura  la  nouvelle  trace 
horizontale  du  plan  en  menant  du  point  S  une  tangente  à  cette  cir- 
conférence. 

Supposons  que  la  tangente  Sa  menée  du  point  S  à  la  circonfé- 
rence soit  l'une  des  arêtes  de  l'un  des  trièdres  cherchés.  Pour  déter- 
miner alors  les  éléments  inconnus  de  ce  trièdre,  il  suffit  d'observer 
que  Ton  connaît  la  face  c,  la  projection  de  la  troisième  arête  sur  le  plan 
de  celte  face  et  la  cote  d'un  point  (y,  yO  de  cette  arête. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  non  seulement  que  l'on 
puisse  mener  du  point  S  des  tangentes  à  la  circonférence  de  rayon  yI^» 
mais  encore  que  le  trièdre  obtenu  admette  comme  éléments  les  élé- 
ments donnés  et  non  leurs  suppléments.  Nous  allons  exprimer  ces 
diverses  conditions  en  supposant  que  les  dièdres  A  et  B  sont  aigus,  le 
cas  d'un  ou  de  deux  dièdres  obtus  s'y  ramenant  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  qui  a  été  fait  dans  le  troisième  cas.  Nous  observerons, 
d  ailleurs,  qu'il  est  toujours  permis  de  supposer  que  la  demi-droite 
(Sy,  SY)  est  l'une  des  arêtes  SC   du  trièdre,  et  (jue  l'on  peut  prendre 
la  demi-droite  SS'  comme  deuxième  arête  SB  si  l'angle  a  est  aigu, 
le  prolongement  de  SS'  au-delà  du  sommet  si  l'angle  a  est  obtus  ;  de 
sorte  que,  dans  le  cas  où  les  dièdres  A   et  B  sont  aigus,  la  demi- 
droite  Sy,  projection  de  l'arête  SC  sur  le  plan  de  la  face  ASB,  doit 
être  située  dans  l'angle  formé  par  les  demi-droites  SB  et  SA,  celle-ci 
étant  inconnue  et  devant,  d'après  ce  qui  précède,  être  choisie  parmi 
les  tangentes  menées  du  point  S  à  la  circonférence  y^* 

Cela  posé,  la  condition  exprimant  que  le  point  S  est  extérieur  à 
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cette  circonférence  est 

Mais  on  a    Sy  =  y  SS'* -f- S  y*  ;    d'autre  part,  si  l'angle    a  est  ai^u, 

on  a 

S'y  =  SY  cos  B  =  SS'  tg  a  cos  B. 

Maintenant  la  considération  des  trois  triangles  rectangles   vôy',   ySY? 
SS'yi  donne 

yP  =  -Y  cotg  A  =  SY  sin  B  cotg  A  =  SS'  tg  a  sin  B  cotg  A, 
de  sorte  que  l'inégalité  (1)  s'écrit  successivement 

v^l  -h  tg*  a  cos*  B  >  tg  a  sin  B  cotg  A, 

cos'  a  -H  sin*  o  (1  —  sin*  B)  >  sin*  a  sin*  B  cotg*  A, 

sin*  A  >►  sin*  a  sin*  B, 

(2j  sin  A  >  sin  a  sin  B, 

puisque  tous  les  angles  sont  inférieurs  à  180^.  Si  l'angle  a  était  obtus» 
il  faudrait,  dans  celte  inégalité,  remplacer  a  par  180<>  —  a,  ce  qui 
ne  changerait  rien. 

Ainsi  donc,  quand  les  dièdres  A  et  B  sont  aigus,  la  première  condi- 
tion de  possibilité  du  problème  est  exprimée  par  l'inégalité  (2),  quelle 
que  soit  la  nature  de  l'angle  a. 

Pour  obtenir  les  autres,  nous  distinguerons  trois  cas,  suivant  que  a 
est  aigu,  droit  ou  obtus. 

i^  Si  a  est  aigu,  l'arête  SB  est  confondue  avec  SS';  comme  la 
demi-droite  Sy  doit  être  située  dans  l'angle  des  demi-droites  SB  et 
SA,  on  voit  que  si  l'on  a  dièdre  A  >  dièdre  B,  il  y  a  une  solution 
pour  laquelle  SA  coïncide  avec  la  demi-tangente  Sa,  et  que  si  l'on  a 
dièdre  A  <;  dièdre  B,  il  y  a  deux  solutions  :  pour  la  première  solu- 
tion SA  coïncide  avec  la  demi-tangente  analogue  à  Sa,  et  elle  coïncide 
avec  le  prolongement  de  l'autre  tangente  au-delà  du  point  S  pour  la 
deuxième  solution. 

2o  Si  a  est  droit,  le  problème  admet  deux  solutions  symétriques  si 
dièdre  A  >  dièdre  B,    et  pas  de  solutions  si    dièdre  A  «<  dièdre  B. 

3»  Si  a  est  obtus,  l'arête  SB  coïncide  avec  le  prolongement  de  SS' 
au-delà  du  sommet  et  il  v  a  : 

1  solution  si    dièdre  A  >  dièdre  B; 
0  solution  si    dièdre  A  <  dièdre  B. 

En  résumé,  quand  le  problème  est  possible,  il  admet  une  ou  deux 
solutions. 
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201-  Sixième  cas.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  Us  trois 
dièdres. 

On  construit  le  trièdre  supplémentaire,  et  le  problème  est  ainsi 
ramené  à  la  construction  d'un  trièdre  connaissant  les  trois  faces.  Nous 
en  donnerons  plus  tard  une  solution  directe  (voir  les  plans  tangents  à 
la  sphère). 
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i.  Trouver  la  dislance  des  traces  d'une  droite. 

2.  On  donne  la  projection  horizontale  d'une  droite  et  les  projections  du 
point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  le  premier  plan  bissecteur.  Cons- 
truire la  projection  verticale  de  la  droite  connaissant  la  longueur  inter- 
ceptée par  les  deux  plans  de  projection  sur  cette  droite. 

3.  On  donne  la  projection  horizontale  d'une  droite,  Tangle  que  cette 
droite  fait  avec  le  plan  horizontal  et  la  cote  d'un  point  appartenant  à  la 
droite  ;  trouver  la  trace  horizontale  de  celle-ci. 

4.  Trouver  la  distance  d'un  point  pris  sur  la  ligne  de  terre  à  un  plan 
quelconque. 

5.  Même  question  en  remplaçant  le  plan  quelconque  par  un  plan  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre. 

6.  Trouver  la  distance  de  deux  plans  parallèles. 

7.  Mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  P  et  situé  à  une  distance  donnée 
de  celui-ci. 

8.  Trouver  un  point  situé  à  des  distances  données  de  trois  plans  donnés. 

9.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre. 

10.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  la  ligne  de  terre. 

il.  Même  question  en  remplaçant  la  ligne  de  terre  par  une  parallèle  à 
cette  ligne. 

12.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite  de  profil. 
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13.  On  donne  un  plan  et  un  point.  Le  plan  est  déterminé  par  sa  trace 
horizontale  et  par  Tangle  qu'il  fait  avec  le  pian  horizontal  ;  le  point  est 
déterminé  par  sa  projection  horizontale  et  par  sa  cote.  Trouver  la  distance 
du  point  au  plan. 

14.  On  donne  un  point  et  une  droite.  La  droite  est  déterminée  par  sa 
projection  horizontale,  par  sa  trace  horizontale,  et  par  l'angle  qu'elle  fait 
avec  le  plan  horizontal  ;  le  point  est  déterminé  par  sa  projection  horizon- 
taie  et  par  sa  cote  ;  trouver  la  distance  du  point  à  la  droite. 

15.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  quelconque  et  de  la 
ligne  de  terre. 

16.  Même  question  en  remplaçant  la  ligne  de  terre  par  une  parallèle  à 
cette  ligne. 

17.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  horizontale  et  d'une  frontale. 

18.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  située  dans  le  plan 
horizontal  et  d'une  droite  située  dans  le  plan  vertical. 

19.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  de  profil  et  d'une  droite 
quelconque.  —  Examiner  les  cas  particuliers  où  la  droite  quelconque  est 
horizontale,  de  front  ou  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

20.  On  connaît  les  projections  d'une  droile  D,  la  projection  horizontale 
d'une  droite  Di  et  la  projection  horizontale  de  la  perpendiculaire  com- 
mune A  à  D  et  Di  ;  trouver  :  i°  la  projection  verticale  de  D^  ;  2<>  la  pro- 
jection verticale  de  A. 

21.  On  donne  les  projections  d'une  droite  D,  la  projection  horizontale 
d'une  droite  Di,  la  longueur  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  et 
le  point  de  rencontre  de  D  avec  la  perpendiculaire  commune  à  D  et 
à  Di  ;  construire  les  projections  de  la  perpendiculaire  commune  et  la  pro- 
jection verticale  de  Di . 

22.  Trouver  la  distance  de  deux  droites  parallèles. 

23.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  dont  Tune  est  horizontale  ou  de  front. 

24.  Trouver  l'angle  d'une  droite  quelconque  et  de  la  ligne  de  terre. 

25.  Mener  par  un  point  donné  Â  une  droile  faisant  un  angle  donné  avec 
une  droile  D  et  située  à  une  distance  donnée  de  D. 

26.  Trouver  l'angle  d'un  plan  de  profil  et  d'un  plan  quelconque. 
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27.  Trouver  Tangle  de  deux  plans  dont  Tînterseclion  est  de  profil. 

28.  Trouver  Tangledes  plans  qui  projettent  une  droite  sur  les  deux  plans 
de  projection. 

29.  On  donne  les  traces  horizontales  de  deux  plans  qui  se  coupent  sous 
un  angle  donné  et  la  projection  horizontale  de  Tintersection  des  deux 
plans;  trouver  la  projection  verticale  de  cette  intersection. 

30.  Trouver  Tangle  de  deux  plans  passant  par  la  ligne  de  terre  ou  paral- 
lèles à  celle  ligne. 

31.  Trouver  Tangle  de  deux  plans  ayant  leurs  traces  en  ligne  droite. 

32.  Mener  une  droite  rencontrant  deux  droites  données  et  faisant  avec 
elles  des  angles  donnés.  —  Examiner  les  cas  particuliers  où  les  deux  droites 
sont  horizontales  ou  de  front. 

33.  Construire  un  trièdre  trîreetangle  connaissant  sa  trace  sur  le  plan 
horizontal. 

34.  Même  question  en  supposant  connues  les  projections  horizontales 
des  trois  arêtes  et  la  trace  horizontale  de  Tune  d*eltes. 

35.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec 
deux  plans  donnés. 

36.  On  donne  un  angle  de  l'espace  et  les  angles  que  ses  côtés  font  avec 
la  verticale  du  sommet  ;  trouver  la  projection  horizontale  de  Tangle  donné 
(réduction  de  Tangle  à  l'horizon ). 

37.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  faisant  des  angles  donnés 
avec  une  droite  et  un  plan  donnés. 

3S.  xy  étant  la  ligne  de  terre,  on  donne  sur  le  plan  horizontal  le  triangle 

ABC,  dont  Pun  des  côtés  AB  est  la  ligne  de  terre. 

B       Les  côtés  de  ce  triangle  ont  respectivement  pour 

y   valeurs    AB  =  iOO™™,    BC  =  68"»»,    CA  =  100"". 

{"*  Construire,  au-dessus   du  plan  horizontal,  un 

tétraèdre  ayant  pour  base  le  triangle  ABC  et  tel  que 

les  dièdres  AB,  B(^,  CA  aient  respectivement  pour 
valeurs 
dièdre  AB  =  80»,  dièdre  BC  =  60%  dièdre  CA  =  80«. 

2^  Construire  les  projections  des  sphères  circonscrite  et  inscrite  à  ce 

tétraèdre. 

(Ecole  navale,  concours  de  1889.) 
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39.  Tracer  les  projections  d*un  tétraèdre  SABG  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes.  On  donne  les  projections  (a,  a!)  de  A  (aa  =  4*'™,  a'a  =  6"™). 
Le  plan  prolongé  de  la  base  ABC  fait  un  angle  de  iO''  avec  la  partie  posté- 
rieure du  plan  horizontal  et  passe  par  un  point  donné  i  de  ooy  (oct  =  11'™). 
Le  sommet  B  est  dans  le  plan  horizontal,  à  Tintersection  '  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  A  sur  la  trace  horizontale  du  plan  prolongé  de  ABC . 
L'arête  SC  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  base  ABC  et  son  prolonge- 
ment coupe  ofy  en  un  point  donné  y  {^"i  =  ^°"^)*  La  longueur  de  Tarète  SG 
est  égale  à  '7*>™  et  S  est  supposé  au-dessus  du  plan  de  la  base.  Placer  a  au 

point  Ci),  i  sur  oâ?  et  y  sur  ay. 

{École  navale^  concours  de  1884,) 

40.  Etant  donnés  un  point  (a,  a')  et  une  droite  (B,  B')>  dont  les  posi- 

tions sont  déterminées  comme  il  suit  : 
Ti>  aoL  =  2«»,  ap  =  0«»,35,  P  =  56«30', 

aa'  =  5»»,  ag  =  1««,55,  Q  =  60»  : 

lo  Mener  par  le  point  (a,  a')  une  droite  (X,  X') 
perpendiculaire  à  la  droite  (B,  B')  et  faisant  avec 
œy  un  angle  o  =  49<>  ; 

'-^ 2^  Construire  la  plus  courte  distance  de   la 

droite  (B,  B')  et  de  la  droite  (X,  X')  ; 
/     i^  Z^  Construire  sur  cette  plus  courte  distance  et 

/^  sur  les  deux  droites  (X,  X'),  (B,  B')  un  parallé- 

lépif>ède  rectangle  dont  les  côtés  pris  respective- 
ment le  long  de  (B,  B')  et  de  (X,  X')  ont  pour  longueurs  V"^  et  ^^^fi. 

Remarque.  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions.  On  choisira  celle 
des  droites  (X,  X')  qui  est  la  moins  inclinée  sur  le  plan  horizontal,  et 
pour  parallélépipède  celui  qui  est  le  plus  en  haut  à  gauche. 

(École  navale ,  concours  de  1880,) 

41 .  On  donne  un  point  H  dans  le  plan  horizontal,  à  k^^  de  la  ligne  de 

terre,  et  un  point  V  dans  le  plan  vertical,  éloigné  de  xy  de  6''"'.  On  donne 

la  longueur  de  la  droite  HV  de  l'espace,  longueur  qui  est  de  10^<",7.  Mener 

par  cette  droite  un  plan  faisant  un  angle  de  50^  avec  le  plan  bissecteur  du 

premier  dièdre. 

[École  navale,  concours  de  1882.) 

42.  On  a  un  point  A  situé  dans  le  second  dièdre,  distant  de  4°»  du  plan 
horizontal  et  de  3^"^  du  plan  vertical.  Mener  par  ce  point  une  droite  fai- 
sant avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  35°  et  avec  le  plan  vertical  un 
angle  de  4I<'.  Parmi  les  droites  qui  satisfont  au  problème,  considérer  seu- 
lement celle  qui  a  sa  trace  verticale  la  plus  éloignée  du  plan  horizontal  et 
située  sur  la  gauche  du  plan  de  profil  contenant  A.  Déterminer  la  plus 
courte  distance  de  cette  droite  et  de  xy, 

(École  navale^  concours  de  1883.) 


CHAPITRE    VII 

SECTIONS  PLANES,  INTERSECTIONS  ET  OMBRES 

DES  POLTËDRES 


§  I.  —  Sections  planes  des  polyèdres. 

202.  Représentation  des  polyèdres.  —  En  Géométrie  descriptive 
un  corps,  quel  qu'il  soit,  est  représenté  par  ses  projections.  On  se 
borne,  bien  entendu,  à  ne  construire  que  les  projections  des  élé- 
ments indispensables  à  la  détermination  complète  de  tous  les  autres 
éléments,  et  qui  permettent  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  et  de  la 
position  du  corps  à  la  seule  inspection  de  son  épure.  En  particulier, 
pour  représenter  un  polyèdre,  on  construit  les  projections  de  toutes  les 
arêtes  limitées  aux  sommets. 

203.  Méthodes  pour  déterminer  les  sections  planes  des  polyèdres 
quelconques.  —  l'^La  méthode  la  plus  commode  pour  déterminer  une 

section  plane  d'un  polyèdre  quel- 
conque consiste  à  amener  le  plan 
sécant  à  être  perpendiculaire  à  Tun 
des  plans  de  projection,  à  Taide 
d*un  changement  de  plan.  En  effet, 
si  le  plan  sécant  est,  par  exemple, 
perpendiculaire  au  plan  vertical, 
le  polygone  d'intersection  est  pro- 
jeté verticalement  sur  la  trace 
verticale  du  plan  sécant,  et  Ton 
en  déduit  la  projection  horizon- 
tale par  des  lignes  de  rappel. 
L'épure  ci-contre  représente  pré- 
cisément la  section  faite  dans  une 
pyramide  {êabcd^  sla'b'ddf)  par  le  plan  de  bout  PXQ'.  Les  sommets  de 
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la  projection  verticale  du  polygone  d'intersection  sont  a',  p',  •/,  o\  On 
en  déduit  les  projections  horizontales  a,  p,  y,  o  des  sommets  du  po- 
lygone d'intersection,  en  menant  les  lignes  de  rappel  des  points  a ,  P', 
y,  o'  jusqu'aux  points  de  rencontre  avec  les  projections  horizontales 
des  arêtes  correspondantes. 

L'emploi  de  cette  méthode  pour  la  construction  d'une  section  plane 
d'un  polyèdre  quelconque  exige  la  construction  d'une  nouvelle  projec- 
tion du  polyèdre  :  c'est  d'ailleurs  le  seul  inconvénient  de  la  méthode, 
et,  cette  nouvelle  projection  étant  construite,  on  n'a  plus  que  des 
constructions  indispensables  pour  achever  la  détermination  de  la  sec- 
tion. La  méthode  suivante,  moins  simple,  permet  d'éviter  le  change- 
ment de  plan  : 

2»  Cette  méthode  consiste  à  déterminer  directement  les  droites  d'in- 
tersection du  plan  sécant  avec  les  faces  successives  du  polyèdre,  et  à 
limiter  chacune  de  ces  droites  à  sa  partie  utile,  comprise,  bien  entendu, 
à  l'intérieur  de  la  face  dans  le  plan  de  laquelle  elle  se  trouve.  Il  suit 
évidemment  de  là  que  certaines  des  droites  ainsi  obtenues  pourront 
être  complètement  inutiles.  C'est  même  une  difficulté  de  la  méthode 

de  trouver  une  face  dont  la  section  par  le  plan 
sécant  présente  une  partie  utile,  c'est-à-dire  soit 
un  côté  du  polygone  d'intersection.  Seulement, 
dès  qu'on  a  trouvé  une  face  remplissant  ces  con- 
ditions, c'est-à-dire  dès  qu'on  a  trouvé  un  pre- 
mier côté  du  polygone  d'intersection,  on  n'a  plus 
aucun  tâtonnement  à  faire  pour  obtenir  les  côtés 
suivants.  Supposons  en  eflTet  que  l'intersection  du  plan  sécant  avec  le 
plan  d'une  face  F  présente  une  partie  utile,  AB.  La  droite  AB  sera  un 
premier  côté  du  polygone  d'intersection,  et  on  en  aura  un  second  en 
déterminant  l'intersection  du  plan  sécant,  soit  avec  la  face  du  polyèdre 
adjacente  à  F  suivant  l'arête  70,  soit  avec  la  face  du  polyèdre  adja- 
cente à  F  suivant  Tarêle  «p.  On  obtient  ainsi  un  second  côté  du 
polygone  à  l'aide  duquel  on  en  détermine  un  troisième,  et  ainsi  de 
suite.  Pour  procéder  méthodiquement,  il  est  bon  de  supposer  le  poly- 
gone parcouru  dans  un  sens  déterminé  AB...,  et  de  déterminer  les 
côtés  successifs  ainsi  parcourus  jusqu'à  ce  que  l'on  revienne  au  point 
de  départ. 

Enfm,  quand  on  a  construit  un  polygone  d'intersection,  il  est  bon  de 
recommencer  les  essais  pour  s'assurer  qu'il  n'en  existe  pas  d'autres,  ou 
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pour   conslriiirc    d'autres    polygones    d'intersection,    s'ils   existent. 

L'épure  ci-dessous  a  été  exécutée  d'après  la  méthode  qui  vient  d'être 

exi)Osée.  Elle  représente  la  section  faite  par  le  premier  plan  bissecteur 

dans  un  cube  ayant  une  diago- 
nale verticale  et  une  arête 
aboutissant  à  l'une  des  extré- 
mités de  cette  diagonale  de 
front.  Le  premier  côté  du  po- 
lygone d'intersection  qui  ait 
été  déterminé  est  le  côté 
(qm,  cfm!)^  situé  dans  le  plan 
de  la  face  projetée  horizontale- 
ment en  abcd.  Pour  déterminer 
ce  côté,  on  a  profité  de  ce  que 
le  plan  de  cette  face  est  de 
bout  ;  on  a  donc  déterminé 
l'intersection  du  plan  de  cette 
face  avec  le  premier  plan  bis- 
secteur. La  projection  verticale 
de  cette  intersection  étant 
^'^'^'^'i  la  projection  horizontale  est  la  droite  dmq^  symétrique  de 
^^^  par  rapport  à  xy.  La  partie  utile  de  l'intersection  est  d'ailleurs 
(jwi,  çWj  ;  de  sorte  que  si  l'on  suppose  la  section  parcourue  dans  le 
sens  de  q  vers  m,  le  côté  suivant  sera  dans  la  face  du  cube  adjacente 
à  la  face  projetée  en  abcd  et  passant  par  l'arête  (6c,  6V).  Cette  face  est 
projetée  horizontalement  en  cbfg  ;  on  a  donc  cherché  l'intersection  de 
l'arèle  (fg^  f'g')  et  l'on  a  profité  pour  cela  de  ce  que  celte  arête  est 
dans  le  plan  de  bout  mené  par  fg'.  On  a  ainsi  obtenu,  du  même  coup, 
le  côti'  (np,  n'p')  du  polygone  d'intersection,  polygone  qui  est,  comme 
Ton  sait,  un  parallélogramme. 

Pour  la  ponctuation,  on  a  enlevé  toute  la  partie  du  cube  située  au- 
dessus  du  plan  sécant,  et  on  a  supposé  le  cube  solide  et  opaque.  Les  pro- 
jections des  lignes  enlevées  ont  été  tracées  en  traits  mixtes  ( ). 

20i.  Sections  planes  des  prismes  et  des  pyramides.  —  Nous  avons 
(^x{)osé  plus  haut  deux  méthodes  pour  déterminer  une  section  plane 
d  un  polyèdre  quelconque.  Ces  méthodes  sont  applicables  aux  prismes 
et  aux  pyramides.  Toutefois,  quand  le  polyèdre  est  un  prisme  ou  une 
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pyramide,  il  convient  de  procéder  autrement.  On  détermine  les  points 
de  rencontre  des  arêtes  du  prisme  ou  de  la  pyramide  avec  le  plan 
sécant  ;  on  obtient  ainsi  les  sommets  du  [X)lygone  d'intersection  et  on 
en  déduit  facilement  les  côtés. 

Pour  traiter  le  problème  avec  plus  de  détails,  il  faut  distinguer  le 
cas  de  la  pyramide  de  celui  du  prisme. 

Proposons-nous  donc  d'abord  de  déterminer  la  section  faite  dans 
une  pyramide  SABCD  par  un  plan  P  coupant  le  plan  de  base  de  la 
pjTamide  suivant  la  droite  a.  Figurons  simplement  la  projection  hori- 
zontale sabcd  de  la  pyramide  et  la  projection  horizontale  S  de  a. 
Pour  obtenir  les  points  de  rencontre  des  arêtes  de  la  pyramide  avec  le 
plan  P,  on  doit  couper  par  des  plans  auxiliaires  passant  par  les  arêtes 
de  la  pyramide.  Tous  ces  plans  auxiliaires  ont  en  commun  le  point  S  et 
il  y  a  avantage  à  les  faire  passer  par  une  droite  Sli  issue  de  ce  point. 


Soient  a  et  <ii  les  projections  horizontales  des  points  de  rencontre  res- 
pectifs de  cette  droite  avec  le  plan  de  base  de  la  pyramide  et  avec  le 
plan  P.  Si  Ton  coupe  par  le  plan  auxiliaire  AiSA  de  l'angle  projeté  en 
«a,  ce  plan  coupe  le  plan  de  base  de  la  pyramide  suivant  la  droite 
projetée  en  <ja  et,  par  suite,  il  coupe  a  en  un  point  projeté  en  a.  Il 
en  résulte  qu'il  coupe  le  plan  P  suivant  la  droite  projetée  en  <jix,  et 
que  le  point  de  rencontre.  Ai,  de  cette  droite  avec  l'arête  est  le  point 
de  rencontre  de  SA  avec  le  plan  P  :  ce  point  est  projeté  en  «i. 
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Pour  obtenir  le  point  de  rencontre  de  SB  avec  le  plan  P,  on  coupe 
de  même  par  le  plan  auxiliaire  ^iSB,  ce  qui  donne  le  point  Bi  pro- 
jeté horizontalement  en  Aj,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  ainsi  la  pro- 
jection horizontale  aibiddi  du  polygone  dMntersectîon,  et  Ton  on 
déduit  la  projection  verticale  par  des  lignes  de  rappel.  On  voit  de  plus 
quel  est  l'avantage  de  Tintroduction  des  points  cr  et  <ti. 

Si  nous  nous  proposons  maintenant  de  déterminer  une  section  plane 
d'un  prisme,  le  principe  de  la  méthode  reste  le  même.  La  seule  diffé- 
rence consiste  en  ce  que  la  droite  AiS  est  une  droite  quelconque  paral- 
lèle aux  arêtes  du  prisme,  ce  qui  résulte,  du  reste,  de  ce  que  le  prisme 
peut  être  considéré  comme  une  pyramide  dont  le  sommet  est  à  Tintini 
dans  la  direction  des  arêtes. 

205.  Remarque.  —  Lorsque  le  premier  sommet,  Ai,  du  polygone 
d'intersection  a  été  déterminé,  on  peut  s'en  servir  pour  déterminer  les 
suivants  sans  faire  usage  de  nouveaux  plans  auxiliaires.  11  suffît  de 
remarquer,  pour  cela,  que  les  deux  droites  AB  et  AiBi  doivent  ren- 


^1 ^ 


contrer  A  au  même  point,  sommet  du  trièdre  formé  parle  plan  de  base 
de  la  pyranaide  ou  du  prisme,  le  plan  P  et  le  plan  ASB.  Dans  la  figure 
de  la  pskS^  précédente,  ce  point  est  projeté  horizontalement  au  point 
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d'intersection,  ai,  de  ab  et  de  8.  On  joindra  donc  «i  à  Oi,  ce  qui  don- 
nera 61,  on  joindra  ensuite  71  à  61,  ce  qui  donnera  Ci,  et  ainsi  de  suite. 
L'épure  ci-dessus  a  été  exécutée  comme  application  de  la  remarque 
que  Ton  vient  de  donner.  Elle  représente  l'intersection  d'un  prisme 
(|uadi*angulaire,  reposant  sur  le  plan  horizontal,  et  d'un  plan  passant 
par  la  ligne  de  terre  et  par  le  point  (m,  m!)  de  l'arètc  {aa^  a'a\).  Comme 
l'on  connait  le  sommet  (m,  m')  du  polygone  d'intersection,  en  appli- 
quant la  remarque  on  en  déduit  immédiatement  les  autres  sommets 

Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  supposé  opaques  les  surfaces  des 
bases  du  prisme  et  la  surface  latérale. 

206.  Grondeur  d'une  section  plane  d'un  polyèdre.  —  On  détermine 
la  grandeur  d'une  section  plane  d'un  polyèdre  en  rabattant  le  plan 
sécant  sur  un  plan  horizontal  ou  sur  un  plan  de  front. 

207.  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  de  la  surface  d'un  po- 
lyèdre. —  Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  d'une  droite  et  de 
la  surface  d'un  polyèdre,  on  coupe  le  polyèdre  par  un  plan  passant 
par  la  droite.  Les  points  cherchés  sont  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  avec  les  côtés  du  polygone  d'intersection  ainsi  obtenu. 

Comme  plan  passant  par  la  droite,  on  prend  généralement  l'un  des 
plans  projetants,  excepté  quand  le  polyèdre  est  une  pyramide  ou  un 
prisme. 

Si  le  polyèdre  est  une  pyramide,  pour  avoir  ses  points  de  rencoiHre 
avec  une  droite  on  peut  couper  la  pyramide  par  un  plan  passant  par 
son  sommet  et  par  la  droite.  Soit  a  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de 

base  de  la  pyramide,  et  soit  M  l'un  des  points 
de  rencontre  de  a  avec  le  polygone  de  base. 
Si  l'on  joint  le  point  M  au  sommet  S  de  la 
pyramide,  on  obtient  une  droite  tracée  sur  la 
surface  de  la  pyramide,  située  dans  le  même 
plan  que  la  droite  donnée,  et  rencontrant 
celle-ci  en  un  point  qui  est  évidemment  l'un 
des  points  cherchés.  De  sorte  qu'il  y  a  autant 
_  de  points  de  rencontre  de  la  droite  donnée 
P  avec  la  surface  de  la  pyramide  que  de  points 

•de  rencontre  de  a  avec  le  polygone  de  base. 

Si  le  polyèdre,  au  lieu  d'être  une  pyramide,  est  un  prisme,  le  plan 
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mené  par  la  droite  et  par  le  sommet  de  la  pyramide  devient  le  plan 
mené  parla  droite  parallèlement  aux  arêtes  du  prisme.  On  achève 
ensuite  le  problème  comme  pour  la  pyramide. 


§  II.  —  Développement  de  la  surface  latérale  d un  prisme 

ou  dune  pyramide. 

Wi.  Développement  de  la  surface  latérale  d*un  prisme.  —  Con- 
sidérons une  surface  prismatique  quelconque  ABCDEFGH,  terminée, 
par  exemple,  par  deux  plans  parallèles.  Construisons  à  part,  et  dans 
un  même  plan,  les  parallélogrammes  AiBiE,Ft,  BiCiFiGi,  C,DiGiH,, 
D1A2H1E1,  respectivement  égaux  aux  faces  latérales  successives 
ABEF,  BCFG,  CDGH,  DAHE  du  prisme,  et  placés  extérieurement  l'un 
à  l'autre  et  à  la  suite  les  uns  des  autres.  Nous  obtenons  ainsi  une 
surface  polygonale  formée  d'une  suite  de  parallélogrammes,  et  qu'on 
appelle  le  développement  de  la  surface  latérale  du  prisme  considéré. 


Si  le  prisme  est  droit,  les  lignes  A^BjC^DtAj,  E,FiGiH,E,  se  rédui- 
sent à  deux  droites  perpendiculaires  aux  arêtes  AiEj,  B,Fi,  ...,  et  la 
surface  polygonale  est  un  rectangle. 

Si,  au  lieu  d'un  prisme,  on  a  un  tronc  de  prisme,  au  lieu  d'une 
suite  de  parallélogrammes,  dans  le  développement,  on  a  une  suite  de 
trapèzes. 

A  une  ligne  polygonale  tracée  sur  la  surface  latérale  du  prisme, 
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correspond  une  autre  ligne  polygonale,  tracée  dans  le  développement 
et  qu'on  appelle  la  transformée  de  la  première.  Si,  par  exemple,  IK  est 
un  côté  quelconque  de  la  ligne  tracée  sur  la  surface  latérale  du  prisme, 
pour  avoir  le  côté  correspondant  IiK,  de  la  transformée,  il  suffit  de 
prendre  AJi  =  AI,  BiKi  =  BK,  et  de  joindre  les  deux  points 
Il  et  Kl  ainsi  obtenus.  Il  suit  évidemment  de  là  que  les  côtés  d'une 
ligne  tracée  sur  la  surface  latérale  du  prisme  coupent  les  arêtes  de  cette 
surface  sous  des  angles  respectivement  égaux  à  ceux  sous  lesquels  les 
côtés  correspondants  de  la  transformée  coupent  les  arêtes  latérales 
dans  le  développement.  En  particulier,  la  transformée  d'une  section 
droite  est  une  ligne  droite,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

Il  est  évident,  d'ailleurs,  qu'une  ligne  et  sa  transformée  ont  le  même 
périmètre;  car  les  deux  trapèzes  ABIK,  AiBJiKi  sont  évidemment 
égaux  et  donnent  IiKi  =  IK,  de  sorte  que  les  deux  lignes  ont  leurs 
côtés  correspondants  égaux  et,  par  suite,  le  même  périmètre. 

Ces  divers  résultats  s'énoncent  brièvement  en  disant  que  le  dévelop- 
pement conserve  les  longueurs  et  les  angles  des  lignes  tracées  sur  la 
surface  latérale  du  prisme. 

Gela  posé,  supposons  que  l'on  connaisse  les  projections  du  prisme, 
et  proposons-nous  de  construire  le  développement  de  sa  surface  laté- 
rale. Gomme  il  est  nécessaire,  pour  cela,  d'avoir  les  longueurs  des 


arêtes,  nous  supposerons  celles-ci  parallèles  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection. S'il  en  était  autrement,  on  ferait  d'abord  un  changement  de 
plan  pour  les  amener  dans  cette  position.  Soit  donc  abcd  la  base  d'un 
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prisme  situé  dans  le  plan  horizontal  et  dont  nous  supposerons  les  arêtes 
de  front.  Pour  éviter  les  longueurs,  nous  nommerons  simplement  le 
prisme  par  sa  base.  Pour  construire  le  développement  de  la  surface 
latérale  de  ce  prisme,  il  y  a  avantage  à  en  avoir  une  section  droite;  car 
une  section  droite  a  pour  transformée  une  ligne  droite.  Soit  donc  PXQ' 
un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes  et  soient  «Py^  ^^  projection  hori- 
zontale, a'PY^'  ^^  projection  verticale  de  la  section  du  prisme  par  ce 
plan. 

On  obtient  la  grandeur  de  cette  section  par  un  rabattement  du  plan 
sécant.  Dans  Tépure  ci-dessus,  on  a  rabattu  sur  le  plan  vertical,  et 
Ton  a  obtenu  en  «ipi/iSi  la  section  en  vraie  grandeur.  Portons  donc 
sur  une  droite  quelconque,  par  exemple  sur  jry,  les  longueurs  succes- 
sives a,?,,  piYi,  Yi^i,  ojaa,  respectivement  égales  à  a',pi,  piy,,  yiS;,  S',»;, 
€t  menons  par  ces  points  les  perpendiculaires  à  xy.  La  ligne  «i^iYt^i^s 
est  le  développement  de  la  section  droite,  et  les  perpendiculaires  à  cette 
ligne,  menées  par  les  points  a^,  p,,  ^i,  ^i,  04,  sont  les  positions,  dans  le 
développement,  des  arêtes  du  prisme  qui  passent  par  les  sommets 
correspondants  de  la  section  droite. 

Comme  les  arêtes  du  prisme  sont  projetées  verticalement  en  vraie 
grandeur,  en  portant  aia^  =  aV,  a^d  =  aV;  ft,fi  =  i'p',  p/j  =  p/', 
etc.,  on  obtiendra  en  aibiC^diOf^  «i/i^i^i^s  le  développement  cherché. 

209*  I>éveloppeiiient  de  la  surface  lal6rale  d'une  pyramide.  —  Con- 
sidérons une  pyramide  SABCD  et  constniisons  à  part,  et  dans  un  même 


plan,     les    triangles    SiAiB,,  SiB,C„  SiG,D„  SiDjAb,    respectivement 

égaux  aux  triangles  SAB,  SBC,  SCD,  SDA  et  placés  les  uns  à  la  suite 

jijrroMABi.  —  GéoM.  dbscr.  *0 
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des  autres,  comme  l'indique  la  figure  ci-dessus.  Nous  obteDOns  aiusi 
une  surface  polygonale  formée  d'une  suite  de  triangles  ayant  un  som- 
met commun,  et  qu'on  appelle  le  développement  de  la  surface  laté- 
rale de  la  pyramide. 

La  ligne  A,B,C,D|A]  est  la  transformée  de  la  ligne  ABCDA,  et,  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  dans  le  cas  du  développe- 
ment de  la  surface  latérale  d'un  prisme,  on  voit  comment  on  peut 
obtenir  la  transformée  d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface 
latérale  de  la  pyramide.  On  voit  de  la  même  manière  que  le  dévelop- 
pement conseiTC  les  angles  et  les  longueurs  des  lignes  tracées  sur  cette 
surface. 

-  Cela  posé,  considérons  par  exemple  une  pyramide  {sabcd,  ^tib'tfd'), 
reposant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal,  et  proposons-nous  d'efTec- 
tuer  le  développement  de  la  surface  latérale  de  cette  pyramide.  Pour 


cela,  cherchons  d'abord  les  longueurs  des  arêtes  en  les  rendant  paral- 
lèles au  plan  vertical  par  des  rotations  autour  de  la  verticale  du  point 
(s,  >!),  On  a  ainsi  en  ^a',  s'P',  j"/,  i*?  les  longueurs  cherchées.  Cons- 
truisons maintenant  en  Jia,6i,  s,d,c,,  ^iCid,,  s,ff,a,  des  triangles  res- 
pectivement égaux  à  ceux  qui  sont  projetés  en  sab,  abc,  scd,  sda  sur 
le  plan  horizontal.  Ces  triangles  sont  faciles  à  construire,  puisqu'on 
connaît  les  trois  cotés  de  chacun  d'eux,  et  l'on  obtient  ainsi  une  sur- 
face polygonale,  s,a,b,Cid,ai,  qui  est  le  développement  cherché.  La 
ligne  brisée  OtbiCidiOt  est  la  transformée  du  polygone  de  base. 
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§  III.  —  Intersection  de  deux  polyèdres  quelconques, 

210.  Méthode  o^nérale.  —  Pour  trouver  Tintersection  de  deux 
polyèdrres  quelconques,  on  pourrait  construire  les  polygones  d'intersec- 
tion de  Tun  des  polyèdres  avec  les  plans  des  faces  de  Tautre,  en  ayant  soin 
de  ne  conserver,  dans  chacun  de  ces  polygones,  que  la  partie  utile,  c'est- 
à-dire  la  partie  située  à  Tintérieur  de  la  face  contenue  dans  le  plan  qui  a 
fourni  ce  polygone.  L'intersection  se  trouve  ainsi  rigoureusement 
déterminée.  Cette  méthode,  simple  en  théorie,  est  compliquée  dans 
la  pratique,  à  cause  des  constructions  inutiles  auxquelles  elle  conduit. 
Voici  alors  comment  il  convient  de  procéder  : 

Appelons  P  le  premier  polyèdre,  Q  le  second,  et  soient  A  et  B 
deux  faces  appartenant  respectivement  à  ces  deux  polyèdres.  Soient 

a  et  6  deux  projections  de  même  nom  de 
ces  deux  faces,  par  exemple  leurs  projec- 
tions horizontales.  Supposons  que  les  plans 
des  deux  faces  A  et  B  se  coupent  suivant 
une  droite  D,  projetée  horizontalement 
en  d.  Il  est  clair  que  la  seule  portion  utile 
de  cette  droite  est  celle  qui  est  projetée  à 
l'intérieur  de  a  et  de  6  d  la  fois  ;  si  «p 
est  cette  portion  utile,  en  projection  hori- 
zontale, «p  sera  un  côté  de  la  projection 
horizontale  du  polygone  d'intersection. 
Imaginons  alors  ce  polygone  parcouru  par  un  mobile,  dans  le 
sens  «p  par  exemple,  et  cherchons  le  côté  suivant.  Observons,  pour 
cela,  que  ce  mobile  ne  peut  quitter  une  face  qu'en  traversant  une 
arête  ;  il  en  résulte  que  si  le  mobile  part  du  point  p  pour  parcourir 
le  côté  suivant,  il  se  déplace  nécessairement  sur  la  face  B,  d'une  part, 
et  sur  la  face  Ai  du  polyèdre  P  adjacente  à  A  suivant  l'arête  MN, 
projetée  en  tnn,  de  l'autre.  En  convenant  de  dire  que  «p  est  le /premier 
côté  du  polygone  d'intersection  en  projection  horizontale,  on  voit  que 
le  detixiéme  côté  s'obtient  en  prenant  la  projection  horizontale  de  l'in- 
tersection des  plans  des  deux  faces  Ai  et  B.  On  limite  d'ailleurs  ce 
éôté,  comme  le  premier,  à  sa  partie  utile,  et  Ton  recommence  ensuite 
le  même  raisonnement  pour  obtenir  le  côté  suivant.  On  continue 
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ainsi  jusqu'à  ce  que  Ton  revienne  au  point  de  départ,  ce  qui  est  du 
reste  facile  à  reconnaître  ;  car,  si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  que 
Ton  soit  parti  de  deux  faces  présentant  une  disposition  analogue  à 
celle  (le  la  ligure  ci-dessus,  le  dernier  côté  de  la  projection  horizontale 
du  polygone  d'intersection  sera  la  projection  horizontale  de  l'intereec- 
tion  du  plan  de  la  face  A  avec  le  plan  de  la  face  Bi,  du  polygone  Q, 
adjacente  à  B,  suivant  Tarête  MiNi,  dont  la  projection  horizontale  est 
mifîi.  On  voit  que  la  méthode  n'exige  aucun  tâtonnement,  si  ce  n'est 
pour  la  construction  du  premier  côté  du  polygone  d'intersection  :  c'est 
d'ailleurs  là  la  seule  difficulté  sérieuse  qu'elle  présente. 

Gomme  l'intersection  peut  se  composer  de  plusieurs  polygones, 
quand  l'un  de  ces  polygones  a  été  déterminé,  il  est  bon  de  s'assurer 
qu'il  n'en  existe  pas  d'autres,  et  de  déterminer  les  autres,  comme  le 
premier,  s'il  en  existe. 

Ajoutons  que  nous  ne  nous  sommes  occupés  que  d'une  projection 
de  l'intersection,  parce  que,  cette  projection  une  fois  déterminée, 
l'autre  projection  s'en  déduit  par  des  lignes  de  rappel. 

211.  Remarques.  —  Nous  terminerons  l'exposé  de  cette  méthode 
par  deux  remarques. 

l^  Supposons  qu'on  ait  déterminé  un  côté  quelconque  du  polygone 
d'intersection,  par  exemple  celui  qui  est  projeté  en  «p.  Le  polygone 

étant  supposé  parcouru  dans  le  sens  de  a 

vers  p,  pour  déterminer  le  côté  suivant,  nous 

/\^  avons  admis  que  le  point  projeté  en  p  se 

^v^__/  N.  trouve  sur  Tarète  MN  du  polygone  P  et  à 

/\  /        ""/^  \         l'intérieur  de  la  face  B  du   polygone  Q. 

/     /S.         /         /         Or,  il  peut  arriver  que  ce  point  se  trouve  à 

r  /     \  /       ^/  la  fois  sur  l'arête  MN  du  polygone  P  et  sur 

C^ '^         k  une  arête  HK  du  polygone  Q  ;  ceci  arri- 

^^'^^-v/      \  vera  quand  les  deux  arêtes  MN  et  HK  au- 

"^  ront  un  point  commun.  Dans  ce  cas,  appe- 

lons A,  la  face,  autre  que  A,  du  polygone 
P  (|ui  passe  par  MN,  et  appelons  de  même  B,  la  face  du  polygone  Q, 
adjacente  à  B  suivant  HK.  Le  côté  suivant  du  polygone  d'intersection 
pourra  être  :  ou  Tintersection  de  A  avec  B,,  ou  l'intersection  de  A, 
avec  B,  ou  entin  l'intersection  de  A|  avec  Bj  ;  au  reste  les  deux  polyè- 
dres pourront  se  couper  suivant  deux  polygones.  On  déterminera  donc 
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le  deuxième  côté  en  prenant  Tintersection  soit  de  A  avec  B,,  soit  de 
A,  avec  Bi,  soit  de  B  avec  A|,  et  on  achèvera  un  premier  polygone, 
puis  on  reviendra  au  point  d'intersection  des  deux  arêtes  et  on  recom- 
mencera les  opérations  avec  deux  faces  non  employées. 

2«  Lorsque  les  deux  polyèdres  ont  une  face  commune  ou  s'étendent 
à  l'infini,  un  polygone  d'intersection  peut  ne  pas  être  fermé.  Dans  ce 
cas,  on  construit  une  partie  de  l'intersection  en  marchant  dans  le  sens 
af  jusqu'à  la  face  commune  ou  jusqu'à  l'infini.  On  détermine  ensuite 
l'autre  partie  de  la  même  manière  en  marchant  en  sens  contraire, 
après  être  revenu  au  point  de  départ. 

212.  AppUcalion  à  un  exemple.  —Intersection  d'un  parallèle pidède 
et  d'une  surface  prismatique  triangulaire  indéfinie. 

Supposons  la  base  ahcd  du  parallélépipède  dans  le  plan  horizontal 
et  ses  arêtes  de  front,  et  soient  (e,  e'),  (/,  /*%  (jf,  g")  les  arêtes  de  la  sur- 
face prismatique.  Pour  simplifier  l'écriture,  nous  nommerons  les  faces 
du  parallélépipède  au  moyen  de  leurs  traces  horizontales,  et  les  faces 
du  prisme  au  moyen  des  projections  horizontales  des  arêtes  qui  les 
limitent.  Par  exemple,  nous  dirons  :  la  face  ab  du  parallélépipède  et 
la  face  ef  du  prisme. 

Nous  nommerons  de  même  une  arête  de  l'un  quelconque  des  polyè- 
dres par  sa  projection  horizontale. 

Cela  posé,  nous  déterminerons  d'abord  la  projection  verticale  du 
polygone  d'intersection,  et  nous  en  déduirons  la  projection  horizon- 
tale par  des  lignes  de  rappel. 

Commençons  donc  par  déterminer  l'intersection  de  deux  faces,  ab 
et  ef  par  exemple.  Ces  deux  faces  se  recouvrent  en  partie,  soit  en 
projection  horizontale,  soit  en  projection  verticale  et,  en  outre,  les 
parties  qui  se  recouvrent  en  projection  horizontale  et  en  projection 
verticale  se  correspondent  par  des  lignes  de  rappel  ;  de  sorte  que  rien 
«indique,  a  priori^  que  ces  deux  faces  ne  se  coupent  pas,  ou  du 
moins  que  leur  intersection  est  inutile.  Pour  obtenir  cette  intersec- 
tion, on  a  cherché  les  points  de  rencontre  des  arêtes  aa^  et  bbi  avec 
la  face  e/",  en  coupant  par  les  plans  de  front  qui  passent  par  ces 
arêtes.  Le  plan  de  front  mené  par  aa^  coupe  la  face  ef  suivant 
{hk,  h!k)^  ce  qui  donne  un  point  de  l'intersection  projeté  verticalement 
en  ?'.  Le  plan  de  front  mené  par  661  coupe  e/*  suivant  une  parallèle  à 
(H*,  KK)^  de  sorte  qu'il  suffit  d'une  seule  ligne  de  rappel  II'  pour 
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pouvoir  construire  la  projection  verticale  l'm'  de  cette  parallèle  :  m' 
est  la  projection  verticale  du  point  de  rencontre  de  bb^  avec  le  plan 
de  la  face  ef.  Un  côté  de  la  projection  verticale  du  polygone  d'inter- 
section est  donc  dirigé  suivant  m'p',  et  sa  partie  utile  est  évidemment 


Supposons  alors  le  polygone  parcouru  dans  le  sens  de  a'  vers  P',  et 
cherchons  le  côté  suivant.  Gomme  le  point  p'  est  à  l'intérieur  de   e'f 
et  sur  le  contour  de  a'6',  le  côté  suivant  sera,  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
dit  plus  haut,  Tintersection  de  la  face  ad  avec  la  face  ef.  Nous  disons 
face  au  lieu  de  plan  de  la  face,  pour  simplifier  le  langage.  Nous  con- 
naissons déjà  un  point  de  l'intersection  de  ces  deux  faces  :  c'est  celui 
qui  est  projeté  en  ,8'.   Pour  en  avoir  un  second,  il  suffit  de  construire 
le  point  de  rencontre  d'une  arête  quelconque  autre  que   oa,  de  l'une 
des  faces  avec  le  plan  de  l'autre.  Ici,  on  a  construit  le  point  de  ren- 
contre de  ddi  avec  le  plan  e/*,  en  coupant  par  le  plan  de  front  mené 


id. 

ef; 

id. 

eg; 

id. 

9f; 

id. 

9f; 

id. 

9f; 

id. 

ge. 
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par  ddi.  On  â  profité  aussi  de  ce  que  le  plan  de  front  mené  par  ddi 
coupe  ef  suivant  une  parallèle  à  (hk^  h'k!)^  et  Ton  a  obtenu  la 
droite  pY  et  le  côté  PY  ^®  ^^  projection  verticale  du  polygone  d'in- 
tersection. On  a  déterminé  ensuite  le  côté  fS'  d'une  manière  analogue, 
et  ainsi  de  suite,  ce  qui  a  donné  finalement  la  projection  verticale 
a'^YSVXV'vV  du  polygone  d'intersection,  puis  sa  projection  horizon- 
tale a^$eXfAV2. 

Il  est  bon  d'ajouter,  à  cause  de  ce  qui  suit,  et  pour  bien  comprendre 
la  ponctuation,  que  : 
(a^,  al^')  est  l'intersection  de  la  face  ab  avec  la  face  ef; 

(Pt,  ?Y)  id.  <^d  id.         ef; 

(78,  yS'j  id.  de 

(Se,  SVj  id.  de 

(ea,  eO.'}  id.  de 

(XjjL,  Xy)  id.  da 

(fjiv,  fjtV)  id.  ab 

(^a,  vV)  id.  ab 

Il  est  bon  d'ajouter  enfin  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  polygone  d'intersec- 
tion, et  que  l'on  dit  alors  que  les  deux  polyèdres  sont  entaillés  l'un 
par  l'autre. 

Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  supposé  les  deux  polyèdres  solides  et 
opaques,  et  on  a  représenté  le  parallélépipède  entaillé  par  le  prisme. 
Cela  veut  dire  qu'on  a  enlevé  du  prisme  tout  ce  qui  est  extérieur  au 
parallélépipède  et  du  parallélépipède  tout  ce  qui  est  intérieur  au 
prisme.  On  a  fait  alors  la  distinction  des  parties  vues  et  des  parties 
cachées  sur  le  corps  ainsi  obtenu.  Les  portions  d'arêtes  du  parallélé- 
pipède intérieures  au  prisme  ont  été  complètement  enlevées,  tandis 
qu'on  a  tracé  en  traits  mixtes  les  portions  d'arêtes  du  prisme  exté- 
rieures au  parallélépipède. 

Sans  entrer  dans  des  détails  qui  seraient  superflus  après  ce  que  l'on 
vient  de  dire,  bornons-nous  à  observer  que  les  seuls  côtés  du  polygone 
d'intersection  qui  soient  vus  en  projection  horizontale  sont  :  ^a,  av,  vji, 
parce  qu'ils  sont  tracés  sur  la  face  vue,  ab^  du  parallélépipède.  Tous 
les  autres  côtés  sont  tracés  sur  des  faces  cachées  et  sont  cachés  ;  tou- 
tefois, la  portion  Pw  du  côté  Py  tracé  sur  la  face  ad  était  cachée  par 
la  portion  de  la  face  ab  qui  a  été  enlevée;  ^w  est  donc  vu.  On 
ponctue  de  la  même  façon  la  projection  verticale  du  polygone  d'inter- 
section. 
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§  IV.  —  Intersection  des  prismes  et  des  pyramides. 

213.  La  méthode  générale,  exposée  dans  le  |  III,  pour  trouver  Tinter- 
section  de  deux  polyèdres  s'applique  à  tous  les  polyèdres  sans  excep- 
tion. Toutefois,  quand  les  polyèdres  sont  des  prismes  ou  des  pyra- 
mides, on  peut  obtenir  leur  intersection  par  une  méthode  ne  différant 
de  la  précédente  que  par  les  détails,  et  que  nous  allons  faire  (Connaître. 
Nous  distinguerons,  pour  cela,  trois  cas,  suivant  que  l'on  a  à  trouver 
l'intersection  de  deux  pyramides,  d'une  pyramide  et  d'un  prisme,  ou 
de  deux  prismes. 

214.  Intersection  de  deux  pyramides.  —  Pour  construire  l'intersec- 
tion de  deux  pyramides,  on  détermine  les  points  de  rencontre  des 
arêtes  de  chacune  d'elles  avec  les  faces  de  l'auti'e.  On  a  ainsi  les  som- 
mets du  polygone  d'intersection  et  il  ne  reste  plus  qu'à  joindre  les 
points  dans  un  ordre  convenable,  que  nous  indiquerons  dans  un  ins- 
tant. 

Appelons  S  et  Si  les  sommets  des  deux  pyramides  et  désignons 
chacune  de  ces  pyramides  par  la  lettre  du  sommet.  Pour  avoir  les 
points  de  rencontre  d'une  arête  de  la  pyramide  S  avec  les  faces  de  la 
pyramide  Si,  nous  ferons  usage  de  la  méthode  exposée  au  n»  207, 
c'est-à-dire  que  nous  couperons  la  pyramide  Si.  par  le  plan  qui  passe 
par  l'arête  considérée  et  par  le  point  Si.  Ce  plan  auxiliaire  passant 
aussi  par  le  point  S,  on  voit  que  tous  les  plans  auxiliaires  dont  nous 
aurons  à  faire  usage  passeront  par  une  droite  fixe,  la  ligne  SSi. 
Soient  S  et  S,  les  points  de  rencontre  respectifs  de  la  ligne  SSi  avec 
les  plans  de  base  des  pyramides  S  et  S,.  Les  traces  des  plans  auxi- 
liaires sur  le  plan  de  base  de  la  pyramide  S  passent  par  le  point  I  ; 
pareillement,  les  traces  des  plans  auxiliaires  sur  le  plan  de  base  de  la 
pyramide  Si  passent  par  Si;  de  sorte  que  si  l'on  commence  par 
déterminer  ces  points,  on  connaîtra  à  l'avance  un  point  de  la  trace 
d'un  plan  auxiliaire  quelconque  sur  le  plan  de  base  de  la  pyramide  S, 
et  aussi  de  la  pyramide  Si.  Pour  obtenir  l'une  quelconque  de  ces 
traces,  il  suffira  donc  d'en  avoir  un  second  point. 

Cela  posé,  nous  allons  entrer  dans  le  détail  des  constructions.  Il 
suffira,  d'ailleurs,  de  déterminer  une  projection  du  polygone  d'inter- 
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section,  puisque  l'autre  s'en  déduit  par  des  lignes  de  rappel.  Cherchons 
donc  la  projection  horizontale,  par  exemple,  de  l'intersection  de  deux 
pyramides  triangulaires  projetées  horizontalement  en  saàcy  SiaibiCt  et 
que  nous  nommerons  toujours  les  pyramides  S  et  Si.  Soient  <j  et  ai 
les  projections  horizontales  respectives  de  S  et  de  Si. 

Si  les  triangles  de  base  ÂBC  et  AiBiCi  sont  dans  des  plans  diffé- 
rents, on  verra  dans  un  instant  qu'il  y  a  avantage  à  construire  Tinter- 
section  A  de  ces  plans  :  soit  8  la  projection  horizontale  de  A.  Indi- 
quons toute  la  suite  des  constructions  à  effectuer  pour  obtenir  les 
points  de  rencontre  de  l'arête  SA,  par  exemple,  avec  la  pyramide  Si. 


cr 


"  ,* 


Pour  les  autres  arêtes  soit  de  S,  soit  de  Si,  on  aura  des  constructions 
analogues.  (Considérons  donc  le  plan  auxiliaire  SASi.  Il  coupe  le  plan 
de  base  de  la  pyramide  S  suivant  une  droite  projetée  horizontalement 
en  aa.  Cherchons  sa  trace  sur  le  plan  de  base  de  la  pyramide  Si.  Pour 
cela,  observons  que  ce  plan  auxiliaire,  le  plan  ABC  et  le  plan  AiBiCi 
forment  un  trièdre  dont  le  sommet  est  le  point  de  rencontre  de   SA 
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avec  A»  car  lA  et  a  sont  deux  arêtes  de  ce  trièdre.  La  troisième 
arête  du  trièdre  est  justement  la  droite  cherchée  ;  et  comme  celte 
droite  passe  par  Dt?  elle  est  déterminée  par  le  point  Si  et  par  le  som- 
met du  trièdre.  Or,  il  est  clair  que  le  sommet  du  trièdre  est  projeté 
horizontalement  au  point  s,  intersection  de  va  et  de  o  ;  donc  la  trace 
du  plan  auxiliaire  SASi  est  projetée  horizontalement  suivant  outi. 
Mais  a9|  coupe  aibtCi  aux  points  k  ei  l;  donc  le  plan  auxiliaire 
coupe  la  pyramide  Si  suivant  deux  droites  projetées  horizontalement 
en  Sik  et  en  sj.  Les  deux  points  m  et  <  où  les  deux  droites  s^k  et  Stl 
rencontrent  sa  sont  les  projections  horizontales  des  points  de  ren- 
contre de  SA  avec  la  pyramide  Si. 

Par  des  raisonnements  et  des  constructions  analogues,  on  obtient 
ainsi  successivement  les  autres  sommets,  p,  «  ;  r^  v;  q,n  de  la  pro- 
jection horizontale  de  l'intersection .  Nous  avons  déjà  dit  que  la  projec- 
tion verticale  s'en  déduit  par  des  lignes  de  rappel,  et  il  ne  reste  plus 
qu'à  indiquer  Tordre  de  jonction  des  sommets. 

Pour  cela,  commençons  par  déterminer  un  côté  du  polygone  d'in- 
tersection. Le  simple  examen  des  constructions  montre  que  les  deux 
faces  SAB  et  S,AiBi  se  coupent  suivant  une  droite  projetée  en  np,  de 
sorte  que  np  est  le  premier  côté  du  polygone  en  projection  horizon- 
tale. Supposant  alors  ce  polygone  parcouru  dans  le  sens  de  n  vers  p, 
et  observant  que  le  point  p  est  sur  l'arête  sb  et  à  l'intérieur  de  Siaibi, 
on  voit  que  le  côté  suivant  sera  la  projection  horizontale,  pq,  de  l'in- 
tersection du  plan  SBC  et  du  plan  SiAiBj,  et  ainsi  de  suite.  On  trouve 
ainsi  deux  polygones  d'intersection  mnpqrm  et  tuvt.  On  dit,  dans  ce 
cas,  qu'il  y  a  pénétration  de  l'un  des  polyèdres  par  l'autre  :  la  pyra- 
mide Si  est  trouée  par  la  pyramide  S. 

Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  l'ensemble  des  deux  corps ^ 
supposés  opaques.  On  trace  à  l'encre  noire  (traits  pleins  et  points 
ronds)  les  arêtes  de  chaque  polyèdre  extérieures  à  l'autre.  On  ne  trace 
pas  les  portions  d'arêtes  d'un  polyèdre  intérieures  à  l'autre.  On  trace 
enfin  à  l'encre  noire  le  ou  les  polygones  d'intersection.  Par  exemple, 
en  projection  horizontale,  si  l'on  considère  une  arête  «a,  si  a  été 
tracée  en  trait  plein  parce  qu'elle  est  au-dessus  de  la  face  SiBiCi,  pro- 
jetée en  SxbiCi  ;  tm  n'a  pas  été  tracée  parce  qu'elle  est  intérieure  à  la 
pyramide  Si  ;  mm^  est  cachée  par  Si,  et  enfin  «ija  est  vue  et  tracée 
en  trait  plein.  On  opère  de  même  pour  toutes  les  autres  arêtes. 

Pour  le  polygone  d'intersection,  mn  est  caché,  parce  qu'il  se  trouve 


Il^TERSECTION    DES   PRISMES    ET   DES    PYRAMIDES  155 

dans  la  face  cachée  SiAiCt  ;   np  est  vu,  parce  qu'il  est  l'intersection  de 
deux  faces  vues,  etc. 

215.  Plans  limites  ;  autre  mode  de  Jonction  des  points.  —  Si  l'on 
voulait  obtenir  un  point  quelconque  du  polygone  d'intersection,  autre 
qu'un  sommet,  on  pourrait  couper  les  deux  pyramides  par  un  plan 
quelconque  passant  par  SSi  et  prendre  les  points  communs  aux  deux 
polygones  sections.  Si  l'on  opère  ainsi,  on  reconnaît  immédiatement, 
dans  Texemple  actuel,  que  la  projection  horizontale  de  la  trace  du  plan 
auxiliaire  sur  le  plan  ABC  doit  être  comprise  dans  l'angle  a^p.  Pour 
cette  raison,  les  deux  plans  auxiliaires  SiSA  et  SSB  sont  applelés  des 
plans  limites.  Ils  sont  limites  pour  la  pyramide  S  en  ce  sens  que  si  la 
trace  sur  le  plan  ABC  sort  légèrement  de  l'angle  qui  est  projeté  en 
9i9§,  le  plan  auxiliaire  ne  coupe  plus  la  pyramide  S. 


■:■■'■'' 


A 


Quand  les  deux  plans  sont  limites  pour  la  même  pyramide,  il  y  a 
toujours  pénétration.  Il  y  a  arrachement  ou  entaille  dans  le  cas  con- 
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traire.  Ceci  résulte  d'un  mode  de  jonction  des  sommets,  fourni  par  la 
considération  des  plans  limites,  et  que  nous  allons  indiquer  sommai- 
rement en  nous  servant  de  la  même  ligure. 

Partons  d'un  sommet  quelconque  m  du  polygone  à  construire  :  il 
est  le  quatrième  sommet  d'un  quadrilatère  ma-jik^  dont  les  côtés  pas- 
sent par  les  quatre  points  fixes  5,  <j,  <ii,  «i.  Imaginons  alors  que  l'on 
fasse  parcourir  le  triangle  abc^  dans  un  sens  déterminé,  au  sommet 
(|ui  est  actuellement  en  a,  en  nous  arrêtant  successivement  à  tous  les 
plans  auxiliaires,  et  suivons  les  déplacements  simultanés  des  autres 
sommets.  Nous  voyons  ainsi  que  si  nous  passons  de  a  en  e,  a  passe 
en  aj,  k  passe  en  «i  et,  par  suite,  m  passe  en  n,  de  sorte  que  mn 
est  le  premier  côté.  En  nous  déplaçant  ensuite  de  e  en  6,  «j  passe 
en  p,  fli  passe  en  /"i  et,  par  suite,  n  passe  en  p.  Le  point  p  cor- 
respondant à  un  plan  limite,  si  nous  nous  déplaçons  de  h  en  f, 
P  revient  en  a,,  /\  revient  en  a,  et,  par  suite,  p  passe  en  q^  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  obtenu  un  premier  polygone 
mnpqrm.  Pour  obtenir  ce  polygone,  le  point  h  no  s'est  déplacé  qu'entre 
k  et  tti  ou  entre  ai  et  /i  :  il  n'a  donc  pu  passer  sur  le  côté  iiCi.  Pour 
achever  de  construire  Tintersection ,  il  faut  donc  recommencer  les 
mêmes  opérations  en  partant,  par  exemple,  du  sommet  ^  non  employé. 

216.  Remarque.  —  Si  les  deux  triangles  ABC  et  AiB,Ci  sont  dans  le 
même  plan,  la  ligne  A  peut  être  remplacée  par  une  droite  quelconque 
de  ce  plan,  et  l'on  peut  même  s'en  passer  sans  inconvénient,  comme 
nous  le  verrons  bientôt.  D'ailleurs,  dans  ce  cas,  les  deux  points  a  et  <Ji 
coïncident. 

217.  Intersection  d*une  pyramide  et  d*un  prisme.  —  On  opère 
comme  dans  le  cas  de  deux  pyramides.  La  seule  différence  consiste  en 
ce  que  les  plans  auxiliaires  passent  par  la  parallèle  aux  arêtes  du 
prisme  menée  par  le  sommet  de  la  pyramide.  Nous  nous  bornerons 
donc  à  traiter  l'exemple  suivant  : 

Construire  Cintersection  d'un  prisme  quadrangulaire  et  d*une  pyra- 
mide triangulaire,  La  base  du  prisme  est  dans  le  plan  horizontal  et  ses 
arêtes  sont  de  front  ;  la  base  de  la  pyramide  est  dans  le  plan  vertical. 

Soient  abcd  la  base  du  prisme  dans  le  plan  horizontal  et  e'fy  la 
base  de  la  pyramide  dans  le  plan  vertical.  Soient  d'ailleurs  (aat,  a'ai) 
une  arête  quelconque  du  prisme  et   (s y  s')   le  sommet  de  la  pyramide. 
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La  parallèle  aux  arêtes  du  prisme  menée  par  le  sommet  de  la  pyra- 
mide rencontre  le  plan  horizontal  au  point  (»,  </)  et  le  plan  vertical 
au  pointa  l'iniini  dans  la  direction  a'a'x.  Un  plan  auxiliaire  quelconque 
mené  par  cette  droite  coupe  donc  le  plan  horizontal  suivant  une  droite 
passant  par  <r,  et  le  plan  vertical  suivant  une  parallèle  à  a'ai. 


y/ 


N 


M     Ji^'    !     j_Ll         î    '— Ia« 


\  I  \X 


V-i  J    I         Vl  \  '  i  NI 

•    •     •••.  v  î    \      '  ^ 
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D'après  cela,  si  Ion  veut  avoir  les  points  de  rencontre  d'une  arête 
du  prisme,  de  Tarète  issue  de  (6,  b')  par  exemple,  avec  la  pyramide. 
on  observera  que  la  trace  horizontale  du  plan  auxiliaire  mené  par 
cette  arête  est  la  droite  aô?  ;  il  en  résulte  que  sa  trace  verticale  est  la 
parallèle  pA'  menée  par  le  point  p  aux  projections  verticales  des 
arêtes  du  prisme.  La  droite  pA'  coupe  la  base  de  la  pyramide  aux 
points  h'  et  Ai,  et  les  points  m'  et  p',  où  la  droite  b'b'i  rencontre  les 
droites  s'a'  et  *'Ai,  sont  les  projections  verticales  des  points  de  ren- 
contre de  l'arête  (66i,  b'b'i)  avec  la  surface  de  la  pyramide.  On  en 
déduit  les  projections  horizontales  m  et  p  par  des  lignes  de  rappel, 
et  Ton  opère  d'une  manière  analogue  pour  les  autres  arêtes  du  prisme. 

Montrons  alors  comment  on  détermine  les  points  de  rencontre 
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d'une  arête  de  la  pyramide  avec  la  surface  du  prisme.  Soit,  par 
exemple,  l'arête  {sf^  sff).  Le  plan  auxiliaire  mené  par  cette  arête 
coupe  le  plan  vertical  suivant  la  parallèle  f'^  aux  arêtes  du  prisme 
menée  par  f  ;  il  en  résulte  que  ce  plan  auxiliaire  coupe  le  plan  hori- 
zontal suivant  la  droite  Y<r.  Celle-ci  rencontre  la  base  du  prisme  aux 
points  <p  et  <pi  ;  donc,  les  points  n  et  <  où  la  droite  sf  rencontre  les 
parallèles  menées  par  ©  et  par  ©i  aux  projections  horizontales  des 
arêtes  du  prisme,  sopt  les  projections  horizontales  des  points  cher- 
chés. On  en  déduit  le?  projections  verticales,  et  Ton  opère  d'une 
manière  analogue  pour  les  autres  arêtes  de  la  pyramide. 

En  joignant  maintenant  les  points,  comme  cela  a  été  expliqué  dans 
le  cas  de  l'intersection  de  deux  pyramides,  on  obtient  deux  polygones 
d'intersection,  projetés  horizontalement  en  mnpqrm,  tuvt^  et  dont 
les  projections  verticales  respectives  sont  m'n'p'qym^  t'u'v'l'.  Il  y  a 
donc  pénétration,  et  comme  les  deux  plans  limites  sont  tous  deux 
limites  pour  la  pyramide,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer,  il  y  a 
pénétration  du  prisme  par  la  pyramide. 

Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  le  solide  commun  aux 
deux  corps.  On  a  donc  enlevé  et  tracé  à  l'encre  noire  et  en  traits  mixtes 

( )  toutes  les    arêtes   ou  portions  d'arêtes  de    chacun   des 

corps  extérieures  à 
l'autre.  Pour  la  dis- 
tinction des  parties 
vues  et  des  parties  ca- 
chées, il  n'y  a  à  se 
préoccuper  que  d'un 
seul  des  deux  corps  et 
de  la  partie  de  ce 
corps  qui  n'est  pas 
enlevée. 

Au  lieu  de  repré- 
senter le  solide  com- 
mun, on  peut  se  pro- 
poser de  représenter 
les    faces  extérieures 
de  ce  solide  qui  appartiennent,  soit  à  la  pyramide,  soit  au  prisme.  Les 
deux  figures  ci-dessus  représentent,  l'une,  celle  de  gauche,  les  faces 
extérieures  du  solide  commun  qui  appartiennent  à  la    pyramide. 
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l'autre,  celle  de  droite,  les  faces  extérieures  du  solide  commun  qui 
appartienDent  au  prisme.  En  emboîtant  les  deux  figures,  on  obtient  le 
solide  commun. 

218.  IntenBectlon  de  deux  prismes.  —  Comme  dans  le  cas  de  deux 
pyramides  ou  d'une  pyramide  et  d'un  prisme,  on  détermine  les  points 
de  rencontre  de  chacune  des  surfaces  avec  les  arêtes  de  l'autre.  Pour 
cela,  on  coupe  par  des  plans  auxiliaires  parallèles  aux  arêtes  des  deux 
prismes  et  passant  successivement  par  les  arêtes  de  chacun  d'eux.  Ces 
plans  auxiliaires  sont  parallèles  à  un  plan  fixe  P,  déterminé  par  les 
parallèles  aux  arêtes  des  deux  prismes  menées  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace.  Le  plan  P  coupe  la  base  du  premier  prisme  sui- 
vant une  droite  A,  à  laquelle  sont  parallèles  les  traces  de  tous  les  plans 
auxiliaires  sur  le  plan  de  base  du  même  prisme  ;  il  coupe  le  plan  de 
base  du  second  prisme  suivant  une  droite  a^,  à  laquelle  sont  parallèles 
les  traces  de  tous  les  plans  auxiliaires  sur  le  plan  de  base  du  même 
prisme.  Quand  les  bases  des  deux  prismes  sont  dans  le  même  plan,  A 
et  Aj  coïncident. 

Si  Ton  rapproche  ceci  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas  de  l'intersec- 
tion de  deux  pyramides,  on  voit  que  les  points  S  et  Si  sont  remplacés, 
le  premier  par  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  A,  le  second  par  le 
point  à  l'infini  dans  la  direction  A».  On  achève  alors  la  détermination 
de  l'intersection  comme  dans  les  deux  cas  précédents.  Nous  avons 
donné  un  exemple  de  chacun  de  ces  deux  cas  en  supposant  les  bases 
situées  dans  des  plans  distincts  ;  nous  allons  donc  traiter  un  exemple 
d'intersection  de  deux  prismes  en  supposant  que  les  bases  sont  dans 
le  même  plan. 

219.  Exemple  d'intersection  de  deux  prismes.  —  Intersection  de 
deux  prismes  placés  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  dont  les  bases 
reposent  sur  ce  plan. 

Proposons-nous  seulement  de  construire  la  projection  horizontale 
de  l'intersection  de  ces  deux  prismes,  la  projection  verticale  s'en  dédui- 
sant, comme  toujours,  par  des  lignes  de  rappel. 

Soient  abcd  la  base  du  premier  prisme,  efg  \sl  base  du  second.  Par 
le  point  projeté  horizontalement  en  Oi  et  situé  sur  une  arête  du  pre- 
mier prisme,  menons  la  parallèle  aux  arêtes  du  second  ;  soit  <r  la  trace 
horizontale  de  cette  droite.  Comme  le  point  a  est  dans  le  plan  horizon- 
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tal,  les  traces  horizontales  de  tous  les  plans  auxiliaires  sont  parallèles 
à  au. 

Cela  posé,  pour  avoir  les  points  de  rencontre  d'une  arête  du  premier 
prisme,  de  l'arête  projetée  en  aa^,  par  exemple,  avec  la  surface  du 
second,  on  observe  que  le  plan  auxiliaire  mené  par  cette  arête  coupe 
le  plan  horizontal  suivant  ai  (pour  une  autre  arête,  ce  serait  une 


.^   - — .. 
'^        /        \  y   ! 


y  > 


y\ 


parallèle  à  ai),  La  droite  arx  coupe  la  base  du  second  prisme  aux 
deux  points  a  et  a,,  ce  qui  donne  en  m  et  en  *  les  projections  hori- 
zontales des  deux  points  cherchés. 

Pour  avoir  de  même  les  points  de  rencontre  d'une  arête  du  second 
prisme,  de  l'arête  projetée  en  ee^  par  exemple,  avec  la  surface  du  pre- 
mier, on  observe  que  la  trace  horizontale  du  plan  auxiliaire  mené  par 
cette  arête  est  la  parallèle  à  aa  menée  par  le  point  e.  Cette  parallèle 
rencontre  la  base  du  premier  prisme  aux  points  e  et  ej,  et  Ton  en 
déduit  les  projections  horizontales  v  et  p  des  points  cherchés. 

On  détermine  d'une  manière  analogue  tous  les  autres  sommets  du 
polygone  d'intersection.  On  constate  d'ailleurs  sans  aucune  difficulté 
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«qu'il  y  a  arrachement,  car  les  deux  plans  auxiliaires  dont  nous  nous 
€onimes  servis  sont  précisément  les  deux  plans  limites.  Enfin  on  fait 
ia  jonction  des  sommets  du  polygone  d'intersection  comme  dans  les 
^eux  cas  précédemment  examinés. 

Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  le  prisme  triangulaire 
entaillé  par  le  prisme  quadrangulaire.  La  manière  d'effectuer  ce  mode 
-de  ponctuation  ayant  déjà  été  donnée  (212),  nous  n'y  reviendrons  pas. 


§  V.  —  Ombres  des  polyèdres. 

220.  Détermina tioa  de  la  séparatrice.  —   Lorsqu'un   polyèdre  est 
éclairé  par  une  source  lumineuse  placée  à  distance  finie  ou  infinie,  la 
partie  éclairée  de  la  surface  du  polyèdre  est  séparée  de  la  partie  non 
éclairée  de  cette  surface  par  une  ligne  polygonale  qu'on  appelle  la  sé- 
jparatrice.  Les  côtés  et  les  sommets  de  cette  ligne,  si  Ton  suppose  le 
polyèdre  convexe,  sont  des  arêtes  et  des  sommets  du  polyèdre,  et  il 
est  aisé  de  s'assurer  si  un  sommet  du  polyèdre  est  en  même  temps  un 
sommet  de  la  séparatrice.  Appelons  en  effet  A  le  sommet  considéré 
du  polyèdre;  pour  qu'il  soit  un  sommet  de  la  séparatrice,  il  faut  évi- 
demment et  il  suffit  que  le  rayon  lumineux  qui  passe  par  le  point  A 
ne  rencontre  la  surface  du  polyèdre  ni  avant  ni  après  son  passage  au 
point  A.  Un  simple  coup  d'oeil  suffit  généralement  pour  s'assurer  si 
<;ette  condition  est  remplie;  mais  dans  le  cas  oii  il  y  aurait  doute,  il 
n'y  aurait  qu'à  chercher  les  points  de  rencontre  de  ce  rayon  lumineux 
avec  la  surface  du  polyèdre,  en  coupant  celle-ci  par  un  plan  vertical 
ou  de  bout  passant  par  le  même  rayon.  On  aurait  ainsi,  par  la  même 
.occasion,  des  points  de  la  séparatrice,  en  menant  par  les  sommets  du 
polygone  d'intersection  les  parallèles  aux  rayons  lumineux  ne  rencon- 
trant qu'en  un  point  le  périmètre  de  ce  polygone. 

On  pourra  donc  obtenir,  de  cette  manière,  la  ligne  de  séparation 
4I  ombre  et  de  lumière  sur  la  surface  du  polyèdre. 

Cela  fait,  nous  allons  montrer  rapidement  que  la  détermination  des 
4>mbres  des  polyèdres  se  ramène  à  des  problèmes  déjà  traités. 

221.  Ombre  portée  par  un  polyèdre  sur  un  plan.  —  Chaque  côté  de 
la  séparatrice  et  le  point  lumineux  déterminent  un  plan  que  nous 
;supposerons  limité  aux  deux  rayons  lumineux  passant  par  les  extré- 
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mites  du  côté.  Tous  les  plans  analogues,  limités  de  la  même  façon, 
forment  une  surface  pyramidale  ou  prismatique,  appelée  pyramide  ou 
prisme  d'ombre^  et  dont  la  section  par  le  plan  considéré  est  Tombre 
portée  par  le  polyèdre  sur  ce  plan.  La  détermination  de  cette  ombre 
se  ramène  donc  à  la  détermination  d'une  section  plane  d'un  prisme  ou 
d'une  pyramide,  problèmes  déjà  résolus  (204). 

Lorsque  le  polyèdre  est  représenté  par  ses  projections  sur  deux  plans 
rectangulaires  opaques,  l'ombre  du  polyèdre  se  compose  de  l'ombre 
portée  sur  le  plan  horizontal  limité  à  la  ligne  de  terre  et  de  l'ombre 
portée  sur  le  plan  vertical  limité  également  à  la  ligne  de  terre. 

222.  Ombre  portée  par  un  polyèdre  sur  un  autre  polyèdre.  —  Ap- 
pelons P  et  Pt  les  deux  polyèdres,  et  supposons,  par  exemple,  qu'il 
s'agisse  de  déterminer  l'ombre  portée  par  le  polyèdre  P  sur  le  po- 
lyèdre Pi.  Pour  cela,  on  détermine  la  pyramide  ou  le  prisme  d'ombre 
relatif  au  polyèdre  P,  suivant  que  la  source  lumineuse  est  à  distance 
finie  ou  infinie;  puis  on  cherche  l'intersection  de  cette  pyramide  ou 
de  ce  prisme  avec  le  polyèdre  Pi,  en  limitant  cette  intersection  à  la 
ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  le  polyèdre  P,. 

On  simplifie,  d'habitude,  les  constructions  en  déterminant  préala- 
blement les  ombres  portées  par  les  polyèdres  P  et  P,  sur  les  plans  de 
projection  ;  car  on  a  ainsi  les  ombres  portées  par  les  séparatrices. 

223.  Ombre  portée  par  une  droite  sur  un  polyèdre.  —  La  droite  et 
la  source  lumineuse  déterminent  un  plan.  On  cherche  la  section  du 
polyèdre  par  ce  plan  et  on  la  limite  à  la  ligne  de  séparation  d'ombre 
et  de  lumière  sur  ce  polyèdre;  on  a  ainsi  l'ombre  cherchée. 
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1.  On  donne  an  hexagone  régulier  de  3^™  de  côté  ;  le  centre  et  le  milieu 
de  Tun  des  côtés  sont  dans  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal,  le 
centre  est  à  5^™  de  xy.  Le  plan  de  l'hexagone  fait  un  angle  de  39°  avec  le 
plan  horizontal  et  la  trace  horizontale  fait  un  angle  de  53<*  avec  œy.  Cet 
hexagone  est  la  base  d'une  pyramide  régulière  dont  la  hauteur  a  {^^^  et 
dont  le  sommet  est  dans  le  second  dièdre. 

Trouver  les  projections  de  la  pyramide  et  celles  de  la  section  faite  dans 
cette  pyramide  par  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 

[École  navale,  concours  de  i88i.) 
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2.  La  base  ABC  d*iine  pyramide  SABC  est  parallèle  au  plan  horizontal, 
au-dessus  de  ce  plan  et  à  une  distance  de  2°>^,l.  Le  côté  BC,  parallèle 
à  ary,  vaut  n<>°',3  et  est  éloigné  du  plan  vertical,  en  avant,  de  1<"*,5.  Les 
côtés  AC  et  AB  valent  respectivement  iO'''",!  et  7<*°',6.  Le  triangle  SAC 
est  isocèle,  les  angles  égaux  SAC,  SCA  valent  chacun  62?;  enfln  Taréte  SB 
Taut  iP",2.  On  demande  : 

i*  De  construire  les  projections  de  la  pyramide  ; 

2^  De  déterminer  les  projections  du  centre  0  de  la  sphère  circonscrite  à 
la  pyramide  ; 

3®  De  déterminer  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  que 

fait  dans  la  pyramide  le  plan  mené  par  le  point  0  parallèlement  aux  deux 

arêtes  opposées  AG  et  SB. 

(École  de  ScUnt-Cyr^  concours  de  1882,) 

3.  On  donne  :  1^  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  xy  des  angles 
Pay  =  45°,  P'ay  =  36®  et  2*  un  point  S  situé  dans  ce  plan  à  4"",2  en 
avant  du  plan  vertical  de  projection  et  à  5<">^,4  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal. Ceci  posé,  on  demande  : 

i"  De  construire  les  projections  d*une  pyramide  triangulaire  SABC  ayant 
pour  sommet  le  point  S  et  s*appuyant  sur  le  plan  horizontal  par  sa 
base  ABC  (le  point  A  étant  le  plus  éloigné  de  xy)y  au  moyen  des  données 
suivantes  :  le  plan  de  la  face  ASC  est  perpendiculaire  au  plan  PaP'  et  fait 
un  angle  de  72<*  avec  le  plan  horizontal  ;  la  face  ASB  est  située  dans  le 
plan  PaP*  ;  l'angle  plan    ASC  =  75*>;    l'angle  plan    ASB  =  66«; 

2»  De  mener  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  pyramide  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  droite  SG  qui  joint  ce  centre  de  gravité  au  sommet  S,  et  de 
construire  les  projections  de  la  section  faite  par  ce  plan  dans  le  solide. 

(École  de  Saint-Cyr,  i»'  concours,  1880.) 

4.  On  donne  une  pyramide  régulière  de  UO*»"  de  hauteur  dont  la  base 
est  un  octogone  de  kk^^  de  côté;  un  diamètre  de  cet  octogone  est  incliné 
à  60°  sur  osy  et  descend  vers  la  droite  de  Tépure.  Un  point  M,  de  cote 
dO*'",  est  projeté  en  m  sur  le  plan  de  front  du  centre  de  l'octogone,  et  à 
10"o  à  droite  de  ce  centre.  Par  M  on  fait  passer  deux  plans  inclinés  à  41<> 
sur  le  plan  horizontal  et  dont  les  traces  horizontales  sont  à  45<»  sur  xy. 
Ces  traces  descendent  aussi  vers  la  droite  de  l'épure.  On  demande  de 
représenter  les  projections  de  la  partie  solide  de  la  pyramide  comprise 
entre  les  deux  dièdres  aigus  des  deux  plans. 

5.  Un  prisme  a  ses  arêtes  de  front  et  inclinées  à  45^  sur  le  plan  hori- 
zontal et  montant  vers  la  droite  de  l'épure.  Les  bases  de  ce  prisme  sont 
dans  deux  plans  horizontaux,  de  cotes  50"™  et  120'»>^.  Ces  bases  sont  des 
hexagones  réguliers  de  35™"  de  côté  dont  un  diamètre  est  incliné  à  45® 
sur  xy  et  descend  vers  la  droite.  Sur  chacune  des  bases  de  ce  prisme  on 
conslniit  une  pyramide  régulière,  de  40""   de  hauteur,  qui»  ne  rencontre 
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pas  le  prisme,  et  l'on  considère  le  solide  formé  par  le  prisme  et  Tensemble 
des  deux  pyramides.  On  coupe  ce  solide  par  un  plan  P  qui  passe  par  les 
milieux  des  hauteurs  des  deux  pyramides  et  dont  les  horizontales  sont 
parallèles  au  diamètre  donné  des  hexagones. 
Représenter  la  partie  du  solide  située  en  arrière  du  plan  P. 


6.  (jadre  2T^  sur  42<^™.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du  cadre 

et  au  milieu. 


/ 
/ 
/ 

0'  \ 
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blJk. 
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h\  /  xo'  =  9«™,  o'o  =  9®",  oa  =  6''™. 

0  est  le  centre  d*une  circonférence  de 
X  rayon  6"™.  On  inscrit  un  octogone  régulier 

dont  un  sommet  b  est  tel  que  arc  afr  =  ^ 

de  circonférence.  Cet  octogone  est  la  base 
d*un  prisme  dont  les  arêtes  sont  de  front, 
et  font  un  angle  de  60<^  avec  le  plan  hori- 
zontal. On  prend  oV  =  13«",  ce'  =  il«"*. 
On  décrit  une  circonférence  de  rayon 
cd  =  5"".  On  inscrit  un  pentagone  régu- 
lier dont  un  des  sommets  est  en  m  et  tel 
que    mm'  =  74""*.    Ce  pentagone  est  la 

base  d'un  prisme  dont  les  arêtes  {mh,  m' h')  sont  de  front  et  font  un  angle 

de  45^  avec  le  plan  horizontal. 
Représenter  l'intersection  et  le  solide  commun.         (R.  Malloizel.) 
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7.  Cadre  27«™  sur  42«».  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  de  la 

feuille  et  au  milieu. 

Une  pyramide  régulière  a  pour  base  dans 
le  plan  horizontal  un  hexagone  régulier  ins- 
crit dans  une  circonférence  de  rayon  10^"^  ; 
son  centre  (o ,  o')  est  tel  que  oco'  =  o'y, 
o'o  =  10®"^,5.  La  hauteur  de  Ja  pyramide  est 
égale  à  1 8^™.  Un  des  sommets  de  Thexagone 
est  le  point  (A,  a'),    o'a'  =  3''«. 

Un  tétraèdre  a  pour  sommets  les  quatre 
points  M,  N,  P,  R,  ainsi  définis  : 

M  {  {Jim'  =    2«"»,  N 

ynn  =  14®"; 
o'm  =    4»'», 
wp'  =  18«», 
xnp  =  17«»,5; 


rem 


vn'  =  10«™, 
vn  =  14*"*  ; 


R  }  pr'  =    8*", 
(    prz:z    1««. 

On  demande  :  l*"  de  trouver  les  projections  de  Tintersection  de  la  pyra- 
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niide  et  du  tétraèdre;  2®  de  représenter  la  pyramide  entaillée  par  le 
tétraèdre.  (R.  Malloizel.) 


8.  Cadre  27'»  sur  42'^'^.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 

cadre  et  au  milieu. 

}/  o>x  =z  wy,  wa  =  lO"",  wfc'  =  16*™. 

I  bz  est  parallèle  à  xy  et  l'angle  cbz  est  de  15^. 

j  Un  cube  a  pour  diagonale  la  verticale  (a6,  a'b% 

|^>,  et  une  des  arêtes  {bc^  b'd)  aboutissant  au  point 

I   \  (&,  V)  a  pour  projection  horizontale  la  droite  bc, 

p        J^ ^^ —  On  demande  les  projections  du  cube. 

j           I  Un  prisme  a  pour  base  dans  le  plan  horizon- 


^^         [  j.^         tal  le  carré  mnfpq  et  pour  arêtes  des  parallèles 

™::-^^^i^v-.   à  (0/1,070. 

^sl^^P  a'o*  =  db\  u)^'  =  o*b\  mn  =  6«», 

l'angle  de  mn  avec  xy  est  de  25®. 
On  demande  les  projections  du  prisme. 
Représenter  le  cube  entaillé  par  le  prisme.  (R.  Malloizel.) 


9.  Un  tétraèdre  régulier  SABC,  dont  les  arêtes  ont  pour  valeur  com- 
ronoe  S'^^^S,  repose  par  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizontal  de  manière 
qne  Tarête  AB  est  parallèle  à  xy,  et  le  sommet  G  en  avant  de  AB.  Sur 
chacune  des  faces  latérales  SAB^  SAC,  SBC  comme  bases^  on  construit  un 
prisme  droit  dont  la  hauteur  est  égale  à  Taréte  du  tétraèdre.  On  obtient 
ainsi  un  polyèdre  P  composé  de  Tensemble  du  tétraèdre  et  des  trois 
prismes,  et  Ton  demande  de  construire  : 

1*  Les  deux  projections  de  ce  polyèdre  P  ; 

2*  La  section  de  ce  polyèdre  P  par  un  plan  horizontal  mené  par  le 

centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

{Ecole  de  Saint-Cyr,  concours  de  Î867.) 

10.  On  donne  la  projection  horizontale  d*un  cube  dont  une  diagonale 
est  verticale  ;  ce  cube  se  projette  suivant  un  hexagone  régulier  de  8*^™  de 
côté,  dont  une  diagonale  est  perpendiculaire  à  xy.  L'extrémité  de  cette 
diagonale  la  plus  rapprochée  de  xy  en  est  distante  de  3*"*.  On  demande  de 
déterminer  : 

1*  La  projection  verticale  du  cube  ; 

2*  Les  projections  d'une  pyramide  régulière  qui  a  pour  base  Thexagone 
de  projection  du  cube  sur  le  plan  horizontal  et  dont  la  hauteur  est  supé- 
rieure de  3°™  à  la  diagonale  du  cube  ; 

3<*  Le  solide  commun  au  cube  et  à  la  pyramide  ; 

4*  L'ombre  portée  par  ce  solide  sur  les  plans  de  projection,  et  son  om- 
bre propre,  sachant  que  toute  parallèle  aux  rayons  lumineux  se  projette 
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horizontalement  en  faisant  un  angle  de  60<>  avec  xy  et  verticalement  un 

angle  de  M^, 

{Journal  de  Vuibert,  5*  année.) 

ii.  On  donne  sur  le  plan  horizontal  un  carré  ABCD  inscrit  dans  un 
cerdc  dont  le  rayon  a  5«>^  et  dont  le  centre  est  à  T^fi  de  œy.  La  diago- 
nale BC  est  perpendiculaire  à  xy.  On  construit  un  cube  sur  ce  carré  pris 
comme  base,  et  on  coupe  ce  cube  par  un  plan  passant  par  les  milieux  E 
et  F  des  côtés  AB,  AD  et  par  le  centre  du  cube.  On  rabat  la  section  ainsi 
obtenue  sur  le  plan  horizontal,  et  Ton  construit  une  pyramide  ayant  pour 
base  la  section  rabattue,  et  pour  sommet  un  point  se  projetant  horizonta- 
lement au  centre  du  carré  ABCD  et  situé  au-dessus  du  plan  horizontal  à 
une  distance  égale  à  une  fois  et  demie  l'arête  du  cube.  On  propose  de 
trouver  en  projections  Tintersection  du  cube  et  de  la  pyramide. 

[Concours  académique  de  Montpellier,  i874.) 


12.  On  donne  une  sphère  de  ^^^  de  rayon  tangente  aux  deux  plans  de 
projection  ;  son  centre  est  dans  le  premier  dièdre.  On  inscrit  dans  cette 
sphère  un  prisme  droit  dont  la  base  est  un  hexagone  régulier,  Taxe  verti- 
cal^ et  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  du  polygone  de  base.  Une  des 
faces  est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection. 

On  mène  le  diamètre  de  la  sphère  parallèle  à  œy  et  on  joint  son  extré- 
mité de  gauche  à  tous  les  sommets  de  la  base  inférieure  du  prisme. 

On  demande  : 

io  De  représenter  le  prisme  et  la  pyramide  obtenus  ; 

2^  De  trouver  Tintersection  des  deux  corps  ; 

3°  De  construire  le  développement  des  faces  latérales  du  prisme  sur  un 
plan  parallèle  au  plan  vertical  et  d*y  représenter  Tintersection  développée. 

(Concours  académique  de  Montpellier,  1870.) 

13.  On  donne  un  prisme  droit  et  une  pyramide  de  même  hauteur  égale 
à  5'"^  ;  la  base  du  prisme  est  un  triangle  équilatéral  ABC  inscrit  dans  un 
cercle  de  S®*»  de  rayon  ;  la  base  de  la  pyramide  est  un  triangle  équilatéral 
inscrit  dans  le  même  cercle,  le  point  D  étant  diamétralement  opposé  au 
point  A  ;  le  sommet  de  la  pyramide  est  sur  Tarète  latérale  du  prisme  qui 
passe  par  le  point  A . 

On  prend  pour  plan  horizontal  le  plan  du  cercle,  pour  ligne  de  terre  une 
perpendiculaire  au  diamètre  AD  située  à  5«»  du  centre  et  du  même  côté 
que  le  point  D  par  rapport  à  ce  centre . 

Représenter  les  deux  solides  par  leurs  projections  ;  construire  les  projec- 
tions de  la  ligne  d'intersection  des  surfaces  des  deux  solides  ;  puis,  trans- 
portant la  figure  parallèlement  à  flcy  de  3«»  vers  la  droite,  représenter  par 
ses  projections  le  solide  commun  au  prisme  et  à  la  pyramide. 

{Concours  général  de  i876,  Enseignement  spécial.) 
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14.  Cadre  21*^  sur  42°°^.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 

cadre  et  au  milieu. 
V  Un   prisme  a  pour  base  dans  le  plan 

H^  \  horizontal  un  pentagone  régulier  inscrit 

/      A  dans  une  circonférence  (o,  o')  de  rayon 


Tl      !  ! 

I 


^ 


,^tt  w    T  yi Q^  ^  goa^    ^^r  ^  gooi^    q'q  —  gem  j    un    dCS 


y 


.'^^Ji. ' 1- 


(     1»    ; 


Il  I    ij  sommets  (a,  a')  du  pentagone  est  tel  que 

i aa'  =  4*'»,5.  Une  arôte  (H,  H')  est  de  front, 

j  la  projection  verticale  H'  faisant  avec  xy 

\  /   \^      I  7 

\     y     A^--L  ^°  angle  a  tel  que    tg  a  =  —  • 

Un  second  prisme  a  pour  base  dans  le 
plan  horizontal  un  carré  construit  sur  mn 
et  au-dessus. 

oV  =  6«-,  m'n'  =  6«»,  mm'  =  18»»,o,  n'n  =  20«». 

Une  arête  (G,  G')  a  ses  deux  projections  parallèles  sur  Tépure;  G'  fait 
avec  wy  un  angle  P  tel  que    tg  p  =  2. 

On  demande  :  i^  de  trouver  les  projections  de  Tintersection  des  deux 
prismes;  ^  de  représenter  le  premier  prisme  entaillé  par  le  second  et 
limité  au  plan  horizontal  et  à  un  plan  horizontal  de  cote  i6®". 

(R.  Malloizel.] 

45.  Cadre  27«"»  sur  42*«.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 

cadre  et  au  milieu,    cdo;  =  u>y. 
^/  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  dans  le  plan 

I  horizontal  un  dodécagone  régulier  inscrit  dans  la  cir- 

\cf  conférence  oa;  u>o  =  10<^»,  oa  =  8^"*.  Un  des  sommets 

du  dodécagone  est  au  point  a.  Le  sommet  de  la  pyra- 
^'  mide,  (*,  *'),  a  une  cote  égale  à  IS«™. 

*^  On  coupe  cette  pyramide  :  i<*  par  un  plan  passant 


^"Tff^  par  la  ligne  de  terre  et  le  point  (&,  V)  situé  sur  Taxe  de 

/     .  I       \         la  pyramide  (a>&'  =  5*"^)  ;  2°  par  un  plan  passant  par  le 

!      c\o      ]        point  (c,  c')  situé  sur  Taxe  de  la  pyramide  (coe'  =  i2«"^) 

\    [     /         et  dont  les  traces  font  un  angle  de  45^  avec  la  ligne  de 

""j"'^  terre. 

On  demande  de  représenter  la  portion  de  la  pyra. 

mide  comprise  dans  les  deux  dièdres  opposés  par  Taréte  formés  par  les 

deux  plans  précédents,  Tun  de  ces  dièdres  contenant  le  sommet  de  la 

pyramide. 

(R.  Malloizel.) 
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NOTIONS   DE   GÉOMÉTRIE   COTÉE  O 


§  I.  —  Le  point  et  la  ligne  droite. 

224.  Représentation  du  point.  —  On  représente  un  point,  en  géo- 
métrie cotée,  par  sa  projection  homontale  et  par  sa  cote,  La  cote  est 
la  distance  du  point  au  plan  horizontal  ;  elle  est  positive  ou  négative 
suivant  que  le  point  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  horizon taL 
Enfin,  on  Tinscrit  à  côté  de  la  projection  horizontale  du  point,  paral- 
lèlement au  bord  inférieur  de  la  feuille. 

225.  Représentation  d'un  corps;  échelle  d*un  dessin.  —  Un  corps 
étant  un  ensemble  de  points,  pour  représenter  un  corps  on  représente 
autant  de  points  de  ce  corps  qu'il  en  faut  pour  déterminer  sa  fornae  et 
sa  position  dans  l'espace.  On  obtient  ainsi  un  dessin  ou  Yèpure  du 
corps.  Ce  dessin  est  toujours  exécuté  à  une  échelle  déterminée,  c'est- 
à-dire  qu'il  est  semblable  à  la  projection  horizontale  du  corps,  mais 
toutes  les  lignes  sont  réduites  dans  un  rapport  donné  qu'on  appelle 
réchelle  du  dessin. 

Si  l'unité  de  longueur  est  le   mètre,  on  dit  que    l'échelle    est 

1  1 

^®  TTTT^'  T7Ï7ÎÂ'  ^^^-5  suivant  quc  la  longueur  de  1«»  dans  Tespace  est 
iUl)     1000 

représentée  par  l^m,  par  1™™,  etc.,  dans  le  dessin. 

Pour  indiquer  qu'un  dessin  est  à  une  échelle  déterminée,  pour  indi- 

i 
quer  par  exemple  que  l'échelle  est  de  j^  par  mètre,  on  trace  paral- 

(*)  La  connaissance  de  ces  notions  de  géométrie  cotée  est  exigée  des  candidats 
à  l'École  centrale,  mais  pas  des  candidats  à  l'Ëcole  polytechnique. 


LE   POINT   ET   LA   LIGNE   DROITE 


169 


iii»liii'î|Z 


Â 


lèlement  à  l'un  des  bords  de  la  feuille  une  longueur  quelconque  que 

Ton  divise    en    centimètres,  et    Ton 
A'  ajoute  à  gauche  de  cette  longueur  une 

4       i     autre  longueur  de  l*"™  que  l'on  divise 

,       en  dix  parties  égales-  Cette  longueur 

1^  partagée  en  parties  égales  porte  aussi 
le  nom  d'échelle. 
Dans  la  figure  ci-contre  cette  longueur  est  de  S*"»",  et  pour  montrer 
la  manière  de  s'en  servir  supposons  que  l'on  demande  la  longueur 
véritable  d'une  ligne  AB  du  dessin.  Pour  l'obtenir,  on  prend  une  ouver- 
ture de  compas  égale  à  AB  et  on  la  porte  sur  l'échelle  en  AW,  à  par- 
tir d'une  division,  comme  l'indique  la  figure.  On  voit  ainsi  que  la 

0'"  OOi 
longueur  AB  du  dessin  est  égale  à    0™,04  h-  0«»,001  H ^ —  »    ou  à 

0'",0415.  En  multipliant  alors  par  100,  c'est-à-dire  par  l'inverse  de 
réchelle,  on  a  la  longueur  véritable,  qui  est  ici  4™, 15. 

226.  Représentation  d'une  droite  ;  droites  horizontales.    —    Une 

droite  étant  déterminée  par  deux  points,  pour 
représenter  une  droite  on  se  donne  les  pro- 
jections cotées  de  deux  de  ses  points.  Ainsi 
les  deux  points  a  et  6  cotés  respectivement 
1,32  et  2,47  déterminent  une  droite  de  l'es- 
pace dont  tous  les  points  sont  projetés  sur  la 
droite  ab  du  plan  horizontal. 
Tous  les  points  d'une  droite  horizontale  ont  la  même  cote  ;  on 

représente  alors  une  droite  horizontale  par  sa 
projection  horizontale  h^  et  l'on  inscrit  la  cote 
parallèlement  à  h.  Dans  la  deuxième  figure, 
h  est  une  horizontale  de  cote  3,45. 

227.  Problème.    —  Connaissant  la  projection  d'un  point   d'une 
droite  ab,  trouver  sa  cote. 

Soit  c  (l'«  fig.  du  n®  précédent)  la  projection  du  point.  Rabattons  le 
plan  projetant  la  droite  sur  le  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner 
autour  de  ab.  Les  points  A  et  B  se  rabattent  sur  les  perpendiculaires 
à  aby  menées  respectivement  par  les  points  a  et  b,  en  des  points  Ai 
et  Bi,  tels  que  les  longueurs  aAi  et  bBi  mesurées  à  l'échelle  du 
dessin  soient  respectivement  égales  à  1,32  et  à  2,47.  Le  point  C  se 


2.47 
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rabat  donc  en  Ci,  à  Tintcrsection  de  AiBi  et  de  la  perpendiculaire  à 
ab  menée  par  le  point  c;  de  sorte  que  la  cote  du  point  C  s'ob- 
tient en  mesurant  cCi  à  l'échelle  du  dessin ,  comme  cela  a  été 
expliqué  plus  haut  (225.) 

Dans  la  pratique,  les  cotes  des  objets  que  Ton  représente  en  géo- 
métrie cotée  sont  très  petites  par  rapport  aux  dimensions  horizon- 
tales du  corps,  et  une  échelle  de  ^^rrrrr  par  mètre  est  généralement 

1000 

plus  grande  que  les  échelles  employées  ;  de  sorte  que  si  Ton  mesurait 

cCi,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  une  erreur  de  1"™  dans  cette 

mesure  serait  multipliée  au  moins  par  1000  et  correspondrait  à  une 

erreur  véritable  d'au  moins  1™.  Pour  cette  raison,  au  lieu  de  mesurer 

les  cotes  on  les  calcule,  et  voici  comment  on  procède  : 

Imaginons  que  Ton  ait  mené  la  parallèle  AiB'^  à  a6,  et  considérons 

les  deux  triangles  semblables  AiCiC'i   et  A|BiBi.  Dans  ces  triangles 

on  a 

LiiLi|  A]Li| 

B:Br""Â;Br' 

CCI  ac 


ou 


BiB;         ab 
On  en  tire 


(1)  C,Ci  = 


oc  xB,b; 

ab 


Mais  BiB'i  est  la  différence  des  cotes  des  deux  points  A  et  B,  diffé- 
rence qui  est  égale,  dans  le  cas  actuel,  à  1,15  ;  ac  et  ab  se  mesurent 
à  l'échelle  du  dessin,  puisque  ce  sont  des  distances  horizontales.  Le 
calcul  précédent  fait  donc  connaître  CtC',,  et,  en  ajoutant  cette  lon- 
gueur à  la  cote  du  point  A,  on  obtient  la  cote  du  point  C. 

Par  exemple,  si  ac  et  ab  mesurées  à  l'échelle  du  dessin  sont  res- 
pectivement égales  à  1,45  et  à  3,64,  on  a 

ce.  =  '.^>^  =  0,46  ; 

il  en  résulte  qu'on  a 

cC,  =  1,324-0,46  =  1,78. 

228.  Problème  Inverse.  —  Placer  sur  une  droite  un  point  de  cote 
donnée. 
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Il  s'agit  de  trouver  le  point  c  connaissant  la  cote  du  point  G  dont 
il  est  la  projection  horizontale  ;  il  suffit,  pour  cela,  de  connaître  la 
longueur  ac  mesurée,  bien  entendu,  à  Téchelle  du  dessin. 

Or  l'égalité  (i)  du  numéro  précédent  donne 

aéxC.C; 

et  en  remplaçant  aè,   CiCi  et  BiBi  par  leurs  valeurs  respectives,  3,64, 

0,46  et  1,15,  on  obtient 

3,64x0,46  _ 
ac^  — iTH        "■*'*'^- 

On  prend  donc  sur  l'échelle  la  longueur  qui  correspond  à  1,45,  et 
on  la  porte  sur  ab  à  partir  du  point  a  et  dans  le  sens  convenable, 
c'est-à-dire  de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche  suivant  que  ac 
est  positif  ou  négatif  ;  car  les  cotes  ou  les  différences  des  cotes  de  deux 
points  sont  susceptibles  de  signes. 

229.  Points  à  coto  ronde  ;  intervalle.  —  On  appelle  ainsi  les  points 

dont  les  cotes  sont  des  nombres  entiers;  tels  sont,  par  exemple,  les 

points  de  cotes    — 2,    — 1,    0,  1,  2,  ...  Le  point  de  cote  0  s'appelle 

la  trace  de  la  droite. 

La  détermination  des  points  à  cote  ronde  est  une  application  du 

problème  précédent  (228).  On  commence  par 
Di^x^  en  déterminer  deux  consécutifs,  par  exemple 

ceux  dont  les  cotes  sont  respectivement  1  et  2; 

soient  c  et  rf  ces  deux  points.  On  en  déduit 

.^^y         ensuite  tous  les  autres  en  portant  des  lon- 


■/>f 


^t-— ^ci 


î»    !U2        II 


^  ^       d     b  gueurs  égales  à  c(£,   dans  un  sens  ou  dans 

l'autre. 

Cette  longueur  crf,  c'est-à-dire  la  distance  horizontale  de  deux 
points  consécutifs  à  cote  ronde,  s'appelle  Vintervalle.  On  peut  appeler, 
plus  généralement,  intervalle  d'une  droite  la  distance  horizontale  de 
deux  points  dont  la  différence  des  cotes  est  1. 

Il  est  clair  qu'une  droite  est  déterminée  quand  on  connaît  la  projec- 
tion cotée  d'un  point  de  la  droite,  la  projection  horizontale  de  cette 
droite  et  l'intervalle,  puisqu'on  connaît  ainsi  autant  de  points  que  Ton 
veut  de  la  droite. 

Ajoutons  que  si  l'on  partage  l'intervalle  en  parties  égales,  il  est  aisé 
de  trouver  les  points  de  la  droite  dont  les  cotes  sont  fractionnaires 
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quand  on  connaît  un  point  à  cote  ronde.  Par  exemple,  si  Ton  connaît 
le  point  c  de  cote  1,  pour  avoir  le  point  de  cote  1,3,  il  suffit  de  par- 
tager Tintervalle  en  dix  parties  égales  et  de  prendre  le  troisième  point 
de  division  à  partir  du  point  c. 

230.  Angle  d'une  droite  avec  le  plan  horizontal  ;  pente  d*ane  droite. 

—  Soient  c  et  d  (fig.  précédente)  deux  points  consécutifs  à  cote 
ronde  rabattus  en  Ci  et  en  Di.  Si  Ton  mène  CiCJ  parallèle  à  cd,  il 
est  clair  que  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal  est  égal  à 
l'angle  Ci  du  triangle  rectangle  CiDiCi.  En  appelant  a  l'angle  cher- 
ché, on  a  donc 

c;Di 


tga  = 


GiC; 


Mais  C;Di  =  1, 
on  a  donc 


et  si  Ton  appelle  I  l'intervalle,  on  a    GiCi  =  i  ; 


1 


tg«  =  -j- 


i 
I 


La  quantité  -r-  s'appelle  la  pente  de  la  droite. 


Une  droite  est  évidemment  déterminée  quand  on  connaît  sa  projec- 
tion horizontale,  sa  pente  et  la  projection  cotée  d'un  point;  car  si  par 

1 

exemple  la  pente  est  -r-  ?  l'intervalle  est  4  et  Ton  connaît  ainsi  la 

4 

projection  horizontale  de  la  droite,  la  cote  de  l'un  de  ses  points  et 
l'intervalle. 

231.  Problème.  —  Trouver  la  distance  de  deux  points  cotés  dCune 
droite. 

Soient  o  et   6   les  deux  points  cotés  respectivement  1,32  et  2,47. 

Pour  avoir  la  distance  des  deux  points  A 
et  B  de  Tespace,  on  pourrait  rabattre  cette 
droite  en  AiBi  et  meçurer  AiBi  à  l'échelle 
du  dessin. 

On  préfère  calculer  AjBt   au  moyen   du 
triangle  rectangle  A,BiBi  qui  donne 

A,B,  =  v/AiB;'  +  BiB/. 

On  mesure  alors  A,Bi  à  réchelle,on  calcule  BiBi  et  l'on  remplace. 
Si,  par  exemple,  on  a    aé  =  3,64,    on  a  aussi    AiBi  =  3,64  ;    d'ail- 
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leurs    BjBt  =  2,47  —  1,32  =  1,15,    de  sorte  que 

A»Bi  =  v^3,64«4-l,15''  =  3,83. 

232.  Problème  Inverse.  —  Porter  sur  une  droite  et  à  partir  d'un 
point  de  cette  droite  une  longueur  égale  à  une  longueur  donnée. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  porter  sur  la  droite  aô,   à  partir  du 

point  a,  une  longueur  égale  à  4.  Pour  cela, 
on  commence  par  calculer  la  longueur  dont 
la  projection  est  égale  à  l'inteiTalle.  Sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  que  Tinter- 
valle  soit  égal  à  2  ;  alors  la  longueur  dont  la 
projection  est  égale  à  l'intervalle  est  égale  à 

v^2«  ■+- 1*  =  v^5"=  2,23. 
Cela  posé,  supposons  que  b  soit  le  point  inconnu,  portons  ac  égal 
à  rintervalle  et  construisons  le  point  Ci  rabattement  du  point  c.  Tout 
revient  évidemment  à  calculer    ab  =  x.    Or,  les  deux  triangles  sem- 
blables AidCi  et  AiBiBi  donnent 

a,b;       a,b. 


I 
I 

_JL 

a 


A,Gi    "   AA 

c'est-à-dire 

X           4 
2         2,23 

Il  en  résulte 

.-l>5*       3. 

2,23 

On  portera  donc  ab  =  3,58  au  moyen  de  l'échelle  et  on  aura  le 
point  6,  dont  il  sera  aisé  d'avoir  la  cote,  comme  on  l'a  vu  plus 
haut  (227). 

233.  Problème.   —  Mener  par  un  point  donné  la  parallèle  à  une 

droite  donnée. 

Soit  à  mener  par  le  point  c  coté  2  la  parallèle 
à  la  droite  ab.  Les  deux  droites  étant  parallèles, 
leurs  projections  horizontales  le  sont  aussi  ;  on 
obtiendra  donc  la  projection  horizontale  de  la 
droite  cherchée  en  menant  par  le  point  c  la 
parallèle  à  ab. 
D'ailleurs  les  intervalles  étant  évidemment 
égaux,  si  ab  est  l'intervalle  de  la  première  droite,  en  prenant  cd  =  ab 
et  de  même  sens  que  ab  on  aura  Tintervalle  de  la  deuxième. 
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234.  Problème  —  Trouver  la  condition  pour  que  deux  droites  se 
coupent, 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée  est  évidenoLment  que 
les  cotes  du  point  de  rencontre  des  projections  horizontales,  considéré 
comme  appartenant  tour  à  tour  à  la  première  et  à  la  deuxième  droite, 
soient  égales. 

^\\.  —  U  Plan. 


235.  RepréBOQiation  du  plan;  échelle  de  pente.  —  On  appelle  ligne 
de  plus  grande  pente  d'un  plan  toute  droite  du  plan  perpendiculaire 
aux  horizontales  de  ce  plan.  Il  est  clair  qu'un  plan  est  déterminé  par 
une  ligne  de  plus  grande  pente;  pour  cette  raison  on  représente  un 
plan  par  une  de  ses  lignes  de  plus  grande  pente. 

Afin  de  distinguer  la  ligne  de  plus  grande  pente  d*un  plan  d'une 

autre  droite  quelconque,  on  la  représente  par 
deux  traits,  Tun  très  fin,  Tautre  plus  épais.  On 
marque  enfin  dans  toute  l'étendue  utile  de  cette 
ligne  des  points  à  cote  ronde,  et  Ton  a  ainsi  ce 
qu'on  appelle  Y  échelle  de  pente  du  plan. 

Il  suit  de  là  qu'un  plan  est  représenté  par  son 
échelle  de  pente  et,  par  définition,  les  horizontales 
du  plan  sont  perpendiculaires  à  l'échelle  de  pente. 
D'après  cela,  si  ab  est  l'échelle  de  pente  d'un  plan,  les  horizontales 
du  plan  sont  perpendiculaires  à  ab. 

Ce  mode  de  représentation  du  plan  conduit  immédiatement  au  pro- 
blème suivant  : 

236.  Problème.  —  Un  plan  étant  déterminé  par  deux  droites  qui  se 

coupent^  trouver  son  échelle  de  pente. 

Soient  d  et  8  les  projections  co- 
tées  des  deux   droites    qui    déter- 
minent le  plan.  Si  l'on  joint  tous  les 
couples    de  points  de  même  cote, 
d/  jUt^-^^        ^  par  exemple  les  points  de  cote   5, 

de  cote  4,  de  cote  3,  etc.,  on  obtient 
^        des  horizontales  du  plan.  Dès  lors 
une  perpendiculaire  à  ces  droites,  graduée  en  manjuant  les  mêmes 
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cotes  que  sur  les  horizontales  correspondantes,  aux  points  où  elle  est 
rencontrée  par  ces  horizontales,  donne  Téclielle  de  pente  du  plan. 

237.  REILI.RQUE.  —  On  appelle  pen^(?  d'un  plan  la  pente  de  son  échelle 
de  pente.  En  vertu  du  problème  précédent,  quelle  que  soit  la  manière 
de  déterminer  un  plan,  on  peut  toujours  le  supposer  déterminé  par  un 
point,  sa  pente  et  la  projection  de  son  échelle  de  pente.  A  la  projection 
de  son  échelle  de  pente  on  peut  évidemment  substituer  la  projection 
de  la  direction  des  horizontales  du  plan. 

Nous  allons  maintenant  résoudre  quelques  problèmes  sur  le  plan. 

238.  Problème.  —  Déterminer  un  point  d'un  plan  connaissant  :  1^  sa 
projection  horizontale  ;  2®  sa  cote. 

Soit  ab  Téchelle  de  pente  d'un  plan  sur  laquelle  on  a  marqué, 
comme  d'habitude,  des  points  à  cote  ronde.  Si  Ton  considère  deux  de 

ces  points  consécutifs,  a  et  6  par  exemple,  ab 
est  l'intervalle  de  l'échelle  de  pente;  on  peut  sup- 
poser l'intervalle  divisé  en  parties  égales,  dix  par 
.;^^^c   ""     exemple.  Cela  posé  : 

^"^  1»  Si  c  est  la  projection  horizontale  du  point 

'^^^  cherché,  il  s'agit  d'avoir  la  cote  de  ce  point.  Cette 

cote  est  la  même  que  celle  de  l'horizontale  du 
plan  qui  passe  par  le  point  C  de  l'espace  ;  or,  la 
projection  horizontale  de  cette  droite  passe  par  c 
et  est  perpendiculaire  à  l'échelle  de  pente.  Cette  perpendiculaire 
rencontre  l'échelle  de  pente,  c'est-à-dire  la  projection  horizontale  de 
réchelle  de  pente,  en  un  point  e  compris  entre  les  divisions  3  et  4 
de  l'échelle  et  correspondant  à  la  huitième  division  de  l'intervalle 
(3.4)  partagé  en  dix  parties  égales,  à  partir  de  la  cote  3  ;  il  en  résulte 
que  la  cote  demandée  est  3,8. 

2o  Inversement,  les  points  dont  la  cote  est  3,8  ont  leurs  projections 
horizontales  sur  ec,  de  sorte  que  la  deuxième  partie  du  problème 
est  indéterminée. 

239.  Problème.  —  Par  un  point  d'un  plan  mener  une  droite  de  pente 
donnée  située  dans  ce  plan. 

Résolvons  d  abord  le  problème  dans  Tespace.  Soient   P   le  plan 
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donné  et  A  le  point  donné  dans  ce  plan.  Menons  le  plan  horizontal 
H  par  rapport  auquel  la  cote  du  point  A  est  égale  à  1,  et  soient  a  * 

la  projection  du  point  A  sur  le  plan  H  et 
AB  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan 
menée  par  le  point  A,  de  sorte  que  aB  est 
Tintervalle  de  l'échelle  de  pente  du  plan  P, 
en  supposant,  bien  entendu,  que  BC  est  l'ho- 
rizontale du  plan  P  située  dans  le  plan  H.  Il 
en  résulte  que  si  l'on  suppose  le  problème 
résolu  et  si  l'on  appelle  AG  l'une  des  droites 
cherchées,  aC  est  l'intervalle  de  cette  droite,  c'est-à-dire  l'inverse  de 
la  pente  (230). 

D'après  cela,  le  point  G  sera  à  l'intersection  de  BG  et  de  la  circon- 
férence qui  a  pour  centre  le  point  a  et  pour  rayon  une  longueur 
qui  est  égale,  sur  l'échelle,  à  l'inverse  de  la  pente  donnée. 

Gela  posé,  si  E  est  l'échelle  de  pente  du  plan  et  si  l'on  appelle  a  le 

point  donné  coté  6,  en  prenant  un  point  de 
rencontre  de  l'horizontale  de  cote  5  avec  la 
circonférence  dont  il  vient  d'être  question, 
on  a  un  deuxième  point  de  la  droite  cher- 
chée. Gomme  cette  circonférence  peut  ren- 
contrer l'horizontale  de  cote  5  en  0,  en  1 
ou  en  2  points,  le  problème  peut  admettre 
0, 1  ou  2  solutions.  Dans  le  cas  de  la  figure, 
il  y  a  deux  droites  ac  et  ae  répondant  à  la  question. 

Il  suit  de  là  que  le  problème  n'est  possible  que  si  la  pente  de  la 
droite  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à  la  pente  du  plan.  Si  la  pente  de 
la  droite  est  égale  à  la  pente  du  plan,  la  droite  cherchée  est  une  ligne 
de  plus  grande  pente  du  plan. 


240.  Problème.  —  Par  une  droite  donnée  mener  un  plan  de  pente 
donnée. 

G'est  le  problème  inverse  du  précédent.  Si  l'on  se  reporte  en  effet 
à  la  figure  précédente,  et  si  l'on  mène  la  perpendiculaire  ab  à  ce,  on 
voit  que  l'on  obtient  une  horizontale  du  plan  cherché  en  prenant  le 
côté  cb  du  triangle  rectangle  cba  dans  lequel  on  connaît  l'hypoténuse 
ac  (intervalle  de  la  droite)  et  le  côté  ab  qui  est  l'intervalle  du  plan, 
c'est-à-dire  l'inverse  de  la  pente. 
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D'après  cela,  soient  ac  Tintervalle  de  la  droite,  cd  et  ce  les  tan- 
gentes menées  du  point  c  à  la  cir- 
conférence ayant  pour  centre  le  point 
a  et  pour  rayon  l'inverse  de  la  pente 
du  plan;  cd  est  une  horizontale  de 
l'un  des  plans  cherchés  et  ce  une 
horizontale  d'un  autre.  On  peut  alors 
construire  facilement  les  échelles  de 
pente  E  et  Ei  de  ces  deux  plans. 
Comme  on  le  voit,  le  problème 
peut  admettre  0,  i  ou  2  solutions,  suivant  que  l'on  peut,  du  point  c, 
mener  0, 1  ou  2  tangentes  à  la  circonférence. 

Quand  le  point  c  est  sur  la  circonférence,  la  droite  coïncide  avec 
une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan. 

En  tous  cas  le  problème  n'est  possible  que  si  la  pente  du  plan  est 
supérieure  à  la  pente  de  la  droite,  c'est-à-dire  si  l'intervalle  de  la 
droite  est  supérieur  à  l'inverse  de  la  pente  du  plan. 

241.  Rabattement  d*an  plan.  —  Le  problème  à  résoudre  est  le 
suivant  : 

Un  flan  étant  défini  par  son  échelle  de  pente^  on  le  rabat  sur  le  plan 
horizontal  qui  passe  par  l'une  de  ses  horizontales  ;  construire  le  rabat- 
tement d'un  point  de  ce  plan  connaissant  la  projection  cotée  de  ce  point. 

On  pourrait  résoudre  ce  problème  au  moyen  de  la  règle  du  triangle 

rectangle  (156)  ;  mais,  comme  on  l'a  vu  dans 
tout  ce  qui  précède,  il  y  a  avantage  en  géo- 
10  IL  ^--r        métrie  cotée  à  remplacer  les  constructions  gra- 

phiques par  des  calculs.  Pour  résoudre  le  pro- 
blème des  rabattements,  il  convient  donc  de 
procéder  comme  il  suit  : 

Soient  E  l'échelle  de  pente  du  plan  et  a  le 
point  à  rabattre,  coté  9,2;  supposons,  d'ail- 
leurs, que  l'on  fasse  le  rabattement  autour  de 
l'horizontale  cotée  8.  Commençons  par  calcu- 
ler la  distance  de  deux  points  de  l'échelle  de 
pente  dont  la  différence  des  cotes  est  1  ;  si, 
pour  fixer  les  idées,  on  suppose  que  l'intervalle  de  l'échelle  de  pente 
soit  égal  à  1,65,  la  distanche  cherchée  est  égale  à    v^i  -t-  1,6S«  ==  1,92. 


/ 


/  - 
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Traçons  donc  une  droite  D  parallèle  à  Téchelle  de  pente,  et,  à  partir 
du  point  coté  8,  portons  sur  cette  droite  des  longueurs  égales  à  1,92, 
dans  le  même  sens  que  l'intervalle  sur  l'échelle  de  pente;  nous 
obtenons  ainsi  sur  la  droite  D  les  points  que  nous  numérotons  9, 
10,  etc.  La  droite  D  est  le  rabattement  d'une  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan,  et  les  points  de  division  7,  8,  etc.,  sont  les  rabattements 
des  points  de  cette  ligne  cotés  respectivement  7,  8,  etc.  En  menant  par 
ces  points  les  perpendiculaires  à  l'échelle  de  pente,  on  a  les  rabatte- 
ments des  horizontales  successives  du  plan.  Si  donc  on  prend  sur  la 
droite  D  le  point  ai  qui  correspond  à  la  division  9,2,  cote  du  point  a, 
et  si  on  mène  par  ce  point  la  perpendiculaire  à  D,  on  aura  le  rabat- 
tement de  l'horizontale  du  plan  qui  passe  par  le  point  A  de  l'espace. 
Il  est  clair  que  le  rabattement  du  point  A  doit  se  trouver  sur  cette 
droite  ;  comme,  d'autre  part,  il  doit  évidemment  se  trouver  sur  la 
perpendiculaire  à  la  charnière  menée  par  a,  c'est-à-dire  sur  la  parallèle 
à  l'échelle  de  pente,  il  sera  rabattu  à  l'intersection  Ai  des  deux  lignes. 

242.  Relèvement  d'un  plan  rabattu.  —  On  commence  toujours  par 
construire  la  droite  D,  comme  cela  a  été  expliciué  dans  le  numéro 
précédent.  Gela  fait,  pour  avoir  le  point  a,  projection  horizontale  du 
point  rabattu  en  A|,  on  mène  par  Ai  la  perpendiculaire  à  D  et  l'on 
prend  le  point  ai  ainsi  obtenu  et  qui  correspond  à  la  division  9,2  de 
la  droite  D  :  9,2  est  la  cote  du  point  a.  Il  en  résulte  que  le  point  a  se 
trouve  sur  l'horizontale  du  plan  menée  par  le  point  de  l'échelle  de  pente 
qui  correspond  à  la  division  9,2;  comme,  d'autre  part,  il  est  situé  sur 
la  parallèle  menée  par  Ai  à  l'échelle  de  pente,  il  est  à  l'intersection  a 
de  ces  deux  lignes. 

243.  Plans  parallèles.  —  Lorsque  deux  plans  sont  parallèles,  leurs 

lignes  de  plus  grande  pente  sont  parallèles  et 
ont  la  même  pente.  La  réciproque  est  évi- 
dente. 

D'après  cela,  les  échelles  de  pente  de  deux 
plans  parallèles  sont  parallèles  et  satisfont  en 
outre  aux  conditions  suivantes  :  1**  les  inter- 
valles sont  égaux  ;  2»  les  graduations  sont  dans  le 
même  sens. 

Dans  la  ligure  ci-contre,  E  et  E'  sont  les 
échelles  de  pente  de  deux  plans  parallèles. 
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Ji  III.  —  Droites  et  plans  coynbinés, 

2ii.  Iniersection  de  deux  plans.  —  Si  on  coupe  les  deux,  plans  par 
le  même  plan  horizontal,  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  ainsi 
obtenues  est  un  point  de  l'intersection.  On  en  obtient  un  second  au 
moyen  d'un  autre  plan  horizontal.  D'après  cela  : 

1<*  Les  échelles  de  pente  ne  sont  pas  parallèles,  —  Soient  E  et  E'  les 
échelles  de  pente  des  deux  plans.  Le  plan  horizontal  de  cote  8  coupe 

les  deux  plans  suivant  deux  horizontales 
dont  l'intersection  est  le  point  a,  qui  sera 
coté  8;  de  même  le  plan  horizontal  de 
cote  7  coupe  les  deux  plans  suivant  deux 
horizontales  dont  l'intersection  est  le 
point  6,  qui  sera  coté  7.  L'intersection 
des  deux  plans  est  donc  définie  par  les 
points  a  et  b,  cotés  respectivement  8  et  7  ; 
sa  projection  horizontale  est  ab. 

2®  Les  échelles  de  pente  sont  parallèles, 
—  Supposons  les  échelles  de  pente  parallèles  mais  telles  que  les  deux 
plans  ne  soient  pas  parallèles  (2^(3).  Dans  ce  cas  la  méthode  indiquée 
phis  haut  n'est  pas  applicable,  car  les  horizontales  des  deux  plans 
sont  parallèles;  mais  comme  l'intersection  des  deux  plans  est  horizon- 
tale, il  suffit,  pour  la  déterminer, 
A/  d'en  connaître  un  point.  Pour  obte- 

nir ce  point,  on  coupe  alors  les  deux 
plans  donnés  par  un  troisième  plan 
quelconque.  Dans  la  ligure  ci-contre, 
E  et  E'  sont  les  échelles  de  pente 
des  plans  donnés  et  e  est  l'échelle  de 
pente  du  plan  auxiliaire.  Les  droites 
d'intersection  du  plan  e  avec  les 
deux  plans  respectifs  E  et  E'  sont 
ab  et  cd,  qui  se  coupent  au  point  f; 
en  menant  par  ce  point  la  perpendi- 
culaire à  E  ouà  E',  on  a  en  /"A  la 
projection  de  l'intersection  des  deux  plans. 
D'ailleurs,  pour  coter  cette  droite,  il  suffit  de  voir  quelle  est  la  divi- 
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sion  de  E  ou  de  E'  qui  correspond  au  point  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  fh. 

245.  Intersection  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  La  méthode  à  sui- 
vre pour  trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  consiste  à 
couper  le  plan  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite.  L'inter- 
section des  deux  plans  est  une  droite  qui  ren- 
contre la  première  au  point  demandé.  Le 
choix  du  plan  auxiliaire  n'est  pas  indifférent, 
et  l'on  prend  toujours  celui  qui  admet  la 
droite  pour  ligne  de  plus  grande  pente,  ex- 
cepté quand  la  projection  de  la  droite  est 
parallèle  à  l'échelle  de  pente  du  plan. 

Dans  la  figure  ci-contre,  E   est  l'éclielle  de 

pente  du  plan  donné  et  d  est  la  projection  de 

la  droite  donnée.  Le  plan  auxiliaire  et  le  plan  donné  se  coupent 

suivant  la  droite  aé,  qui  rencontre  d  au  point  c;   enfin,  le  point  c 

étant  le  milieu  de  la  division  (4.5)  de  rf,  la  cote  de  ce  point  est  4,5. 

Ainsi  le  point  cherché  est  le  point  c  coté  4,5. 

246.  Conditions  d'orthogonallté  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  Lors- 
qu'une droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  la  projection  horizontale 
de  la  droite  est,  comme  l'on  sait,  perpendiculaire  à  la  projection  hori- 
zontale des  horizontales  du  plan  ;  il  en  résulte  que  la  projection  hori- 
zontale d'une  perpendiculaire  à  un  plan  est  parallèle  à  l'échelle  de 
pente  du  plan. 

Il  reste  à  graduer  cette  droite.  Pour  cela,  il  suffit  d'en  connaître  un 

point  coté  et  l'intervalle.  On  en  détermine  un  point 
coté  par  une  autre  condition  imposée  à  la  per- 
pendiculaire, et  pour  avoir  l'intervalle  on  se  base  sur 
ce  que  l'intervalle  est  l'inverse  de  la  pente.  Or,  la 
droite  et  le  plan  font  des  angles  complémentaires 
avec  le  plan  horizontal  ;  il  en  résulte  que  la  pente 
de  la  perpendiculaire  est  l'inverse  de  la  pente  du 
plan;  mais  alors  l'intervalle  de  la  perpendiculaire 
est  l'inverse  de  l'intervalle  de  l'échelle  de  pente  du 
plan. 
D'après  cela,  soit  E  l'échelle  de  pente  du  plan  et 
da  l'intervalle  de  cette  échelle  de  pente.  Menons  ab  perpendiculaire  à 
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£  et  égale  à  Tanité  mesurée  à  réchelle  du  dessin,  et  construisons 
le  triangle  dbc  rectangle  en  b.  Dans  ce  triangle,  on  a 

daxac  =  ab  =  1  ; 

et  comme  da  est  Tintervalle  de  l'échelle  de  pente  du  plan,  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  ac  est  Tintervalle  des  normales  au  plan. 

En  résumé,  pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  au  plan  E,  il 
faut  et  il  suffit  que  sa  projection  horizontale  soit  parallèle  à  Ë  et  que 
son  intervalle  soit  égal  à  ac. 

Inversement,  si  ac  est  l'intervalle  d'une  droite,  le  triangle  rec- 
tangle dbc  fait  connaître  l'intervalle  da  de  l'échelle  de  pente  d'un 
plan  perpendiculaire  à  la  droite. 

Dès  à  présent  on  est  donc  en  mesure  de  résoudre  les  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

I.  Mener  par  un  point  la  perpendiculaire  à  un  plan, 

II.  Mener  par  un  point  le  plan  perpendiculaire  à  une  droite. 

Ces  deux  problèmes  ne  présentent  aucune  difficulté  et  nous  laissons 
au  lecteur  le  soin  de  les  résoudre  à  titre  d'exercices,  en  faisant  toute- 
fois observer  que  les  graduations  sur  la  droite  et  sur  l'échelle  de  pente 
du  plan  perpendiculaire  doivent  aller  en  sens  inverse, 

§  IV.  —  Distances  et  angles, 

247.  Distance  d'un  point  à  un  plan.  —  Appelons  A  et  P  le  point 
et  le  plan  donnés.  Pour  avoir  la  distance  du  point  A  au  plan  P,  on 
mène  par  le  point  la  perpendiculaire  au  plan  (246),  on  cherche  le 
point  de  rencontre  B  de  cette  droite  et  du  plan  (245),  et  l'on  calcule 
enfin  la  distance  des  deux  points  A  et  B  (231). 

248.  Distance  d'un  point  &  nne  droite.  —  Pour  obtenir  cette  dis- 
tance, on  mène  par  le  point  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  et  on 
détermine  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  et  de  la  droite.  On  calcule 
ensuite  la  distance  du  point  ainsi  obtenu  au  point  donné. 

249.  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites;  plus  courte  dis- 
tance de  ces  deux  droites.  —  On  obtient  la  perpendiculaire  commune 
à  deux  droites  D  et  A  en  suivant  pas  à  pas  une  des  méthodes 
employées  en  géométrie  élémentaire  pour  prouver  l'existence  de  cette 
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ligne.  On  mène  donc  par  D  le  plan  P  parallèle  à  A,  et  Ton  détermine 
ce  plan  en  menant  la  parallèle  à  A  par  un  point  de  D;  on  mène 
ensuite  une  perpendiculaire  au  plan  P,  et  enfin  on  mène,  par  chaque 
droite,  le  plan  parallèle  à  cette  perpendiculaire,  c'est-à-dire  le  plan 
perpendiculaire  au  plan  P.  L'intersection  des  deux  plans  ainsi  obtenus 
est  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites.  Elle  coupe  les  deux 
droites  en  deux  points  dont  on  calcule  la  distance  pour  avoir  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  D  et  A.  Dans  la  figure  ci-dessous  les 
deux  droites  sont  projetées  en  d  et  en  8,  et  le  plan  P  est  défini  par 
la  droite  d  et  par  la  parallèle  aSi  menée  à  8  par  le  point  a  de  d  de 
cote  6  ;  de  sorte  que  la  perpendiculaire  ae  aux  horizontales  du  plan  P 


e^ ^ 


10 


^J^i 


est  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan.  L'intervalle  de  celte 
ligne  de  plus  grande  pente  est  évidemment  ab,  et  on  en  déduit  Tin- 
tervalle  ad  de  la  perpendiculaire  au  plan  P  au  moyen  du  triangle 
rectangle  bcd,   dans  lequel  on  a  pris     ac  =  \.     La  droite   ae    est 
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aussi  la  projection  de  la  perpendiculaire  au  plan  P  menée  par  le 
point  a,  et  la  graduation  qu'elle  porte  est  celle  qui  est  relative  à  cette 
perpendiculaire. 

Appelons  Q  le  plan  parallèle  à  cette  droite  mené  par  d,  et  Qj  le 
plan  analogue  mené  par  8.  Le  plan  Q  est  défini  par  d  et  par  ae;  le 
plan  Qi  est  défini  par  8  et  par  la  parallèle  kki  à  ae  menée  par  le 
point  de  3  de  cote  8. 

Le  plan  horizontal  de  cote  7  coupe  le  plan  Q  et  le  plan  Qi  suivant 
deux  horizontales,  qui  se  rencontrent  au  point  p  ;  de  même  le  plan 
horizontal  de  cote  10  coupe  le  plan  Q  et  le  plan  Qi  suivant  deux 
horizontales,  qui  se  rencontrent  au  point  q.  La  droite  pq  est  la  per- 
pendiculaire commune  ;  elle  rencontre  d  au  point  %  dont  on  sait 
déterminer  la  cote  (227)  ;  elle  rencontre  8  au  point  p  dont  on  sait 
également  déterminer  la  cote.  On  pourra  donc  calculer  la  distance  de 
ces  deux  points,  ce  qui  fera  connaître  la  plus  courte  distance  des  deux 
droites. 

250.  Aogle  de  deux  droites.  —  Si  les  deux  droites  ne  se  coupent 
pas,  leur  angle  est  égal  à  celui  que  fait  Tune  d'elles  avec  la  parallèle 
à  l'autre  menée  par  un  de  ses  points.  On  peut  donc  toujours  supposer 
que  les  deux  droites  se  coupent. 

Si  les  deux  droites  se  coupent,  pour  avoir  leur  angle  on  rabat  cet 
angle  autour  d'une  horizontale  de  ce  plan  ;  il  suffit,  pour  cela,  de 
rabattre  le  sommet  de  l'angle  (241)  et  de  joindre  le  sommet  rabattu 
aux  points  de  rencontre  des  deux  droites  avec  la  charnière. 

251 .  Angle  de  deux  plans.  —  On  procède  comme  si  les  deux  plans 
étaient  représentés  par  la  méthode  des  deux  plans  de  projection.  On 
détermine  donc  d'abord  l'intersection  des  deux  plans  et,  par  un  point 
de  celte  droite,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  celle-ci.  Cela  fait, 
on  détermine  ensuite  l'intersection  de  ce  nouveau  plan  avec  chacun 
des  plans  donnés,  et  l'on  est  alors  ramené  à  trouver  l'angle  des 
deux  droites  ainsi  obtenues  (250). 

252.  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  On  ramène  encore  ce  pro- 
blème à  celui  de  la  détermination  de  l'angle  de  deux  droites.  Pour 
cela,  on  mène  par  un  point  de  la  droite  la  perpendiculaire  au  plan 
donné,  et  on  détermine  l'angle  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  droite 
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donnée.  Cet  angle  étant  le  complément  de  Tangle  cherché,  on  a  faci- 
lement celui-ci. 

253.  Remarque.  —  Ces  notions  sont  suffisantes  pour  montrer  com- 
ment on  peut  traiter  par  la  méthode  des  plans  cotés  tous  les  pro- 
blèmes que  nous  avons  résolus  par  la  méthode  des  deux  plans  de 
projection.  Nous  engageons  néanmoins  le  lecteur  à  les  traiter,  pour 
bien  se  familiariser  avec  la  méthode  des  plans  cotés. 
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1.  Déterminer  la  cote  du  point  de  rencontre  de  deux  droites  graduées 
qui  ont  même  projection . 

2.  Reconnaître  si  un  point  donné  par  sa  cote  et  sa  projection  est  situé 
dans  un  pian  donné  par  son  échelle  de  pente. 

3.  Un  plan  est  défini  par  deux  droites  concourantes  graduées.  On  donne 
la  projection  d^un  point  de  ce  plan,  déterminer  sa  cote.  Elever  en  ce  point 
la  perpendiculaire  au  plan  et  porter  sur  cette  droite  une  longueur  donnée. 
Trouver  la  cote  de  Textrémité  ainsi  obtenue. 

4.  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente  et  un  point  par  sa  cote 
et  sa  projection.  Trouver  le  point  symétrique  de  celui-ci  par  rapport  au 
plan. 

5.  Trouver  la  distance  de  deux  droites  parallèles  données. 

6.  Déterminer  la  cote  du  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  deux 
droites  données,  dont  Tune  est  verticale. 

7.  Construire  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dont  les  projec- 
tions sont  parallèles  et  qui  ont  leurs  graduations  égales  et  croissant  en 

sens  inverse. 

8.  Déterminer  Tangle  de  deux  droites  qui  ont  même  projection  hori- 
zontale. 

9.  Angle  de  deux  plans  dont  Tun  est  vertical  et  Tautre  donné  par  son 
échelle  de  pente. 
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10.  Angle  d'une  droite  et  d*an  plan,  la  droite  ayant  sa  projection  paral- 
lèle à  celle  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan. 

il.  Déterminer  la  projection  d'un  cercle  donné  par  son  plan,  la  pro- 
jection de  son  centre  et  la  longueur  de  son  rayon. 

12.  XX'  est  la  trace  horizontale  d*un  plan  P,  qui  fait  un  angle  de  iO"» 

avec  le  plan  horizontal  ;  d  est  la  projection  horizon- 
tale d*un  point  0  dont  la  cote  verticale  est  de  62""",  la 
distance  o'o)  de  o'  à  XX'  étant  de  48»". 

r-        i«  Tracer  la  projection  cotée  d'une  droite  (D)  passant 

par  le  point  0,   parallèle  au  plan    P  et  faisant  un 
angle  de  25<>  avec  le  plan  horizontal  ;  mener  par  cette  droite  un  plan  Q 

perpendiculaire  au  plan  P  ;  construire  les  traces 
^  du  plan    Q    sur  le  plan  horizontal  et  sur  le 

plan  P. 
\.  2®  Tracer  la  projection  cotée   d'un  tétraèdre 

\.  Q  régulier  OABG  dont  le  point  0  est  un  sommet, 

:.rr.n-.TTv«3^—        ^jjjij.  j^  droite  (D)  est  un  axe,  dont  un  des  côtés, 

"  ^^k\\y^  BC,  est  situé  dans  le  plan  P,  et  dont  par  consé- 

^^  quent  le  plan  Q  est  un  plan  de  symétrie. 

{École  navale f  concours  de  189 i,) 

13 .  Un  triangle  ABC  est  situé  dans  le  plan  de  cote  zéro  ;  ses  côtés  ont 
pour  valeurs  :    AB  =  65™",    BC  =  62"",    CA  =  51"". 

l""  Construire  sur  ce  triangle  un  tétraèdre  SABG,  sachant  que  ses  arêtes 
opposées  sont  deux  à  deux  rectangulaires,  et  dont  la  hauteur  issue  du 
sommet  S  est  donnée  et  égale  à  20"".  Sphère  circonscrite. 

2*»  Construire  le  tétraèdre  formé  par  les  plans  tangents,  menés  à  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  précédent,  aux  points  S,  A,  B,  C. 

On  se  servira  comme  plan  auxiliaire  de  projection  du  plan  \ertical 
parallèle  à  la  droite  joignant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  triangle  ABC. 

[École  navale t  concours  die  1893.) 

14.  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  dont  les  cotes  au-dessus  du  plan 
de  comparaison  sont  respectivement  A  (0",38),  B  (0",56)  et  dont  la  dis- 
tance horizontale  est  de  0",42,  construire,  à  l'échelle  de  jrr»  la  projection 
cotée  d'un  prisme  droit  à  base  carrée  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 
le  côté  de  la  base  est  AB  ;  la  pente  du  plan  de  celte  base  est  -^^  la  hau- 

mi 

leur  du  prisme  est  de  0",60. 

Indiquer  les  intersections  de  la  figure  avec  une  série  de  plans  horizontaux 

équidistants  entre  eux  de  0",^0. 

[École  navale^  concours  de  1890,) 
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15.  Une  pyramide  quadrangulaire  SABGD  repose  par  sa  base  ABCD  sur 
un  plan  horizontal  de  cote  10».  Les  faces  SAB,  SBC,  SCD,  SDA  ont  des 

K  O  "7  il 

pentes  respectivement  égales  ^  -ô"'  T'  T'  T*  ^"^  donne  :    SA  =  18»; 

se  =  17»;    AB=16»;    cote  de  S  =  21». 
On  demande   de  représenter  par  la  méthode  des  plans  cotés,  à  une 

échelle  convenable,  la  pyramide  SABGD  et  son  intersection  par  un  plan 

2 

ayant  une  pente  de  -zr  sur  un  plan  horizontal. 

{Journal  de  Vuibkrt,  8^  année.) 

16.  Un  tétraèdre  SABG  repose  par  sa  base  ABC  sur  un  plan  de  pente  1. 
Le  côté  AB,  qui  est  horizontal,  a  pour  cote  12»  et  le  sommet  S  a  pour 
cote  19».  On  donne  :   AB  =  6»;   SA  =  SB  =  8»;  BG=  8»;  AG  =  7»,5. 

1^  Construire  la  projection  du  tétraèdre; 

2^  Couper  la  pyramide  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  hauteur  SI  de 
la  face  SAB  en  son  milieu  J  et  déterminer  la  projection  de  la  section  du 
tétraèdre. 

Z^  Représenter  le  tronc  de  pyramide  ainsi  obtenu,  situé  au-dessous  du 
plan  sécant,  et  déterminer  Tombre  portée  par  ce  tronc  sur  le  plan  de  la 
base  ABC,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  une  direction  D  dont  la 

projection  fait  avec  ab  un  angle  de  45^  et  dont  la  pente  est  -j--  Les  cotes 

de  cette  droite  D  croissent  dans  le  même  sens  que  celles  de  Tarète  AG  du 

tétraèdre . 

I 
Echelle  :  t^.  (Charruit.) 


LIVRE    II 

LA    DÉTERMINATION   DES    SURFACES 

ET  LES  PLANS  TANGENTS 


CHAPITRE  PREMIER 


DÉTERMINATION  DES  SURFACES 


Si.  —  Généralités  sur  les  surfaces, 

254.  Définitions.  —  Le  volume  d'un  corps  est  la  portion  de  l'espace 
occupée  par  ce  corps.  On  appelle  surface  d'un  corps  ce  qui  sépare  ce 
corps  de  l'espace  environnant.  On  appelle  ligne  la  limite  de  séparation 
de  deux  surfaces  ou  la  limite  d'une  portion  de  surface. 

En  Géométrie  on  considère  les  surfaces  comme  engendrées  par  des 
lignes  qui  se  déforment  ou  non  en  se  déplaçant.  Les  positions  succes- 
sives occupées  par  les  lignes  qui  engendrent  une  surface  s'appellent 
les  génératrices  de  la  surface. 

Par  exemple,  un  cône  ou  surface  conique  est  engendré  par  une 
droite  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  appelé  sommet,  et  qui  s'appuie 
sur  une  ligne  fixe  SLppelée  directrice.  Les  positions  successives  occupées 
par  la  droite  mobile  s'appellent  les  génératrices  du  cône. 

255.  Plan  tangent.  —  On  démontre,  en  géométrie  analytique,  que  le 
lieu  géométrique  des  tangentes  en  un  point  M  d'une  surface  à  toutes 
les  lignes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface  est  en  général  un  plan.  Ce 
plan  est  appelé  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface.  Le  point  M  s'ap- 
pelle le  point  de  contact  du  plan  tangent. 
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Le  lieu  des  tangentes  en  un  point  M  d'une  surface  à  toutes  les  lignes 
tracées  par  ce  point  sur  la  surface  n'est  pas  toujours  un  plan.  Il  existe 
quelquefois,  en  effet,  sur  une  surface  des  points  appelés  points  singu- 
liers et  pour  lesquels  ce  lieu  est  un  cône.  Mais  en  général  le  lieu  des 
tangentes  est  un  plan. 

De  la  définition  même  du  plan  tangent  il  suit  que  le  plan  tangent 
on  un  point  d'une  surface  est  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  lignes 
quelconques  tracées  par  ce  point  sur  la  surface.  On  saura  donc  déter- 
miner ce  plan  tangent,  en  géométrie  descriptive,  si  Ton  sait  détermi- 
ner les  tangentes  à  ces  deux  lignes. 

256.  Normale.  —  On  appelle  normale  en  un  point  M  d'une  surface 
la  perpendiculaire  menée  par  le  point  M  au  plan  tangent  en  ce  point. 
Le  point  M  s'appelle  alors  le  pied  ou  le  point  d'incidence  de  la  nor- 
male. 

Quand  on  sait  construire  la  normale  en  un  point  M  d'une  surface, 
sans  avoir  recours  au  plan  tangent,  on  obtient  celui-ci  en  menant  par 
le  point  M  le  plan  perpendiculaire  à  la  normale. 

257.  Plans  normaux.  —  On  appelle  plan  normal  en  un  point  M 
d'une  surface  le  plan  normal  en  M  à  une  courbe  tracée  par  ce  point 
sur  la  surface. 

Il  y  a  une  infinité  de  plans  normaux  en  un  point  M  d'une  surface. 
Tous  ces  plans  passent  par  la  normale  en  M.  Quand  on  en  sait  cons- 
truire deux,  leur  intersection  donne  la  normale  en  M  à  la  surface. 


§  II.  —  Détermination  de  la  sphère. 

258.  Définitions.  —  La  sphère  est  engendrée  par  la  révolution  d'un 
cercle  autour  d'un  de  ses  diamètres.  On  dit  aussi  que  la  sphère  est  le 
lieu  géométrique  des  points  qui  sont  à  la  même  distance  d'un  point 
fixe  appelé  centre  de  la  sphère.  La  distance  constante  d'un  point  de  la 
sphère  à  son  centre  s'appelle  le  rayon  de  la  sphère. 

En  géométrie  descriptive  on  détermine  une  sphère  par  les  projec- 
tions de  son  centre  et  par  la  longueur  de  son  rayon. 

# 

259.  Problème.  —  Une  sphère  est  définie  par  son  centre  et  par  son 
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rayon  ;  on  connaît  Vune  des  projections  d'un  point  de  la  surface  et  l'on 
demande  de  trouver  r autre  projection. 

Soient  o  et  o'  les  projections  du  centre  de  la  sphère.  Si  Ton  coupe 
cette  sphère  par  le  plan  horizontal  h'  mené  par  le  centre  de  la  sphère, 
la  section  est  un  grand  cercle  dont  la  projection  horizontale  est  la  cir- 
conférence décrite  du  point  o  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  au  rayon  R  de 
la  sphère.  Toutes  les  sections  faites  dans  la 
sphère  par  des  plans  horizontaux  se  pro- 
jettent horizontalement  suivant  des  circon- 
férences de  centre  o  et  de  rayon  inférieur 
à  R  ;  par  conséquent  tous  les  points  de  la 
sphère  sont  projetés  horizontalement  à 
l'intérieur  du  cercle  de  centre  o  et  de 
rayon  R.  Pour  cette  raison,  et  pour  d'au- 
tres que  nous  donnerons  plus  tard ,  le 
cercle  déterminé  dans  la  sphère  par  le 
plan  horizontal  h'  s'appelle  le  cercle  de 
contour  apparent  horizontal. 
Pareillement,  le  plan  de  front,  /*,  mené 
par  le  centre  de  la  sphère,  détermine  un  grand  cercle  projeté  vertica- 
lement suivant  un  cercle  de  centre  o'  et  de  rayon  R..  Tous  les  points 
de  la  sphère  sont  projetés  verticalement  à  l'intérieur  du  cercle  de 
centre  o'  et  de  rayon  R,  et  le  grand  cercle  dont  il  est  la  projection 
s*appelle  le  cercle  de  contour  apparent  vertical.  Cela  posé  : 

Première  méthode.  —  Supposons  par  exemple  que  l'on  se  donne 
la  projection  horizontale  m  d'un  point  de  la  surface,  et  cherchons  sa 
projection  verticale.  Soit  M  le  point  de  la  sphère  projeté  horizontale- 
ment en  fn.  Coupons  la  sphère  par  le  plan  de  front  mené  par  M  et 
dont  la  trace  horizontale  passe  nécessairement  par  m.  La  section  est 
un  petit  cercle  qui  rencontre  le  cercle  de  contour  apparent  horizontal 
en  deux  points  projetés  horizontalement  en  a  et  p.  Les  projections 
verticales  de  ces  points  sont  évidemment  sur  h!  en  a'  et  en  p'.  Il  en 
résulte  que  la  projection  verticale  du  cercle  section  est  la  circonférence 
de  centre  o'  décrite  sur  a'P'  comme  diamètre. 

La  projection  verticale  du  point  M  devant  se  trouver  sur  ce  cercle, 
on  l'obtiendra  au  moyen  de  la  ligne  de  rappel  du  point  m.  Cette  ligne 
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de  rappel  rencontre  le  cercle  a'P'  en  deux  points  w!  et  m"  qui  sont 
les  projections  verticales  des  points  de  la  sphère  projetés  horizontale- 
ment en  m. 

On  en  conclut  que  tout  point  m  situé  à  l'intérieur  de  la  projection 
horizontale  du  cercle  de  contour  apparent  horizontal  est  la  projection 
horizontale  de  deux  points  de  la  sphère. 

On  peut  dire  aussi  que  la  verticale  menée  par  le  même  point  ren- 
contre la  sphère  en  deux  points.  Ces  doux  points  sont  confondus  si  la 
ligne  de  rappel  du  point  m  est  tangente  à  la  circonférence  a'P'.  Dans 
ce  cas  le  point  de  contact  ne  pouvant  être  que  l'un  des  points  «'  ou  ^', 
le  point  m  coïncide  avec  l'un  des  points  a  ou  fi,  par  suite  le  point 
M  est  situé  sur  le  cercle  de  contour  apparent  horizontal.  La  verticale 
du  point  M  étant  alors  tangente  à  la  sphère,  on  voit  que  le  grand 
cercle  de  contour  apparent  horizontal  est  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  à  la  sphère  perpendiculaires  au  plan  horizontal. 

Si,  au  lieu  de  se  donner  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la 
sphère,  on  se  donnait  la  projection  verticale  de  ce  point,  on  couperait 
par  un  plan  horizontal.  Par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  qui 
ont  été  faits  plus  haut,  dans  le  cas  de  la  projection  horizontale,  on 
verrait  alors  :  i^  que  si  un  point  est  situé  à  l'intérieur  de  la  projection 
verticale  du  contour  apparent  vertical,  il  est  la  projection  verticale  do 
deux  points  de  la  sphère  ;  2<^  que  la  ligne  de  bout  menée  par  un  point 
situé  à  l'intérieur  de  la  projection  verticale  du  contour  apparent  ver- 
tical, rencontre  la  sphère  en  deux  points  ;  3®  que  le  cercle  de  contour 
apparent  vertical  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  la 
sphère  perpendiculaires  au  plan  vertical. 

Deuxième  méthode.  —  Le  même  prol)lème  peut  aussi  être  résolu 
de  la  manière  suivante  : 

Supposons  encore  que  l'on  cherche  la  projection  verticale  d'un 
point  M  de  la  sphère,  connaissant  sa  projection  horizontale  m.  Cou- 
pons la  sphère  par  le  plan  vertical  passant  par  le  point  M  et  par  le 
centre  de  la  surface.  La  section  est  un  grand  cercle  dont  la  projection 
horizontale  est  om.  Rabattons  ce  grand  cercle  sur  le  plan  du  cercle  de 
contour  apparent  liorizontal,  en  le  faisant  tourner  autour  de  l'hori- 
zontale (oA,  oVi'j.  Le  grand  cercle  section  se  rabat  suivant  le  cercle  op 
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et  le  point  M  se  rabat,  d'une  part  sur  ce  cercle  op,  et  d'autre  part  sur 

la  perpendiculaire  à  om  menée  par  le 
point  m.  Cette  perpendiculaire  rencontre  le 
cercle  op  en  deux  points  ^i  et  jji",  qui  sont 
les  rabattements  des  points  de  la  sphère  pro- 
jetés horizontalement  en  m.  On  en  déduit  les 
projections  verticales  m'  et  m"  en  relevant  le 
plan  rabattu. 

Si,  au  lieu  de  la  projection  horizontale  du 
point  M,  on  donnait  la  projection  verticale, 
on  couperait  par  le  plan  de  bout  passant  par 
le  point  et  par  le  centre  de  la  sphère;  puis  on 
rabattrait  la  section  sur  le  plan  du  cercle  de 
contour  apparent  vertical. 
La  discussion  se  fait  sans  aucune  difficulté, 

et  conduit  aux  mêmes  conclusions  que  par  la  première  méthode. 


S  III.  —  Détermination  des  cônes  et  des  cylindres. 


260.  Définitions.  —  Une  surface  conique  ou  cône  est  la  surface 
engendrée  par  une  droite  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  appelé 
commet  et  qui  est  assujettie  à  rencontrer  une  ligne  fixe  appelée  direc- 
^nce.  Quand  la  directrice  est  une  ligne  plane,  on  l'appelle  la  base  du 

cône. 

On  appelle  cylindre  ou  surface  cylindrique  la  surface  engendrée  par 
une  droite  qui  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  en  s'appuyant  sur 
une  ligne  fixe  appelée  directrice  ou  base  du  cylindre,  suivant  qu'elle 
est  gauche  ou  plane. 

Ine  surface  cylindrique  peut  évidemment,  d'après  cette  définition, 
être  considérée  comme  la  limite  d'une  surface  conique  dont  le  sommet 
s'éloigne  indéfiniment  dans  une  direction  donnée. 

On  détermine  une  surface  conique,  en  géométrie  descriptive,  par  les 
projections  du  sommet  et  par  les  projections  de  la  directrice.  Pareille- 
ment, on  détermine  une  surface  cylindrique  par  les  projections  de  la 
directrice  et  par  les  projections  d'une  parallèle  à  la  direction  des 
génératrices. 
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261.  Problème  I.  —  On  donne  les  projections  du  sommet  et  de  la 
directrice  d'un  cône  ;  on  connaît  Vune  des  projections  d'un  point  de  la 
surface,  et  Von  demande  de  trouver  Vautre  projection. 

Soient  (^5  s'}  le  sommet  et  (rf,  d')  la  directrice  du  cône.  Supposons, 
par  exemple,  que  Ton  connaisse  la  projection  verticale  m'  d'un  point 

de  la  surface,  et  proposons-nous  de  déter- 
miner la  projection  horizontale  de  ce  point. 
Appelons,  pour  cela,  M  un  point  de  la  sur- 
face projeté  verticalement  en  7n',  et  consi- 
dérons la  génératrice  SM  qui  passe  par  M. 
Cette  génératrice,  qui  est  projetée  vertica- 
lement en  ^m',  rencontre  la  directrice  en 
un  point  dont  la  projection  verticale  se 
trouve  à  la  fois  sur  s'm'  et  sur  d'.  Soit  alors 
a'  Tun  des  points  de  rencontre  de  sW  et  de 
d\  et  soit  a  la  projection  horizontale  du 
point  de  la  directrice  dont  la  projection 
verticale  est  a'.  La  génératrice  («a,  *'«')  de  la  surface  est  telle  que  sa 
projection  verticale  passe  par  m'  ;  donc,  le  point  de  cette  génératrice 
projeté  en  m'  est  un  point  du  cône  projeté  aussi  en  m'.  La  projection 
horizontale  de  ce  point  étant  m,  on  voit  que  le  point  m  est  l'un  des 
points  cherchés. 

Il  en  résulte  que  le  problème  admet  autant  de  solutions  qu'il  y  a  de 
points  de  rencontre  de  sfm'  avec  d'. 

On  opère  d'une  manière  analogue  pour  trouver  la  projection  verti- 
cale connaissant  la  projection  horizontale. 


/a 


262.  Problème  II.  —  Un  cylindre  est  défini  par  sa  directrice  et  par 
la  direction  des  génératrices  ;  on  connaît  Vune  des  projections  d'un 
point  de  la  surface  et  Von  demande  de  trouver  Vautre  projection. 

Soient  (d,  d')  la  directrice  et  (8,  l')  la  direction  des  génératrices.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  l'on  connaisse  la  projection  horizontale  d'un 
point  de  la  surface,  et  proposons-nous  de  déterminer  la  projection 

verticale  de  ce  point. 

On  pourrait  résoudre  ce  problème  en  considérant  le  cylindre  comme 
un  cône  dont  le  sommet  est  à  l'infini  dans  la  direction  (8,  8'),  mais 
nous  allons  le  résoudre  directement.  Pour  cela,  appelons  encore  M  un 
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point  de  la  surface  projeté    horizontalement  en  m,  et   cherchons 

les  projections  de  la  génératrice    du    cylindre    qui    passe    par  ce 

--^^^^^  point.  On  connaît  la  projection  horizontale 

^  ^jy^     "^^^"""^A'     ^6  ^6tte  génératrice,  projection  horizontale 

,,  qui  n'est  autre  que  la  parallèle  à  o  menée 

"■"--  par  le  point  m.  Pour  trouver  sa  projection 

^       verticale,  nous  observons  que  la  généra- 
trice rencontre  la  directrice  en  un  point 
^^^  projeté  horizontalement  sur  d  et  sur  la  pa- 

rallèle à  0  menée  par  m.  Si  donc  cette  pa- 
--âC  y  rallèle  rencontre  à  en  a,  le  point  a  sera  la 

^^ --^  projection  horizontale  du   point  de  ren- 

<îontre  de  la  directrice  et  de  la  génératrice  du  point  M.  Il  en  résulte 
que  la  projection  verticale  de  ce  point  est  d  et,  par  suite,  que  la  pro- 
jection verticale  de  la  génératrice  du  point  M  est  la  parallèle  à  8' 
menée  par  a'.  La  projection  verticale,  m',  du  point  M  devant  se 
trouver  sur  cette  parallèle,  on  Tobtiendra  par  une  ligne  de  rappel. 

Il  y  aura,  d'après  cela,  autant  de  solutions  que  de  points  de  ren- 
contre de  i  avec  la  parallèle  à  8  menée  par  m. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  trouver  la  projection 
homontale  connaissant  la  projection  verticale. 

263.  Remarque.  —  Les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  ré- 
soudre reviennent  en  réalité  à  déterminer  les  points  de  rencontre 
d'une  verticale  ou  d'une  ligne  de  bout  avec  une  surface  conique  ou 
cylindrique.  Quand  la  directrice  est  une  courbe  plane,  on  pourra  donc 
leur  appliquer  la  méthode  qui  sera  donnée  ultérieurement  pour  trou- 
ver les  points  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  surface  conique  ou 
cylindrique. 

§  IV.  —  Détermination  des  surfaces  de  révolution, 

264.  Définitions.  —  On  appelle  surface  de  révolution  toute  surface 
engendrée  par  une  ligne  plane  ou  gauche  tournant  autour  d'une 
droite  appelée  axe  de  révolution  de  la  surface.  Parmi  les  surfaces  do 
roFolution  les  plus  simples  on  distingue  : 

lo  La  sphère,  engendrée  par  la  révolution  d'un  cercle  autour  de  l'un 
de  ses  diamètres  ; 

i9  Le  cône  de  révolution^  engendré  par  une  droite  tournant  autour 
d'une  autre  droite  qu'elle  rencontre  à  distance  finie  ; 
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3^  Le  cylindre  de  révolution^  engendré  par  la  révolution  d'une 
droite  autour  d'une  autre  droite  à  laquelle  elle  est  parallèle  ; 

4®  Vellipsoîde  de  révolution^  engendré  par  la  révolution  d'une 
ellipse  autour  de  l'un  de  ses  axes.  L'ellipsoïde  est  allongé  ou  aplati, 
suivant  que  l'axe  de  révolution  coïncide  avec  le  grand  axe  ou  avec  le 
petit  axe.  Quand  les  deux  axes  de  l'ellipse  génératrice  sont  égaux, 
Tellipsoïde  devient  une  sphère; 

5<*  L'hyperboloïde  de  révolution^  engendré  par  la  révolution  d'une 
hyperbole  autour  de  l'un  de  ses  axes.  Si  l'axe  de  révolution  coïncide 
avec  l'axe  transverse  de  l'hyperbole,  on  a  un  hyperboloïde  de  révo- 
lution à  deux  nappes.  Si  l'axe  de  révolution  coïncide  avec  l'axe  non 
transverse,  on  a  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe; 

6^  Le  paraboloïde  de  révolution^  engendré  par  la  révolution  d'une 
parabole  autour  de  son  axe  ; 

1^  La  surface  gauche  de  révolution,  engendrée  par  la  révolution 
d'une  droite  autour  d'une  autre  droite  non  située  dans  le  même  plan 
avec  la  première.  On  démontre  que  la  surface  gauche  de  révolution 
n'est  autre  chose  qu'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe; 

8<^  Le  torCy  engendré  par  la  révolution  d'un  cercle  autour  d'une 
droite  quelconque  de  son  plan.  Un  anneau  circulaire  nous  offre 
l'image  d'un  tore. 

265.  Méridiens  et  parallèles.  —  On  appelle  indifféremment  méri- 
diens ou  méridiennes  d'une  surface  de  révolution  les  sections  faites 
dans  la  surface  par  des  plans  passant  par  l'axe. 

LcM^que  la  courbe  génératrice  d'une  surface  de  révolution  tourne 
autour  de  l'axe,  tout  point  de  cette  courbe  décrit  une  circonférence 
ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  mené  par  ce  point;  le  rayon  de  cette  circonférence  est 
d'ailleurs  égal  à  la  distance  du  point  à  Taxe.  Il  suit  de  là  que  toute 
section  faite  dans  une  surface  de  révolution  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  est  une  circonférence  ou  un  système  de  circonférences 
ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  sécant. 
Ces  circonférences  s'appellent  des  parallèles  de  la  surface. 

Tout  plan  passant  par  l'axe  de  révolution  est  évidemment  un  plan 
de  symétrie  pour  chacun  des  parallèles  de  la  surface  et  par  suite  pour 
la  surface.  La  section  méridienne  déterminée  par  ce  plan  est  le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  divers  parallèles  avec  le  plan  sécant  ;  les 
deux  points  de  rencontre  du  même  parallèle  avec  le  plan  sécant  étant 
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évidemment  symétriques  par  rapport  à  l'axe,  il  en  résulte  que  Taxe  de 
révolution  est  un  axe  de  symétrie  pour  tous  les  méridiens. 

Quand  on  fait  tourner  un  méridien  autour  de  Taxe,  les  points  du 
méridien  décrivent  les  divers  parallèles  de  la  surface;  par  conséquent  la 
surface  de  révolution  peut  aussi  être  engendrée  par  la  révolution  d'un 
méridien  autour  de  Taxe.  Ceci  montre,  en  passant,  que  tous  les  méri- 
diens de  la  surface  sont  égaux,  et  qu'une  surface  de  révolution  ne  cesse 
de  coïncider  avec  elle-même  quand  on  la  fait  tourner  autour  de  son  axe. 

En  géométrie  descriptive  on  appelle  méridien  principal  d'une  sur- 
face de  révolution  le  méridien  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  verti- 
cal, si  Taxe  de  révolution  de  la  surface  est  de  front,  ou  le  méridien 
dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  horizontal,  si  l'axe  est  horizontal. 
Quand  l'axe  n'est  ni  horizontal,  ni  de  front,  il  n'y  a  donc  pas  lieu  de 
définir  le  méridien  principal. 

266.  Problème.  —  On  donne  Vaxe  et  la  génératrice  d'une  surface  de 
dévolution;  on  connaît  Vune  des  projections  d'un  point  de  la  surface  et 
^on  demande  de  trouver  Vautre  projection. 

Il  n'est  pas  possible  de  résoudre  ce  problème  lorsque  l'axe  de  révo- 
lution est  quelconque.  Nous  examinerons  donc  plusieurs  cas  suivant 
^^  position  de  l'axe  par  rapport  aux  plans  de  projection. 

Premier  cas.  —  Vaxe  est  vertical  ou  de  bout,  —  Supposons,  par 
wnaple,  que  l'axe  soit  vertical,  et  cherchons  d'abord  la  projection 

verticale  des  points  de  la  surface  qui  se  pro- 
jettent horizontalement  en  un  point  donné, 
m.  Pour  cela,  appelons  (^,  g^  la  généra- 
trice, (z,  z')  l'axe  de  révolution  et  M  l'un  des 
points  de  la  surface  qui  sont  projetés  hori- 
zontalement en  m.  Considérons  le  parallèle 
de  la  surface  qui  passe  par  le  point  M. 
Ce  parallèle  étant  situé  dans  un  plan  hori- 
zontal se  projette  horizontalement  en  vraie 
grandeur,  suivant  un  cercle  de  centre  z  et 
qui  passe  par  le  point  m.  Il  rencontre  la 
1  génératrice  de  la  surface  en  un  point  qui 

est  projeté  horizontalement  à  l'intersection  de  g  et  de  la  projection  hori- 
zontale du  parallèle.  Si  donc  a  est  l'un  des  points  de  rencontre  de  ces 
deux  lignes,  le  point  (a,  a')  est  le  point  de  rencontre  de  la  génératrice 
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avec  le  parallèle  du  point  M.  Il  en  résulte  que  la  projection  verticale  de  ce 
parallèle  est  sur  la  perpendiculaire  à  (z,  z')  menée  par  a'.  On  en  conclut 
que  le  point  M  est  projeté  verticalement  en  m',  à  l'intersection  de  celte 
perpendiculaire  et  de  la  ligne  de  rappel  (|u  point  m.  Il  y  a  autant  de 
solutions  que  de  points  de  rencontre  de  g  avec  la  circonférence  zm. 
Cherchons  maintenant  la  projection  horizontale  des  points  de  la 
surface  qui  se  projettent  verticalement  en  un  point  donné,  m!.  Si  Ton 
appelle  encore  M  un  point  de  la  surface  dont  la  projection  verticale 
est  wi',  on  voit  que  la  projection  verticale  du  parallèle  de  ce  point  est  la 
perpendiculaire  à  (z,  z')  menée  par  m'.  On  en  déduit  que  le  parallèle 
rencontre  (^,  g')  en  un  point  (a,  a')  et  que  sa  projection  horizontale 
est  la  circonférence  za,  de  centre  z  et  de  rayon  za.  Cette  circonférence 
étant  rencontrée  en  deux  points,  m  et  m,,  par  la  ligne  de  rappel  du 
point  m',  il  en  résulte  que  m  et  wii  sont  deux  des  points  cherchés. 
Chaque  point  de  rencontre  de  m'a'  avec  g'  donne  donc  deux  solutions 
du  problème. 

Deiudôme  cas.  —  L'axe  est  horizontal  ou  de  front.  —  Lorsque  Taxe 
est  horizontal,  on  peut  déterminer  la  projection  verticale  d'un  point 
connaissant  sa  projection  horizontale,  mais  on  ne  peut  pas  résoudre  le 
problème  inverse.  De  même,  lorsque  l'axe  est  de  front,  on  peut  déter- 
miner la  projection  horizontale  connaissant  la  projection  verticale, 
mais  on  ne  peut  pas  résoudre  le  problème  inverse. 

Pour  iixer  les  idées,  supposons 
Taxe  de  front,  et  proposons-nous 
alors  de  construire  la  projection  ho- 
rizontale des  points  de  la  surface  dont 
on  donne  la  projection  verticale. 
Soient  (z,z')  l'axe  de  révolution,  fj,^') 
la  génératrice  et  m!  la  projection  ver- 
ticale donnée.  Appelons  M  un  point 
de  la  surface  projeté  verticalement 
en  m'.  Pour  trouver  la  projection 
horizontale  du  point  M,  nous  remar- 
querons que  le  point  M  est  à  Tinter- 
section  du  parallèle  de  ce  point  et  de  la  ligne  de  bout  menée  par  m'.  Tout 
revient  donc  à  construire  le  parallèle  du  point  M.  Or  le  plan  de  ce  pa- 
rallèle étant  perpendiculaire  à  l'axe,  la  projection  verticale  du  parallèle 
est  située  sur  la  perpendiculaire  mV  menée  à  z'  par  le  point  m'.  Soit  a' 
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Tun  des  points  de  rencontre  de  mV  et  de  ^;  le  point  (a^a^  de  la 
génératrice  est  évidemment  le  point  de  rencontre  de  cette  génératrice 
et  du  parallèle  du  point  M.  D'ailleurs,  le  centre  de  ce  parallèle  étant 
le  point  ((i>,(i)'),  intersection  de  Taxe  et  du  plan  du  parallèle,  celui-ci  est 
déterminé  par  son  centre  et  par  un  point.  Pour  trouver  alors  les  points 
de  rencontre  du  parallèle  et  de  la  ligne  de  bout  menée  par  le 
point  m',  il  suffit  de  rabattre  lO'parallèle  sur  le  plan  de  front  de  Taxe. 
Le  rabattement  est  la  circonférence  de  centre  w'  et  passant  par  le  point 
a'i,  rabattement  du  point  (a,  a').  Le  rabattement  de  la  ligne  de  bout 
menée  par  m'  étant  fx'fii,  les  points  de  rencontre  de  cette  ligne  et  du 
parallèle  sont  f^'  et  fii  et,  en  prenant  am  =  am,  =  m'fx'  =  wi'fjii»  on 
obtient  en  m  et  en  mi  les  projections  horizontales  de  deux  des  points 
de  la  surface  qui  sont  projetés  verticalement  en  m'.  Tout  point  de 
rencontre  de  çf  et  de  mV  peut  donc  donner  deux  solutions  du  pro- 
blème :  il  suffit,  pour  cela,  que  le  point  w!  soit  intérieur  au  rabatte- 
ment du  parallèle  du  point  (a,  a'). 

Le  raisonnement  et  les  constructions  seraient  pareils  si,  au  lieu  de 
donner  Taxe  de  front  et  la  projection  verticale  du  point,  on  donnait 
l'axe  horizontal  et  la  projection  horizontale  du  point. 

%7.  Remarque.  —  Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  solution  du  pro- 
blème précédent  n'est  généralement  pas  possible  quand  l'axe  est 
quelconque.  Nous  allons  traiter  un  exemple  dans  lequel  la  solution 
est  toujours  possible. 

268.  Problème.  —  On  donne  les  projections  de  Vaxe  et  d'une  géné- 
ratrice d'un  cône  ou  d'un  cylindre  de  révolution  ;  on  connaît  une  pro- 
jection d'un  point  de  la  surface^  trouver  Vautre  projection. 

^^  Cas  du  cône.  —  Soient  (^ ,  sf)  le  sommet  du  cône,  (^a,  ^a')  l'axe 
^t  (*?9  ^9^)  la  génératrice.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  chercher 
la  projection  verticale  des  points  de  la  surface  projetés  horizontale- 
ment en  un  point  donné,  m.  Pour  cela,  nous  chercherons  les  projec- 
tions verticales  des  deux  génératrices  de  la  surface  qui  sont  projetées 
horizontalement  en  sm.  Ces  deux  génératrices  s'obtiennent  en  coupant 
le  c6ne  par  le  plan  vertical  dont  la  trace  horizontale  est  sm,  et,  si  l'on 
considère  une  sphère  inscrite  dans  le  cône,  elles  sont  tangentes  à  la 
section  faite  dans  cette  sphère  par  le  plan  vertical  sm.  Nous  allons 
donc  déterminer  une  sphère  inscrite  dans  le  cône  et  la  section  faite 
dans  cette  sphère  par  le  plan  vertical  sm. 
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Pour  déterminer  une  sphère  inscrite  dans  le  cône,  nous  rabattrons 
le  plan  de  Taxe  et  de  la  génératrice  autour  de  Thorizontale  (ag,  a'g') 
de  ce  plan.  Soit  Si  le  rabattement  du  point  s  obtenu  en  appliquant  la 
règle  du  triangle  rectangle,  et  soient  StU  et  s^g  les  rabattements  respec- 
tifs de  Taxe  et  de  la  génératrice.  Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  qui  a 
pour  centre  le  point  (a,  a')  de  Taxe  est  la  distance  aci  du  point  a  au 


i  I  V\ j^!/ 
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rabattement  Sig  de  la  génératrice;  il  en  résulte  que  la  projection  hori- 
zontale du  grand  cercle  de  contour  apparent  horizontal  de  cette  sphère 
est  la  circonférence  décrite  du  point  a  comme  centre  avec  la  longueur 
aCi  comme  rayon. 

La  sphère  inscrite  ayant  été  ainsi  déterminée,  si  on  la  coupe  par  le 
plan  vertical  *m,  la  section  est  un  petit  cercle  dont  le  rabattement 
autour  de  Thorizontale  (pç,  p'g')»  sur  le  plan  horizontal  du  point 
(a,  a'),  est  la  circonférence  décrite  sur  pq  comme  diamètre,  car  pq  est 
la  projection  horizontale  du  diamètre  horizontal  de  ce  petit  cercle.  Le 
rabattement  du  sommet  sur  le  même  plan  et  autour  de  la  même  hori- 
zontale étant  ^3,  les  génératrices  cherchées  du  cône  seront  rabattues 
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suivant  les  tangentes  s^^ii  et  «3V1  à  la  circonférence  pq.  Les  points  rabat- 
tus en  {I,  et  en  v,  sont  relevés  respectivement  en  (m,  fn\)  et  en  (m,  m!)  ; 
par  suite,  les  projections  verticales  des  génératrices  du  cône  projetées 
horizontalement  en  sm  sont  s'tn!  et  s'm\.  Il  en  résulte  que  les  projec- 
tions verticales  des  points  du  cône  projetés  horizontalement  en  m 
sont  m' et  m,. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
sm  coupe  la  circonférence  aci. 

2^  Cas  du  cylindre.  —  Soient  (az,  a'z^)  Taxe  et  (%,  l/g'^)  une  géné- 
ratrice de  la  surface.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  chercher  les 
projections  horizontales  des  points  de  la  surface  qui  sont  projetés  ver- 
ticalement en  un  point  donné,  m'.  Comme  pour  le  cône,  ces  points 


/    '  ■ 
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sont  situés  sur  les  génératrices  de  la  surface  dont  la  projection  verti- 
cale est  la  parallèle  tn/t'  à  a'z'  menée  par  m'.  Ces  génératrices  sont 
d'ailleurs  tangentes  à  la  section  faite  par  le  plan  de  bout  m't^  dans  une 
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sphère  quelconque  inscrite  dans  le  cylindre.  Le  rayon  de  celte  sphère 
est  la  distance  du  point  (a,  a!)  à  la  génératrice  (6/7,  b'g')  :  on  Ta 
obtenu,  dans  Tépure  ci-dessus,  en  rabattant  le  plan  de  l'axe  et  de  la 
génératrice  sur  le  plan  de  front  mené  par  la  ligne  de  front  (ab,  a'U). 
Le  rabattement  bfd\  de  la  génératrice  a  été  obtenu  en  rabattant  le 
point  (rf,  d!)  par  la  règle  du  triangle  rectangle,  et  le  rayon  d'une 
sphère  inscrite  est  égal  à  la  distance  a'c\  du  point  a!  à  la  droite  b'd'i . 
Il  en  résulte  que  si  l'on  prend  le  point  (a,  a!)  comme  centre  de  cette 
sphère,  la  projection  verticale  de  son  cercle  de  contour  apparent  ver- 
tical est  la  circonférence  a'c\ . 

La  section  de  la  sphère  par  le  plan  de  bout  m't'  est  un  cercle  de  dia- 
mètre />Y,  et  que  l'on  a  rabattu  sur  le  plan  de  front  mené  par 
(ai,  db').  La  parallèle  (af,  a'it')  aux  génératrices  située  dans  ce  plan 
de  bout  est  rabattue  elle-même  en  a\\i.\^  et  son  rabattement  s'obtient 
en  rabattant  le  point  (fx,  m'),  puisque  le  point  (a,  ai)  reste  fixe.  Donc 
les  génératrices  du  cylindre  tangentes  à  la  section  sont  rabattues  sui- 
vant les  tangentes  v'ô'  et  v^e;  menées  au  cercle  p'q'  parallèlement  à 

Mais  les  points  du  cylindre  projetés  verticalement  en  m'  se  trouvant 
à  l'intersection  de  ces  génératrices  et  de  la  ligne  de  bout  menée  par  m\ 
seront  rabattus  en  v'  et  en  v'i,  sur  la  perpendiculaire  à  p'q'  menée 
par  m'.  En  relevant  le  plan  de  bout  mené  par  pq\  on  aura  donc  en 
(m,  w!)  et  en  (mi,  m')  les  projections  des  points  rabattus  en  v'  et  en  v^, 
c'est-à-dire  que  m  et  Wj  seront  les  projections  horizontales  cherchées. 

La  seule  condition  de  possibilité  du  problème  est  que  m'i  coupe  la 
circonférence  cidi. 

269.  Remarque  I.  —  Les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  résou- 
dre peuvent  encore  s'énoncer  ainsi  : 

Une  surface  de  révolution  étant  définie  par  son  axe  et  par  une  géné- 
ratrice^ trouver  ses  points  de  rencontre  avec  une  verticale  ou  avec  une 
ligne  de  bout. 

On  comprend,  d'après  cela,  qu'il  soit  impossible  de  les  résoudre  dans 
le  cas  général,  puisqu'ils  se  ramènent  à  la  détermination  des  points 
d'intersection  d'une  surface  de  révolution  et  d'une  droite.  Dans  le  cas 
particulier  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  de  révolution,  nous  donnerons 
plus  loin  une  solution  différente  de  celle  qui  a  été  suivie  au  n®  268. 
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270.  Remarque  II.  —  Bien  qu'il  ne  soit  pas  possible,  dans  le  cas  géné- 
ral, de  déterminer  les  points  d'une  surface  de  révolution  dont  on  donne 
soit  la  projection  horizontale,  soit  la  projection  verticale,  connaissant 
Taxe  et  une  génératrice  de  la  surface,  il  est  toujours  possible,  quand 
la  surface  de  révolution  est  ainsi  définie,  de  construire  autant  de 
points  que  Ton  veut  de  la  surface. 

Pour  cela,  on  mené  par  un  point  A  de  la  génératrice  le  plan  P 
perpendiculaire  à  Taxe.  Ce  plan  P  est  le  plan  d'un  parallèle  de  la 
surface  passant  par  A  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  distance  du  point 
A  à  Taxe.  En  rabattant  le  parallèle  sur  un  plan  horizontal  ou  sur  un 
plan  de  front,  on  pourra  construire  le  rabattement  de  ce  parallèle  et, 
ensuite,  par  l'opération  inverse,  autant  de  points  que  Ton  veut  de  cha- 
cune de  ses  projections.  Comme  tous  les  points  du  parallèle  appar- 
tiennent à  la  surface,  on  aura  ainsi  tous  les  points  de  la  surface  en 
faisant  varier  le  point  A  sur  la  génératrice. 

271.  Construction  d'une  méridienne.  —  Nous  avons  vu  qu'une 
méridienne  d'une  surface  de  révolution  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  d'intersection  de  son  plan  avec  les  divers  parallèles 
de  la  surface.  Or  la  remarque  précédente  nous  fournit  le  moyen  de 
construire  autant  de  parallèles  que  Ton  veut  de  la  surface.  Si  donc  on 
appelle  a  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la  méridienne  et  du  plan 
d'un  parallèle,  les  points  de  rencontre  de  la  droite  i  et  du  parallèle 
seront  deux  points  de  la  méridienne  considérée.  On  obtiendra  tous  les 
points  de  la  méridienne  en  faisant  varier  le  parallèle.  D'ailleurs,  les 
points  de  rencontre  de  A  et  du  parallèle  s'obtiendront  par  un  rabatte- 
ment dans  le  cas  général,  et  immédiatement  quand  l'axe  de  la  surface 
c5t  vertical  ou  de  bout.  Nous  allons  indiquer  le  détail  des  constructions 
sur  des  exemples. 

272.  Exemple  ï.  —  Construire  un  point  quelconque  de  la  méri- 
dienne principale  (Tune  surface  de  révolution  à  axe  vertical  con- 
naissant une  génératrice  de  la  surface. 

Soient  (s,  z')  l'axe  et  {g,  g')  une  génératrice  de  la  surface.  Le  paral- 
lèle d'un  point  (a,  a')  de  la  génératrice  est  projeté  horizontalement 
suivant  une  circonférence  égale  passant  par  le  point  a  et  ayant  son 
centre  au  pied,  z,  de  Taxe  sur  le  plan  horizontal.  Cette  circonférence 
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rencontre  la  trace  horizontale  du  plan  du  méridien  principal  on 

deux  points  b  et  c,  qui  sont  les  projections 
horizontales  de  deux  points  de  la  méri- 
dienne. Maïs  le  parallèle  étant  projeté  ver- 
ticalement suivant  la  perpendiculaire  à 
1 £ Taxe  menée  par  a',  les  projections  verti- 
cales, b'  et  d^  de  ces  points  s'en  déduiix>nt 
par  des  lignes  de  rappel. 

273.  Exemple  II.  —  Une  surface  de  ré- 
volution à  axe  horizontal  est  engendrée 
par  une  ellipse  située  dans  un  plan  de 
bout  et  dont  la  projection  horizontale  est 
un  cercle  donné.  Construire  un  point  quel- 
conque de  la  méridienne  parallèle  au  plan 
horizontal. 

On  connaît  la  projection  verticale  de  la  méridienne,  puisque  cette 
projection  est  confondue  avec  la  trace  verticale  du  plan  horizontal 
mené  par  l'axe.  Il  s'agit  donc  de  déterminer  un  point  quelconque  de 
la  projection  horizontale. 

Pour  cela,  appelons  (z,  2')  l'axe  de  la  surface  et  (g,  f)  la  génératrice 
dont  la  projection  verticale  est  confondue  avec  la  trace  verticale  du 

plan  debout  qui  la  contient.  Si 
l'on  considère  le  parallèle  du 
point  (a,  0%  la  projection  hori- 
zontale de  ce  parallèle  est  la  per- 
pendiculaire à  z  menée  par  le 
point  a;  le  centre  du  pardUèle 
est  donc  (w,  w').  Il  en  résulte  que 
si  l'on  rabat  ce  parallèle  sur  le 
plan  horizontal  de  l'axe,  le  rabat- 
tement sera  la  circonférence  de 
centre  w  qui  passe  par  le  point  ai, 
rabattement  du  point  (a,  a'). 
Mais  les  points  de  rencontre  du 
parallèle  avec  le  plan  liorizontal 
de  l'axe  n'ayant  pas  bougé,  ces 
points  sont  rabattus  et  projetés  horizontalement  en    b   et  en   c.    11  on 
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résulte  que  les  points  (6,  b')  et  (c,  d)  sont  les  deux  points  de  la  mé- 
ndienne  principale  situés  sur  le  parallèle  du  point  (a,  a'), 

274.  Exemplç  III.  —  Construire  un  point  quelconque  (Tune  méri- 
dienne quelconque  d'une  surface  gauche  de  révolution,  engendrée  par 
wne  droite  tournant  autour  d'un  axe  quelconque. 

Soient  (oz,  o'z^  l'axe  et  (ag,  dg')  une  génératrice  delà  surface.  Pro- 
posons-nous  de  déterminer  un  point  de  la  méridienne  située  dans  le 
plan  déterminé  par  Taxe  et  par  un  point  (m,  m'). 

Pour  cela,  par  un  point  quelconque  {a^al)  de  la  génératrice  menons 
'®  plan  perpendiculaire  à  Taxe  et  cherchons  à  construire  le  parallèle 
""  point  (a,  a'),  qui  est  situé  dans  ce  plan.  A  cet  effet,  appelons  P  le 


.r- 


^ 
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plan  perpendiculaire  à  Faxe  mené  par  (a,  a'),  et  déterminons  ce  plan 
par  une  horizontale  (aA,  dK)  et  par  une  frontale  (a/*,  a/');  puis 
construisons  le  point  de  rencontre  (o,  o')  du  plan  P  et  de  Taxe.  Le  pa- 
rallèle du  point  (a,  d)  a  pour  centre  le  point  (o,  o'),  et  son  rayon  est 
égal  à  la  distance  du  point  (o,  d)  au  point  (a,  d)  \  son  plan  est  d'ail- 
leurs le  plan  P.  Le  parallèle  étant  ainsi  déterminé,  construisons  Tinter- 
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section  de  son  plan  avec  le  plan  du  méridien  du  point  (m,  mT).  Nous 
avons  déjà  un  point  (o,  o')  de  cette  intersection,  et,  pour  en  avoir  un 
second,  nous  avons  déterminé  le  point  de  rencontre  (r,  r^  du  plan  P 
avec  la  parallèle  (m/,  m'/')  à  l'axe  menée  par  (m,  m').  La  droite  d'in- 
tersection du  plan  P  avec  le  plan  du  méridien  du  point  (m,  m')  est 
donc  (or,  o'r^^  et  elle  rencontre  Thorizontale  (aA,  a'h!)  au  point  (5,  s'). 
Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  déterminer  les  points  de  rencontre 
de  cette  droite  avec  le  parallèle  du  point  (a,  a'). 

Pour  cela,  rabattons  le  plan  P  du  parallèle  autour  de  (aA,  a'A')  sur 
le  plan  horizontal  de  cette  droite. 

Le  rabattement  du  point  Co,  0%  obtenu  au  moyen  de  la  règle  du 
triangle  rectangle,  est  le  point  Oi  ;  donc  la  droite  (or,  oY)  est  rabattue 
en  OiS,  puisque  le  point  (s,  /)  n'a  pas  bougé.  Le  point  (a,  a')  n'ayant 
pas  bougé  non  plus,  le  rabattement  du  parallèle  est  la  circonférence  de 
centre  Oi  et  de  rayon  OiO.  Cette  circonférence  rencontre  OiS  en  deux 
points  ixi  et  vj  qui  sont  les  rabattements  des  points  cherchés.  Ces 
points  sont  relevés  en  (ji,  ji')  et  en  (v,  v')  sur  la  droite  (or^  oY). 

En  faisant  varier  le  point  (a,  oT)  sur  la  génératrice  (aj,  ay),  on  ob- 
tiendra ainsi  autant  de  points  que  l'on  voudra  de  la  méridienne  du 
point  (m,  m'). 

Il  est  presque  superflu  d'observer  qu'on  a  supposé  que  la  surface  de 
révolution  est  engendrée  par  une  droite,  pour  lixer  les  idées  ;  mais  les 
constructions  seraient  tout  à  fait  les  mêmes  si  la  génératrice  (g^  g') 
était,  non  pas  une  droite,  mais  une  ligne  quelconque. 

275.  Points  doubles  de  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution.  — 

La  méridienne  d'une  surface  de  révolution  peut  présenter  trois  sortes 
de  points  doubles  : 

l^  Si  la  génératrice  de  la  surface  a  un  point  double,  ce  point,  en 
tournant  autour  de  l'axe,  décrit  un  parallèle  double,  dont  les  points 
de  rencontre  avec  le  plan  de  la  méridienne  sont  des  points  doubles  de 
cette  ligne. 

i^  Si  la  génératrice  rencontre  l'axe  en  un  point  S,  ce  point  est  un 
point  commun  à  toutes  les  méridiennes,  et  c'est  un  point  double  de 
chacune  d'elles.  Les  tangentes  en  ce  point  à  toutes  les  méridiennes 
sont  situées  sur  un  cône  de  révolution  de  sommet  S,  engendré  par  la 
révolution  autour  de  l'axe  de  la  tangente  en  S  à  la  génératrice.  Pour 
cette  raison,  le  point  S  s'appelle  un  sommet  de  la  surface. 
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30  Enfin,  s'il  existe  sur  la  génératrice  deux  points  qui  décrivent  le 
même  parallèle,  ce  parallèle  est  un  parallèle  double  et  ses  points  de 
rencontre  avec  un  plan  méridien  sont  deux  points  doubles  de  la  méri- 
dienne située  dans  ce  plan. 

La  détermination  des  points  doubles  de  la  première  et  de  la  deuxième 
espèce  résulte  de  leur  définition  et  ne  présente  aucune  difficulté.  Voici 
comment  on  procède  pour  déterminer  les  points  doubles  de  la  troisième 
espèce  : 

Soient  A  et  B  les  extrémités  d'une  corde  de  la  génératrice  perpen- 
diculaire à  Taxe.  Appelons  P  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mené  par 

AB,  et  o>  le  point  de  rencontre  de  ce  plan 
avec  Taxe.  Il  est  clair  que  les  deux  points 
A  et  B  décrivent  le  même  parallèle  si  la 
droite  qui  joint  le  point  w  au  milieu  I  de 
AB  est  perpendiculaire  à  AB.  Or,  quand  le 
plan  P  se  déplace  en  restant  perpendicu- 
laire à  Taxe,  le  point  I  décrit  une  ligne  L 
que  Ton  peut  construire  par  points,  ou 
même,  quelquefois,exactement;  cette  ligne 
est  d'ailleurs  tracée  sur  la  surface  engendrée 
par  AB.  D'autre  part,  si  l'on  appelle  m  le 
pied  de  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  le  point  ct>,  le  lieu  du  point 
w,  quand  le  plan  P  se  déplace  perpendiculairement  à  l'axe,  est  une 
autre  ligne  Li  située  également  sur  la  surface  engendrée  par  AB.  Sup- 
posons que  ces  deux  lignes  L  et  Li,  qui  sont  tracées  sur  la  même  sur- 
face, se  coupent  en  un  point  Ii,  et  appelons  AiBi  la  position  corres- 
pondante de  la  corde  AB,  (i>i  la  position  correspondante  de  u.  La 
droite  (DiIi  étant  alors  perpendiculaire  au  milieu  de  AiBi,  les  points  Ai 
et  B|  décrivent  le  même  parallèle,  et  les  points  doubles  de  la  troisième 
espèce  sont  situés  sur  ce  parallèle  et  sur  les  parallèles  analogues. 


276.  Points  à  rinfini  de  la  méridienne.  —  Appelons  maintenant  P 
le  plan  d'une  méridienne.  Cette  méridienne  est  le  lieu  géométrique  des 
points  de  rencontre  du  plan  P  avec  les  divers  parallèles  de  la  surface. 
Dès  lors,  pour  qu'un  point  de  cette  méridienne  soit  à  l'infini,  il  faut, 
ou  que  le  plan  du  parallèle  correspondant  soit  à  l'infini,  ou  que  ce 
même  parallèle  ait  un  rayon  infini.  Gomme  d'ailleurs  tous  les  paral- 
lèles sont  décrits  par  les  points  de  la  génératrice,  les  parallèles  qui 
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donnent  les  points  à  Finlini  de  la  méridienne  sont,  dans  tous  les  cas, 
ceux  qui  sont  décrits  par  les  points  à  Tinfini  de  la  génératrice. 

Imaginons  alors  que  par  un  point  a  pris  sur  Taxe,  on  mène  la  paral- 
lèle à  une  direction  asymptotique  de  la  génératrice.  Quand  la  généra- 
trice tourne  autour  de  Taxe,  cette  parallèle  tourne  également  et  engen- 
dre un  cône  de  révolution  de  sommet  <i,  et  dont  Faxe  coïncide  avec 
celui  de  la  surface.  Ce  cône  et  la  surface  ont  un  parallèle  commun  à 
l'infini,  et  les  points  de  rencontre  de  ce  parallèle  avec  le  plan  P  sont 
des  points  à  Fiofini  sur  la  méridienne  située  dans  le  plan  P.  Or  les 
points  de  ce  cône  qui  sont  à  l'infini  dans  le  plan  P  sont  les  points  à 
l'infini  sur  les  génératrices  communes  au  cône  et  au  plan  P.  Ces  géné- 
ratrices sont  donc  des  directions  asymptotiques  de  la  méridienne. 

A  tout  point  à  l'infini  sur  la  génératrice  de  la  surface  correspond 
ainsi  un  cône,  qui  peut  se  réduire  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  et 
(ju'on  appelle  un  cône  directeur.  Les  génératrices  déterminées  par  le 
plan  P  d'une  méridienne  dans  chacun  de  ces  cônes,  dont  on  sup- 
pose les  sommets  confondus  ou  non  sur  l'axe,  sont  les  directions 
asymptotiques  de  cette  méridienne. 

277.  Reharque.  —  Il  semble  résulter  de  là  qu'une  méridienne  ne 
peut  avoir  de  points  à  l'infini  que  si  la  génératrice  en  a  elle-même.  Il 
en  est  bien  ainsi  dans  le  cas  général,  mais  nous  rencontrerons  dans  la 
suite  des  surfaces  de  révolution  dont  les  méridiennes  ont  des  points  à 
l'infini,  alors  que  la  génératrice  n'en  a  pas.  (Voir  les  surfaces  de  révo- 
lution engendrées  par  une  conique,  n»  461). 

278.  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  surface  de  révolution. 

—  Quand  on  sait  construire  une  méridienne  d'une  surface  de  révolu- 
tion, on  trouve  facilement,  au  moins  en  théorie,  les  points  de  ren- 
contre de  la  surface  avec  une  droite.  Appelons  en  effet  S  la  surface, 
D  la  droite,  et  considérons  la  surface  gauche  de  révolution  engendrée 
par  D  en  tournant  autour  de  l'axe  de  S.  Dans  ce  mouvement,  les 
points  de  rencontre  de  D  avec  S  décrivent  des  parallèles  communs  à 
cette  surface  et  à  la  surface  gauche  engendrée  par  D.  Si  Ton  connais- 
sait ces  parallèles,  leurs  points  de  rencontre  avec  D  seraient  les  points 
cherchés.  Mais  quand  deux  surfaces  de  révolution  ont  le  même  axe, 
tout  parallèle  commun  rencontre  le  plan  d'un  méridien  en  un  point 
commun  aux  méridiennes  des  deux  surfaces  situées  dans  ce  plan. 
D'ailleurs,  si  l'on  a  un  point  commun  aux  méridiennes  des  deux  sur- 
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faces,  en  faisant  tourner  ce  point  autour  de  Taxe  on  décrit  un  paral- 
lèle commun  aux  deux  surfaces. 

D'après  cela,  on  construira  une  méridienne  de  la  surface  S  et  la 
méridienne,  située  dans  le  même  plan,  de  la  surface  engendrée  par  D 
en  tournant  autour  de  Taxe  de  S.  A  chaque  point  commun  aux  deux 
méridiennes  correspondra  un  parallèle  commun  aux  deux  surfaces  et 
un  point  commun  à  la  surface  S  et  à  la  droite  D. 

Les  constructions  sont  particulièrement  simples  quand  Taxe  de  la 
surface  S  est  vertical  ou  de  bout.  Quant  à  la  méridienne  de  la  surface 
gauche  engendrée  par  D,  elle  est  une  hyperbole  ou  un  système  de 
deux  droites  suivant  que  D  ne  rencontre  pas  ou  rencontre  Taxe  de 
révolution.  Nous  allons  du  reste  nous  occuper  maintenant  de  la  déter- 
mination de  la  surface  gauche  de  révolution. 

§  V.  —  Détermination  de  là  surface  gauche  de  révolution, 

279.  Définitions.  —  Nous  avons  appelé  surface  gauche  de  révolution 
la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  tourne  autour  d'une  autre 
droite  non  située  avec  elle  dans  le  même  plan.  Les  positions  successives 
delà  droite  mobile  sont  les  génératrices  de  la  surface,  et  chaque  point 
d'une  génératrice,  en  tournant  autour  de  Taxe,  décrit  un  parallèle  de 
la  surface.  Parmi  ces  parallèles,  celui  qui  a  le  rayon  minimum  et  qui 
est  engendré  par  le  pied,  sur  la  génératrice,  de  la  perpendiculaire  com- 
mune à  cette  droite  et  à  Taxe  s'appelle  le  cercle  de  gorge  ou  le  collier 
delà  surface.  Quand  Taxe  est  parallèle  à  Tun  des  plans  de  projection, 
on  z^^Wq  génératrices  principales  celles  qui  sont  parallèles  au  même 
plan. 

Lorsque  Taxe  de  révolution  est  vertical  ou  de  bout,  par  exemple  ver- 
tical, la  projection  horizontale  du  cercle  de  gorge  est  une  circonférence 
de  même  rayon  ayant  pour  centre  la  trace  horizontale  de  Taxe,  et  les 
projections  horizontales  des  génératrices  sont  tangentes  à  cette  circon- 
férence :  ceci  résulte  de  ce  que  la  perpendiculaire  commune  à  Taxe  et 
à  la  génératrice  forme  avec  celle-ci  un  angle  droit  dont  la  projection 
horizontale  est  un  angle  droit,  parce  que  Tun  de  ses  côtés,  la  perpendi- 
culaire commune,  est  horizontal. 

280.  La  surface  gauche  de  révolution  admet  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices. —  Cela  veut  dire  que  la  surface  peut  être  engendrée  par  deux 
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droites  tournant  autour  du  même  axe  et  telles  qu'elles  ne  puissent 

coïncider  dans  aucune  de  leurs  posi- 
tions. Supposons  Taxe  vertical,  et 
considérons  les  deux  droites  paral- 
lèles (aô,  a'b')  et  (aiôi,  a'b')  situées 
dans  le  même  plan  de  bout.  Ghacuno 
de  ces  droites  en  tournant  autour  do 
Taxe  {oz^  z')  engendre  une  surface 
gauche.  Ces  deux  surfaces  gauches 
coïncident,  car  un  plan  horizontal 
quelconque,  A',  coupe  la  première 
surface  suivant  un  parallèle  ayant 
pour  projection  horizontale  la  cir- 
conférence de  centre  o  et  de  rayon 
oc  ;  il  coupe  la  deuxième  surface 
suivant  un  parallèle  dont  la  projec- 
tion horizontale  est  la  circonférence 
ayant  pour  centre  le  point  o  et  pour 
rayon  oci.  Mais  oc  =  ocy  ;  donc 
tout  plan  horizontal  coupe  les  deux  surfaces  suivant  le  même  paral- 
lèle et  les  deux  surfaces  ne  sont  pas  distinctes. 

Il  reste  alors  à  prouver  qu'il  n'existe  aucune  position  de  la  première 
droite  coïncidant  avec  une  position  de  la  deuxième.  Supposons  on 
effet  que,  par  une  rotation  autour  de  Taxe  et  dans  le  sens  de  la  flèche, 
on  ait  amené  la  première  droite  dans  une  position  telle  que  sa  projec- 
tion horizontale  soit  ap,    a  et  ^  étant  les  nouvelles  positions  respec- 
tives de  a  et  de  b.  Pour  que  la  deuxième  droite  puisse  coïncider  avec 
cette  nouvelle  position  de  la  première,  il  faut  évidemment  que  le 
point  (ai,  a')  vienne  coïncider  avec  (a,  a')  ;  or,  quand  on  fait  tourner 
(ai6i,  a'b')   autour  de  Taxe  jusqu'à  ce  que  le  point  (a^,  a!)   coïncide 
avec  le  point  (a,  a'),  il  est  visible  que  le  point  bi  vient  en  ôa,  et.  par 
suite,  que  les  deux  droites  ne  peuvent  pas  coïncider.  Ainsi,  la  surface 
gauche  de  révolution  admet  bien  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes. 


281.  Manière  de  distinguer  les  génératrices  des  deux  systèmes.  — 
Le  raisonnement  par  lequel  on  a  établi  rexistence  de  deux  systèmes 
de   génératrices  rectilignes  permet  aussi   de  distinguer  les  généra- 
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trices  des  deux  systèmes.  Considérons,  par  exemple»  les  traces  des 

génératrices  sur  le  plan  h'  du  cercle  de 
gorge  et  sur  un  plan  horizontal  k.  Il  est 
visible  alors  que  les  deux  droites  (aft,  a'b') 
et  {cd^  d(ï)  sont  deux  positions  de  la  même 
droite,  c'est-à-dire  deux  génératrices  de 
même  système.  Au  contraire,  (aô,  a!h')  et 
(cirfi,  Ci'rfi)  sont  deux  génératrices  de  sys- 
tèmes différents,  puisque  si  Ton  amène 
(a,  a')  en  (cj,  c',),  les  deux  droites  ne  coïn- 
cident pas. 

On  peut  encore  procéder  autrement. 
Supposons  qu'un  observateur  soit  placé 
debout  sur  le  plan  horizontal,  couché  sur 
•axe,  et  observe  le  déplacement  de  la  projection  horizontale  d'un 
point  mobile  sur  une  génératrice  depuis  le  plan  du  cercle  de  gorge 
jusqu'à  un  plan  horizontal  //,  choisi  une  fois  pour  toutes.  Tandis 
^|ii6  ce  déplacement  s'eflFectue  de  droite  à  gauche  pour  toutes  les  gé- 
nératrices d'un  système,  son  sens  change  quand  on  passe  à  une  généra- 
trice de  l'autre  système.  Dans  le  cas  actuel,  il  s'effectue  de  droite  à 
^uche  pour  les  génératrices  de  même  système  que  (aô,  a'V)  et  de 

gauche  à  droite  pour  les  autres. 

282.  Deux  génératrices  de  mémo 
système  ne  se  rencontrent  pas  et  ne 
sont  pas  parallèles.  — Soient  d'abord 
(a6,  a'b')  et  (cd,  ddf)  deux  généra- 
k'  trices  de  même  système,  dont  les 
projections  horizontales  se  rencon- 
trent en  m.  Si  les  deux  génératrices 
se  rencontrent,  elles  ne  peuvent  se 
rencontrer  qu'en  un  point  projeté 
horizontalement  en  m.  Or,  les  deux 
plans  horizontaux  K  et  h!  partagent 
l'espace  en  trois  régions,  et  un  sim- 
ple examen  montre  que  le  point  de 
(aé,  a'b')  projeté  horizontalement  en 
m  et  le  point  de  (crf,  c'd')  projeté  horizontalement  au  même  point. 
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appartiennent  toujours  à  des  régions  différentes.  Par  exemple,  dans  le 
cas  de  la  figure  ci-dessus,  le  premier  point  est  situé  au-dessus  du 
plan  h\  tandis  que  le  second  est  au-dessous  du  plan  ^\  donc  les  deux 
points  sont  distincts,  et  les  deux  droites  ne  se  rencontrent  pas. 

Soient  maintenant  (aé,  a'b')  et  (cirfi,  c[di)  deux  génératrices  do 
même  système  dont  les  projections  horizontales  sont  parallèles.  Les 
deux  triangles  oab  et  ocidx  étant  symétriques  par  rapport  au  point  o. 
il  est  clair  que  a'b'  et  •c/rf;  sont  symétriques  par  rapport  à  Taxe  z'  ; 
donc  les  deux  droites  no  sont  pas  parallèles. 


283.  Deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  rencontrent  ou 
sont  parallèles.  —  Soient  en  effet  (aé,  a'b^  et  (crf,  dd!)  deux  génératrices 
de  systèmes  différents  dont  les  projections  horizontales  se  coupent  au 
point  m.  Les  points  des  deux  droites  projetés  horizontalement  en  m  sont 

situés  dans  la  même  région  de  Tespaco 
par  rapport  aux  deux  plans  A'  et  A/  ; 
car  bm  et  dm  sont  les  projections 
horizontales  de  portions  de  ces  droites 
situées  dans  la  même  région,  ainsi 
que  cela  résulte  de  la  deuxième  ma- 
nière de  distinguer  les  deux  systèmes 
de  génératrices.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons-les,  comme  dans  la  figure 
ci-contre,  au-dessus  du  plan  h\  et 
rabattons  sur  le  plan  h'  les  plans 
projetant  horizontalement  les  deux 
génératrices.  Soit  m,  le  rabatte- 
ment du  point  do  (aé,  a'b')  projeté 
en  m,  et  soit  mj  le  rabattement  du 
point  analogue  de  {cd^dé).  Pardéfi- 
nition  (280),  les  deux  génératrices 
faisant  des  angles  égaux  avec  le  plan 
horizontal,  on  a  w6m,  =  mdfnt\ 
donc  les  deux  triangles  rectangles  mbrUi  et  mdmi  sont  égaux.  Il  en 
résulte  que  les  deux  points  rabattus  en  mj  et  en  m%  ont  la  même  cote; 
comme  ils  ont  la  même  projection  horizontale  et  qu'ils  sont  situés  dans 
la  mémo  région  de  Tespace  par  rapport  aux  plans  h'  et  //,  ils  coïn- 
oident,  et  les  deux  génératrices  se  rencontrent. 
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Toutefois,  si  les  projections  horizontales  des  deux  génératrices  étaient 
parallèles,  les  génératrices  seraient  elles-mêmes  parallèles.  Considé- 
rons en  effet  les  deux  génératrices  (aô,  a'b')  et  (cirfi,  c'\d\)  dont  les 
projections  horizontales  sont  parallèles.  La  ligure  ahcxdx  étant  un  rec- 
tangle, la  figure  dVd^i^  est  un  parallélogramme  ;  donc  dy  et  Cjrf', 
sont  parallèles,  et  les  deux  génératrices  sont  elles-mêmes  parallèles. 

11  suit  de  là  qu'à  une  génératrice  quelconque  (ai,  a'6'),  corres- 
pond toujours  une  génératrice  (cjrfi,  cidi)  de  système  différent  et  qui 
iui  est  parallèle;  il  ne  lui  en  correspond  d'ailleurs  qu'une. 


%i.  Cône  asymptote.  —  Considérons  deux  génératrices  principales 
^e  systèmes  différents  et  parallèles  (a*,  db')  et  (ai^i,  dV),  Par  le 
point  (o,  o'),  centre  du  cercle  de  gorge,  menons  la  parallèle  (pc^  dd) 

à  ces  deux  droites,  de  sorte  que  nous 
avons  ainsi  trois  droites  parallèles  situées 
dans  le  même  plan  de  bout.  Quand  on 
fait  tourner  ce  plan  autour  de  l'axe,  les 
deux  droites  (aé,  dV)  et  (a,6„  dV)  en- 
gendrent la  surface  gauche  de  révolution, 
et  la  droite  (pc^  dd)  engendi'e  un  cône 
de  révolution  autour  de  l'axe  (pz^  dz')  et 
ayant  pour  sommet  le  centre  (o,  d)  du 
cercle  de  gorge.  Ce  cône  s'appelle  le 
cône  asymptote  de  la  surface.  Sa  trace 
sur  un  plan  horizontal  quelconque,  /i', 
est  tangente  à  la  trace,  sur  ce  même 
plan,  du  plan  des  deux  droites  (a6,  db') 
et  {cLibiy  db')\  par  suite,  le  plan  de  ces 
deux  droites  est,  dans  chacune  de  ses 
positions,  tangent  au  cône  asymptote. 
Observons,  d'ailleurs,  qu'en  tournant  autour  de  l'axe,   (aô,  db')  et 
(«1^1,  db')  coïncident  successivement  avec  tous  les  couples  de  généra- 
triœs  parallèles  ;  donc,  le  plan  qui  contient  deux  génératrices  parallèles 
d^une  surface  gauche  de  révolution  est  tangent  au  cône  asymptote  sui- 
irant  une   génératrice  parallèle  aux  deux  premières.  Inversement, 
tout  plan  tangent  au  cône  asymptote  coupe  la  surface  suivant  deux 
droites  parallèles  à  la  génératrice  de  contact. 
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28S.  Détermination  d'un  point  de  la  surlace  gauche  de  réx'olulion. 
—  n  y  a  deux  cas  à  examiner  suivant  qu'on  se  donne  la  projection 
verticale  ou  la  projection  horizontale  du  point.  Dans  le  premier  cas  on 
procède  comme  pour  toutes  les  surfaces  de  révolution  (266).  On  peut 
procéder  de  même  dans  le  second  cas,  mais  il  vaut  mieux  observer 
que  le  point  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  génératrices 
de  systèmes  différents  qui  y  passent;  on  est  ainsi  conduit  à  construire 
les  deux  génératrices  de  systèmes  différents  qui  passent  par  un 
point  dont  on  donne  la  projection  horizontale.  Résolvons  ce  pro- 
blème. 

Pour  cela,  supposons  la  surface  dëlinie  par  son  axe  (oz,  o's")  et  par 
une  génératrice  principale  (aô,  a'b').  Si  m  est  la  projection  horizon- 
tale donnée,  les  génératrices  qui  pas- 
I''  sent  par  le  point  M  de  l'espace  sont 

projetées  horizontalement  suivant  les 
tangentes  menées  du  point   m   à  la 
projection  horizontale  du  cercle  de 
gorge.  Menons  ces  tangentes,  et,  pour 
achever  la  détermination  des  généra- 
trices cherchées,  prenons  leurs  traces 
surle  plan  horizontal  h'  du  cercle  de 
gorge  et  sur  un  autre  plan  horizontal 
quelconque  ^.   Comme  du  point  m 
on  peut  mener  deux  tangentes  à  la 
projection  horizontale  du  cercle  de 
gorge,  on  voit  (jue  si  (ab,  db')  tourne 
autour  de  l'axe,  il  y  a  deux  positions 
de  cette  génératrice  pour  lesquelles 
sa  projection  horizontale  passe  par 
m;  ces  deux  positions  sont  {pq,  p'q')  et  (ry,,  /yj).  H  y  a  également 
deux  génératrices  de  l'autre  système  dont  les  projections  horizontales 
passent  par  m  :  l'une  est  projetée  en  (piqi,  p'iq',),  l'autre  en  (r-iÇjrlç'), 
Pour  avoir  deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  coupant  en  un 
point  dont  la  projection  horizontale  est  m,  il  faut  évidemment  associer 
(j>q,p'q')  avec  (piÇi.piîî)  et  (r^i,  /ç;)  avec  {n?,  rJgO;  car  (p^.p'çO  cl 
(M'  '^lï')  se  coupent  au  point  {q,  q')  tandis  que  (piq„  p',q',)  et  {rç,,  r'q{) 
se  coupent  au  point  (i^i,  q',).   Il  suit  de  là  qu'il  y  a  deux  points  de  la 
surface  projetés  horizontalement  en  m  :  le  premier  est  l'intersection 
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des  deux  droites  (py,  j/q')  et  (piÇi,  piçî);  le  second  est  l'intersection 
des  deux  droites  (rq^i,  /çj)  et  (nç,  r\(f). 

n  est  bien  évident,  du  reste,  qu'ils  sont  déterminés  par  la  lifçne  de 
rappel  du  point  m  et  par  deux  génératrices  de  même  système  (pq^  pq^ 
et  (rji,  r'g',),  par  exemple. 


286.  Méridienne  principale.  —  On  peut  obtenir  la  méridienne  prin- 
cipale, comme  celle  de  toute  surface  de  révolution,  en  la  considérant 
comme  le  lieu  des  points  de  rencontre  du  plan  de  cette  méridienne 
avec  les  divers  parallèles  de  la  surface.  Il  est  plus  commode  de  la 
considérer  comme  le  lieu  des  points  de  rencontre  du  plan  de  front 
mené  par  l'axe  avec  les  diverses  génératrices. 

Considérons,  d'après  cela,  deux  génératrices  principales  de  même 
système  (ai,  alb')  et  (cd,  ddTj  ;  leurs  projections  verticales,  on  l'a  vu  (282), 

sont  symétriques  par  rapport  à 
oV.  Soit  fq  la  projection  horizon- 
tale d'une  génératrice  quelconque 
de  l'autre  système;  comme  cette 
génératrice  rencontre  toutes  celles 
du  premier  système,  sa  projection 
verticale  est  pY.  Si  donc  m  est 
l'intersection  de  fq  avec  le  plan 
de  front  mené  par  l'axe,  le  point 
(m,  m!)  est  un  point  de  la  méri- 
dienne principale. 

On  déduit  facilement  de  là  que 
la  méridienne  principale  est  une 
hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  cdb'  et  dd!  et  dont  oV  est  l'axe 
non  transverse.  En  effet,  soit  (e,  ef) 
le  point  de  rencontre  de  la  géné- 
ratrice (pg,  ff(f)  avec  le  cercle  de 
gorge;  si  l'on  considère  la  seconde  génératrice  de  la  surface  passant 
par  le  point  (m,  m'),  sa  projection  horizontale  étant  symétrique  de  fq 
par  rapport  à  owi,  cette  génératrice  rencontre  le  cercle  de  gorge  en  un 
point  ifff)  situé  sur  la  même  ligne  de  bout  que  le  point  («,  ef).  Or  il 
est  clair  que  le  plan  des  génératrices  qui  passent  par  un  point  de  la 
surface  est  tangent  à  la  surface  en  ce  point.  Dans  le  cas  actuel,  le  plan 
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des  deux  génératrices  qui  passent  par  le  point  (m,  m!)  est  un  plan  tan- 
gent de  bout,  puisqu'il  contient  une  ligne  de  bout.  Comme  il  contient 
la  tangente  à  la  méridienne  principale,  sa  trace  verticale  p'q'  est  tan- 
gente en  m'  à  la  projection  verticale  de  la  méridienne  principale. 
Ainsi,  la  tangente  en  chaque  point  de  la  méridienne  principale  est 
partagée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de  contact  et  par  les 
droites  a'b'  et  c'd';  donc  la  méridienne  principale  est  une  hyperbole 
projetée  verticalement  suivant  une  hyperbole  égale  dont  les  asymp- 
totes sont  a'b'  et  dcF^  et  dont  Taxe  non  transverse  est  o'z'.  En  outre, 
les  projections  verticales  de  toutes  les  génératrices  sont  tangentes  à 
cette  hyperbole. 

On  conclut  de  là  que  la  surface  gauche  de  révolution  est  un  hyper- 
boloîde  de  révolution  à  une  nappe,  c'est-à-dire  engendré  par  une 
hyperbole  qui  tourne  autour  de  son  axe  non  transverse. 

287.  Problème.  —  7'out  plan  passant  par  une  génératrice  de  la 
surface  gauche  de  révolution  coupe  la  surface  suivant  utie  seconde  gé- 
nératrice; déterminer  cette  seconde  génératrice. 

La  surface  gauche  de  révolution  étant  du  second  degré,  tout  plan  la 
coupe  suivant  une  conique.  Cette  conique  dégénère  en  deux  droites 

<|uand  le  plan  passe  par  une  généra- 
trice; l'une  de  ces  droites  est  la  géné- 
ratrice elle-même,  et  il  s'agit  de  trouver 
l'autre.  Soient,  pour  cela,  (aè,  a'b')  la 
génératrice  donnée  et  (oz,  o'z')  l'axe  de 
révolution,  supposé  vertical.  Achevons 
de  déterminer  le  plan  mené  par  (ab,  a'b') 
au  moyen  de  sa  trace  {ac^  a'c')  sur  un 
plan  horizontal  quelconque  k.  La  trace 
de  la  droite  inconnue  sur  le  plan  //  doit 
être  à  la  fois  sur  {acy  a'c')  et  sur  la  trace 
de  la  surface  sur  le  même  plan  :  c'est 
donc  le  point  (c,  c').  En  outre,  la  pro- 
jection horizontale    de  la  génératrice 
inconnue  doit  être  l'une  des  deux  tan- 
gentes menées  du  point  c  à  la  jii'ojection 
horizontale  du  cercle  de  gorge;  comme 
les  deux  génératrices  doivent  être  de  systèmes  différents,  puisqu'elles 
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sont  dans  le  même  plan,  on  voit  que  la  projection  horizontale  de  la 
droite  cherchée  est  cm;  il  en  résulte  que  sa  projection  verticale  est  c^m'. 
Ajoutons  que  le  point  (m,  m!)  est  le  point  de  contact  de  la  surface 
avec  le  plan  qui  a  été  mené  par  (ab,  alU)  et  qui  est  toujours  un  plan 
tangent,  puis(iu'il  contient  deux  génératrices;  de  sorte  qu'on  a  résolu, 
par  la  même  occasion,  le  problème  suivant  : 

Tout  plan  passant  par  une  génératrice  est  un  plan  tangent^  trouver 
son  point  de  contact. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  PREMIER 


1.  Un  cône  est-il  déterminé  quand  il  est  assujetti  à  passer  par  deux 
cercles  qai  se  coupent  ?  Faire  Tépure  et  trouver  le  sommet. 

2.  Construire  Taxe  d*an  cône  de  révolution  défini  par  les  projections  de 
trois  Rénéralrices. 

3.  Un  cylindre  de  révolution  est  défini  par  son  axe  et  par  un  point;  trou- 
ver la  projection  horizontale  d'un  point  connaissant  sa  projection  verticale. 

4.  Déterminer  une  sphère  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente 
au  plan  horizontal  de  Tundes  points  donnés.  Nombre  des  solutions. 

5.  Un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  tourne  autour  d'une  droite  de 
front;  trouver  la  projection  horizontale  d*un  point  de  la  surface  engen- 
ilrée,  connaissant  la  projection  verticale  de  ce  point. 

6.  On  donne  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal  et  une  droite  ayant 
u  trace  horizontale  sur  rhyperbole.  Existe-t-il  un  hyperboloïde  de  révo- 
lution à  ane  nappe  contenant  Thyperbole  et  la  droite  ?  S*il  existe,  le  cons- 
truire. 

Le  problème  est  déterminé.  Pour  construire  rhyperboloïde^  on  cherche  d'abord 
lA  direcUon  de  Taxe  Cette  direction  est  celle  de  Taxe  du  cdne  des  directions 
asrmptotiques,  dont  on  connaît  trois  génératrices  qui  sont  parallèles  respective- 
mentaux  asymptotes  de  Fhyperbole  donnée  et  à  la  droite  donnée.  La  direction  de 
Taxe  étant  déterminée,  on  coupe  l'hyperbole  et  la  droite  par  un  plan  perpendi- 
culaire à  cette  direcUon  ;  on  obtient  ainsi  trois  points  d'un  parallèle.  Le  centre 
de  ce  parallèle  étant  sur  Taxe,  on  achève  facilement  le  problème. 
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7.  On  donne  un  cercle  dans  le  pian  horizontal.  Ce  cercle  est  la  base 
d*un  cylindre  passant  par  deux  points  donnés;  déterminer  ce  cylindre. 

U  suffit  de  détermlQer  la  direction  des  génératrices.  Soient  A  et  B  les  points- 
donnés,  At  et  Bi  leurs  symétriques  par  rapport  au  centre  ;  le  plan  ABAiBi 
coupe  le  cylindre  suiTant  une  ellipse  concentrique  au  cercle,  et,  par  suite,  dé- 
terminée. On  projette  cette  ellipse  sur  le  plan  horizontal  et  on  mène  une  tan- 
gente commune  à  Fellipse  projetée  et  au  cercle,  ce  qui  donne  la  direction  des  pro- 
jections horizontales  des  génératrices.  On  achèTe  ensuite  sans  difficulté. 

8.  Une  droite  non  située  dans  le  même  plan  avec  la  ligne  de  terre  tourne 
autour  de  celle-ci.  Déterminer  un  point  de  la  surface  engendrée  connais- 
sant Tune  de  ses  projections.  Construire,  ensuite,  la  méridienne  située  dans 
le  plan  horizontal. 

9.  Un  cercle  situé  dans  un  plan  de  front  tourne  autour  d'un  axe  vertical. 
Déterminer  un  point  de  la  surface  engendrée  connaissant  Tune  des  pro- 
jections de  ce  point.  Construire  la  méridienne  principale. 

10.  Les  projections  d'une  ligne  de  Tespace  sont  deux  cercles  donnés.  On 
fait  tourner  cette  ligne  autour  de  l'une  de  ses  tangentes  et  Ton  demande  : 
1°  de  trouver  les  projections  d'un  point  quelconque  de  la  surface;  2^  d'in- 
diquer la  construction  par  points  de  la  méridienne  dont  le  plan  passe  par 
le  point  dont  les  projections  sont  confondues  avec  les  centres  des  projec- 
tions de  même  nom  de  la  génératrice. 

.  il.  Construire  un  cylindre  de  révolution  connaissant  trois  génératrices, 

12.  On  considère  les  deux  droites  Oa  et  Ob\  la  première  Oa  située  dans 
le  plan  horizontal  de  projection  et  faisant  avec  œy  un  angle  de  40<^  ;  la  se- 
conde Ob'  située  dans  le  plan  vertical  et  faisant  avec  xy  un  angle  de  50®. 

On  demande  : 

i**  De  tracer  les  projections  Oc,  Oc'  d'une  droite  passant  par  le  point  O, 
faisant  avec  Oa  un  angle  de  ÎO^*,  avec  O^'  un  angle  de  45°  et  située  par 
rapport  au  plan  aOl/  du  même  côté  que  Ox  ; 

2<*  De  tracer  les  projections  de  Taxe  du  cône  de  révolution  passant  par 
les  droites   Oa,  Ob'  et  la  droite  (Oc,  Oc')  précédemment  déterminée. 

{École  navale,  concours  de  1887,) 
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PLANS  TANGENTS  AUX  CONES  ET  AUX  CYLINDRES 


§  I.  —  Plan  tangent  en  un  point  de  la  surface. 


288.  Théorème.  —  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface 
conique  ou  cylindrique  est  invariable  quand  le  point  se  déplace  sur  une 
génératrice, 

La  démonstration  étant  la  même  pour  le  cône  et  pour  le  cylindre, 
nous  nous  bornerons  à  la  donner  pour  le  cône. 

Considérons  donc  une  surface  conique  définie  par  son  sommet  S  et 
par  une  directrice  D.  Soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface 
et  C  une  courbe  tracée  sur  la  surface  et  passant  par  le  point  M.  Pre- 
nons sur  la  courbe  C  un  point  M'  voisin  du 
point  M,  et  soient  A  et  A'  les  points  où  les 
génératrices  SM  et  SM'  rencontrent  la  directrice. 
Si  le  point  M'  tend  vers  M,  il  est  clair  que  le 
point  A'  tend  vers  A.  Mais  quand  le  point  M' 
tend  vers  M,  la  sécante  MM'  tend  vers  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  C  ;  pareillement,  quand 
le  point  A'  tend  vers  A,  la  sécante  AA'  tend 
vers  la  tangente  en  A  de  la  directrice  ;  d'ailleurs, 
les  deux  sécantes  MM'  et  AA'  atteignent  simul- 
tanément leurs  positions  limites  respectives. 
Or,  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  est  défini 
par  SM,  qui  est  sa  propre  tangente  en  M,  et  par  la  tangente  en  M  à 
la  courbe  C.  Il  en  résulte  que  le  plan  tangent  en  M  est  la  position 
limite  du  plan  SMM'  quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du 
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point  M.  On  voit  de  même  que  le  plan  tangent  en  Â  est  la  position 
limite  du  plan  SâA'  quand  le  point  A'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  A. 

Mais  ces  deux  plans  coïncident  à  chaque  instant  et,  de  plus,  ils  attei- 
gnent simultanément  leurs  positions  limites  respectives  ;  donc  le  plan 
tangent  en  M  coïncide  toujours  avec  le  plan  tangent  en  A. 

289.  Problème.  —  Mener  le  plan  tangent  en  un  point  donné  d'une 
surface  conique  ou  cylindrique. 

Appelons  M  le  point  de  contact  donné  du  plan  tangent  inconnu,  et 
soit  A  le  point  de  rencontre  de  la  génératrice  du  point  M  avec  la 
directrice  de  la  surface.  Supposons  que  Ton  sache  construire  la  tan- 
gente AT  au  point  A  à  la  directrice  ;  alors,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  le  plan  tangent  cherché  sera  défini  par  la  génératrice  AM 
et  par  la  tangente  AT. 

La  difficulté  du  problème  réside  donc,  comme  on  le  voit,  dans  la 
construction  de  la  tangente  en  A  à  la  directrice. 
Dans  répure  ci-contre,  la  surface  est  un  cône  dont  le  sommet  est  le 

point  (*,  «')  et  dont  la  directrice  est 
un  cercle  connu  par  son  plan  et  par 
son  rabattement  sur  le  plan  hori- 
zontal    passant     par    Thorizontale 

{K  As- 
soient Oi  le  rabattement  du  cercle 

et  (a,  a')  le  point  rabattu  en  Ai,  de 
sorte  que  (m,  s'a')  est  une  généra- 
trice du  cône.  Pour  avoir  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  au  point  (m,  m') 
situé  sur  cette  génératrice ,  on 
observe  que  la  génératrice  rencontre 
la  directrice  au  point  (a,  a').  La  tan- 
gente à  la  directrice,  en  ce  point,  est 
rabattue  en  k^i  ;  elle  est  par  suite  projetée  en  (af,  dt).  Il  en  résulte 
que  le  plan  tangent  au  point  (m,  m')  est  déterminé  par  les  deux 
droites  (sa^s'a')  et  (at^a'l'). 


klJ^^I !_„ 
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§  II.  —  Plans  tangents  passant  par  un  point  donné  non  situé 
sur  la  surface^  ou  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  Con- 
tours apparents. 


290.  Problème.  —  Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  un  plan  tan- 
gent passant  par  un  point  donné  non  situé  sur  la  surface. 

Il  n'est  généralement  pas  possible  de  résoudre  graphiquement  ce 
problème  quand  la  directrice  du  cône  ou  du  cylindre  est  une  courbe 
quelconque.  Nous  supposerons  donc  que  la  directrice  soit  une  courbe 
plane,  et  nous  appellerons  P  le  plan  de  cette  courbe. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  surface  soit  un  cône  de 
sommet  S,   et  soit  D   la  directrice  de  ce  cône  située  dans  le  plan  P. 

Proposons-nous  de  mener  à  ce  cône  les 
plans  tangents  qui  passent  par  le  point  M 
non  situé  sur  la  surface.  Pour  cela,  sup- 
posons le  problème  résolu  et  soit  SA  la 
génératrice  de  contact  de  l'un  des  plans 
tangents  cherchés,  de  sorte  que  ce  plan 
tangent  est  déterminé  par  la  droite  SA  et 
par  le  point  M.  Soit  9  la  trace  de  la 
droite  SM  sur  le  plan  P.  Si  Ion  suppose  tracée  la  tangente  en  A  à  la 
directrice,  cette  droite  est  située  dans  le  plan  tangent  en  A,  c'est-à- 
dire  dans  le  plan  ASM,  et  dans  le  plan  P  :  elle  passe  donc  par  le 
point  <j.  Réciproquement,  si  «rA  est  l'une  des  tangentes  à  la  direc- 
trice D,  menées  par  le  point  (r,  le  plan  gSA  est  un  plan  tangent  à  la 
surface;  et  comme  ce  plan  passe  par  le  point  M,  c'est  l'un  des  plans 
tangents  cherchés. 
D'après  cela  : 

Règle.  —  Pour  mener  par  un  point  M,  non  situé  sur  la  surface  d'un 
cône^  un  plan  tangent  à  cette  surface^  on  joint  le  point  M  au  sommet 
du  cône  et  l'on  détermine  la  trace  a  de  cette  droite  sur  le  plan  de  hase 
du  cône.  Par  ce  point  9  on  mène  les  tangentes  9 A,  oB  à  la  base  du 
cône^  et  chacune  de  ces  tangentes,  associée  au  point  M,  détermine  l'un 
des  plans  tangents  cherchés. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  ([ue  l'on  puisse  mener  du 
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point  (T  des  tangentes  à  la  base  du  cône  ;  s'il  est  possible,  il  y  a  autant 
de  solutions  que  de  tangentes  à  la  base  issues  du  point  9. 

291.  Rfimarqle.  —  Dans  le  cas  du  cylindre,  la  règle  s'énonce  comme 
il  suit  : 

Pour  mener  par  un  point  M,  non  situé  sur  la  surface  (Tun  cylindre^ 
un  plan  tangent  à  cette  surface^  on  mène  par  le  point  M  la  parallèle 
aux  génératrices  du  cylindre  et  Von  détermine  la  trace  <r  de  cette  droite 
sur  le  plan  de  base.  Par  le  point  s  on  m^e  les  tangentes  à  la  base  du 
cylindre,  et  chacune  de  ces  tangentes^  associée  au  point  M,  détermine 
run  des  plans  tangents  cherchés. 

On  établit  cette  règle  en  raisonnant  comme  dans  le  cas  du  cône  ; 
mais  on  peut  la  déduire  de  celle  qui  a  été  donnée  dans  ce  cas  en 
observant  que  le  cylindre  est  un  cône  dont  le  sommet  est  le  point  à 
l'infini  dans  la  direction  des  génératrices. 

292.  Application.  —  Un  cône  de  révolution  est  défini  par  son  axe  qui 

é 

est  de  front,  par  son  sommet  et  par  le  demi-angle  au  sommet  ;  mener  à 
ce  cône  les  plans  tangents  passant  par  un  point  donné. 

Soient  (5,  /)  et  («,  s'z')  le  sommet  et  Taxe  du  cône  auquel  on  veut 

mener  les   plans   tangents 
passant  par  le  point  (m,  m^. 
Si  Ton  coupe  le  cône  par  le 
"i*  plan  de  front  passant  par 

Taxe,  on  obtient  deux  géné- 
ratrices dont  les  projections 
verticales  font  avec  sfzf  le 
demi-angle  au  sommet;  si 
donc  on  appelle  V  ce  demi- 
angle  et  si  Ton  mène  sW 
faisant  l'angle  V  avec  s^z\ 
la  droite  sfa'  est  la  projec- 
tion verticale  de  Tune  des 
génératrices  ainsi  obtenues. 
Cela  posé,  prenons  comme 
base  du  cône  la  section  par 
un  plan  perpendiculaire  à 
Taxe.  L'axe  étant  de  front,  ce  plan  est  de  bout,  de  sorte  que  sa  trace 


\ 


n  ~  '~^* 


ml 


!iii L 


^^ 


>v 


PLANS  TANGENTS  AUX  CONES  ET  AUX  CYLINDRES       221 

verticale  est  une  droite  dd  perpendiculaire  à  fli! .  La  ligne  de  jonction 
des  points  (^9  fl)  et  (m,  m')  coupe  alors  le  plan  de  la  base  au  point 
fff,  0^),  et  il  ne  reste  plus  qu'à  mener  par  ce  point  les  tangentes  à  la 
base.  Pour  cela,  on  rabat  la  base  et  le  point  (a,  (/)  sur  le  plan  de  front 
qui  passe  par  Taxe.  La  base  étant  un  cercle  de  centre  (0,  d)  et  de 
rayon  dd^  se  rabat  suivant  un  cercle  de  centre  d  et  de  rayon  dd. 
Le  point  (9,  o^  étant  rabattu  en  vi,  les  tangentes  à  la  base  sont 
rabattues  en  <ri6i,  9iCi.  Les  points  h^  et  Ci  se  relèvent  en  (6,  d)  et 
en  (c,  (/),  de  sorte  que  les  plans  tangents  cherchés  sont  déterminés 
soit  par  la  droite  SM  associée  à  chacun  de  ces  points,  soit  par  les  tan- 
gentes (a6,  </*'),  (crc,  ff'cO  ^^  P^r  1®  point  (m,  id). 

293.  Problème.  —  Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  un  plan  tan- 
gent  parallèle  à  une  direction  donnée. 

Ce  problème  est  un  cas  particulier  du  précédent  :  il  n'y  a  qu'à 
supposer  que  le  point  M  s'est  éloigné  à  l'inlini  dans  la  direction 
donnée. 

Si  alors  la  surface  est  un  cône,  la  droite  SM  devient  la  parallèle  à 
la  direction  donnée  menée  par  le  point  S;  par  suite  <j  est  la  trace  de 
cette  parallèle  sur  le  plan  de  base  du  cône. 

Si  la  surface  est  un  cylindre,  comme  le  point  S  et  le  point  M  sont 
à  l'infini,  la  ligne  SM  est  aussi  à  l'infini  et  il  en  est  de  même  du 
point  <i.  n  suffit  donc  de  trouver  la  direction  du  point  <r.  Pour  cela, 
on  observe  que  dans  le  cas  où  la  surface  est  un  cône,  S<x  est  l'intersec- 
tion de  tous  les  plans  parallèles  à  la  direction  donnée  menés  par  le 
point  S.  Par  conséquent,  lorsque  la  surface  devient  un  cylindre.  S» 
devient  l'intersection  de  tous  les  plans  qui  sont  à  la  fois  parallèles  à  la 
direction  donnée  et  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre.  Donc,  par 
un  point  quelconque  de  l'espace  on  mènera  la  parallèle  à  la  direction 
donnée  et  la  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  Ces  deux  parallèles 
déterminent  un  plan  Q  dont  on  déterminera  l'intersection  A  avec  le 
plan  P  :  le  point  a  sera  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  A.  On 
mènera  alors  les  tangentes  à  la  base  du  cylindre  parallèlement  à  A,  et 
on  achèvera  le  problème  comme  plus  haut. 

• 

294.  ApplifMitlon.  —  Un  cylindre  de  révolution  est  défini  par  son 
cute  supposé  horizontal  et  par  son  rayon;  mener  à  cette  surface  un 
plan  tangent  parallèle  à  une  direction  donnée. 
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Soit  (oz,  o'z)  Taxe  du  cylindre.  Le  plan  horizontal  mené  par  cette 
droite  coupe  le  cylindre  suivant  deux  génératrices  dont  les  projections 
horizontales,  situées  de  part  et  d'autre  de  02,  sont  à  une  distance  de  oz 

égale    au  rayon  du  cylin- 

y----^ 


dre;  soit  al  la  projection 
horizontale  de  Tune  de  ces 
génératrices,  la  projection 
verticale  étant,  bien  enten- 
du, confondue  avez  oV. 

Par  un  point  quelconque 
((!>,  ci>')  menons  la  parallèle 
(a>d,  (d'(2')    à    la   direction 
donnée  et  la  parallèle  (coA, 
xJh!)    aux    génératrices  du 
cylindre  ;  puis  déterminons 
Tintersection  du  plan  de  ces 
deux  droites  avec  le  plan  de 
base  du  cvlindre.  Si    l'on 
prend  comme  base  du  cy- 
lindre la  section  par  le  plan  vertical  ao  perpendiculaire  à  Taxe,  cette 
intersection  est  (6c,  Ud)^  et  il  ne  reste  plus  qu*à  mener  à  la  base  du 
cylindre  les  tangentes  parallèles  à  (Ac,  Vd), 

Pour  cela,  on  rabat  la  base  et  la  droite  (ftc,  b'd)  sur  le  plan  horizon- 
tal passant  par  Taxe.  La  base  est  rabattue  suivant  la  circonférence 
décrite  du  point  0  comme  centre  avec  oa  comme  rayon  ;  la  droite  est 
rabattue  suivant  /ci;  de  sorte  que  les  tangentes  à  la  base  parallèles  à 
(6c,  Vd)  seront  rabattues  suivant  les  tangentes  menées  à  la  circonfé- 
rence oa  parallèlement  à  /C|.  Soient  m\U  l'une  de  ces  tangentes  et 
wii  son  point  de  contact  avec  la  circonférence.  Le  point  m^  se  relevant 
en  (m,  m'),  l'un  des  plans  tangents  demandés  est  déterminé  :  1<>  par  la 
parallèle  (m^f,  wig')  aux  génératrices  du  cylindre  menée  par  (m,  m')  ; 
^  par  la  parallèle  (mk^  wlk)  à  la  direction  donnée  menée  également 
par  (m,  wl). 

Dans  le  cas  général  oii  l'axe  est  quelconque,  on  peut  remarquer  que 
le  problème  se  ramène  au  suivant,  qui  sera  résolu  ultérieurement  : 

Mener  par  la  droite  (wd,  io'd')^  parallèle  aux  génératrices^  les  plans 
tangents  à  une  sphère  quelconque  inscrite  dans  le  cylindre. 


PLANS  TANGENTS  AUX  CONES  ET  AUX  CYLINDRES       223 

I.  Problème.  —  Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  les  plans  tan- 
!/««<«  perpendiculaires  à  un  plan  donné. 

Imaginons  que  l'on  ait  mené  une  droite  quelconque  D  perpendicu- 
laire au  plan  donné  ;  les  plans  tangents  demandés  seront  alors  paral- 
l'iesàla  droite  D.  Le  probK'me  est  ainsi  ramené  à  celui  qui  a  été 
résolu  au  n^  293. 

Nous  allons  appliquer  ce  problème  à  la  détermination  des  contours 
opparents  des  cônes  et  des  cylindres  ;  mais  nous  allons  donner  d'abord 
la  définition  et  les  propriétés  des  contours  apparents  d'une  surface 
quelconque. 

296.  Cdnes  et  cylindres  circonscrits  à  une  surface  ;  contours  appa- 
rents. —  Si  par  un  point  quelconque,  S,  de  l'espace,  on  mène  les  tan- 
gentes SA,  SB, ...  à  une  surface,  le  lieu 
S  de  ces  tangentes  est  une  surface  conique 

appelée  cône  circonscrit  à   la  surface 
par  le  point    S.    Le   Heu    des   points 
A,  B, ...  où  ces  tangentes  touchent  res- 
pectivement la  surface  est  une  ligne  C, 
tracée  sur  la  surface,  et  qu'on  appelle  la 
courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  par 
le  point  S.  En  un  point  quelconque,  M, 
de  la  ligne  C,  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face est  défini  :  l»  par  la  génératrice  SM  du  cône  circonscrit,  puisque 
SM  est  une  tangente  en  M;  2*  par  la  tangente  MT  à  la  ligne  C.  Le 
plan  tangent  au  cône  circonscrit  étant  déterminé  par  les  deux  mêmes 
droites,  on  voit  qu'en  tout  point  de  la  courbe  de  contact  le  cône  et  la 
surface  ont  le  même  plan  tangent.  Comme,  d'ailleurs,  tous  les  plans 
tangents  au  cône  passent  par  son  sommet,  on  voit  aussi  que  le  cône 
circomcril  à  une  surface  par  un  point  S  peut  être  considéré  comme 
renveloppe  des  plans  tangents  menés  à  la  surface  par  le  point  S. 

Lors({ue  le  point  S  est  l'œil  d'un  observateur,  les  tangentes  à  la  sur- 
face issues  de  ce  point  peuvent  être  considérées  comme  des  rayons 
visuels,  et  la  ligne  C  prend  alors  le  nom  de  contour  apparent  de  la 
surface  par  rapport  à  cet  observateur.  Elle  détermine  sur  la  surface 
deux  régions,  dont  une  seule,  celle  qui  est  tournée  vers  l'observateur, 
est  vue  par  lui,  si  la  surface  est  opaque  ;  de  sorte  que  si  une  ligne 
quelconque,   L,   tracée  sur  la  surface,  traverse  le  contour  apparent 
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en  M,  en  ce  point  elle  cesse  d'être  vue  par  l'observateur,  ou  inver- 
sement. En  d'autres  termes,  le  contour  apparent  partage  cette  ligne 
en  deux  parties  dont  la  première,  située  dans  la  région  tournée  vers  le 
point  S,  est  vue,  tandis  que  l'autre,  située  dans  la  région  opposée,  est 
cachée.  Toutefois,  il  peut  arriver  que  la  ligne  L  soit  ou  tout  entière 
vue  ou  tout  entière  cachée,  suivant  qu'elle  est  située  tout  entière  sur  la 
région  vue  ou  tout  entière  sur  la  région  cachée. 

Lorsque  le  point  S  est  un  point  lumineux,  la  courbe  C  prend 
encore  un  autre  nom  :  on  l'appelle  la  courbe  à'ombre  propre  relative 
au  point  S.  Si  la  surface  est  opaque,  elle  sépare  sur  la  surface  les 
points  qui  sont  éclairés  de  ceux  qui  ne  le  sont  pas.  Quant  au  cône 
circonscrit,  il  prend  dans  ce  cas  le  nom  de  cône  d'ombre. 

Il  importe  d'observer,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir,  que  les  pro- 
blèmes relatifs  aux  cônes  circonscrits,  aux  contours  apparents  et  aux 
ombres  sont,  au  fond,  des  problèmes  identiques. 

Si  Ton  coupe  par  un  plan  P  le  cône  circonscrit  à  une  surface  par  un 
point  S,  la  section  obtenue  s'appelle  le  contour  apparent  de  la  surface 
sur  le  plan  P,  ou  V ombre  portée  parla  surface  sur  ce  plan,  suivant  que 
le  point  S  est  l'œil  d'un  observateur  ou  un  point  lumineux. 

Lorsque  le  point  S  passe  à  l'infini  dans  une  direction  donnée,  le 
cône  circonscrit  devient  un  cylindre  circonscrit,  et  l'on  conserve  les 
mêmes  dénominations  que  plus  haut  pour  la  courbe  de  contact  et 
pour  la  trace  du  cylindre  sur  un  plan.  En  géométrie  descriptive,  l'ob- 
servateur étant  à  l'infini  dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan 
horizontal  ou  à  l'infini  dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  il  convient  de  distinguer  deux  sortes  de  contours  apparents  : 
le  contour  apparent  horizontal  et  le  contour  apparent  vertical. 

On  appelle  contour  apparent  horizontal  d'une  surface  la  courbe  de 
contact  du  cylindre  vertical  circonscrit  à  la  surface,  et  l'on  appelle 
contour  apparent  d'une  surface  sur  le  plan  horizontal  la  trace  horizon- 
tale de  ce  cylindre. 

On  définit  d'une  manière  analogue  le  contour  apparent  vertical  et  le 
contour  apparent  sur  le  plan  vertical. 

Par  définition,  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  peut  être 
considéré,  soit  comme  le  lieu  des  traces  horizontales  des  tangentes 
verticales  à  la  surface,  soit  comme  l'enveloppe  des  traces  horizontales 
des  plans  tangents  verticaux  à  la  surface.  Pareillement,  le  contour 
apparent  sur  le  plan  vertical  peut  être  considéré,  soit  comme  le  lieu 
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des  traces  verticales  des  tangentes  de  bout,  soit  comme  Tenveloppe 
<Ibs  traces  verticales  des  plans  tangents  de  bout. 

Ces  contours  apparents  étant  relatifs  à  des  observateurs  différents, 

û'ont  d'ailleurs  aucune  relation  entre  eux  et  peuvent  ne  pas  exister 

^u  se  réduire  individuellement  à  des  points.  En  tous  cas,  quand  on 

^présente  une  surface  dans  le  système  des  projections  orthogonales, 

on  dessine  en  traits  pleins,  en  général,  le  contour  apparent  sur  le  plan 

horizontal  et  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical.  D'ailleurs,  le 

^ïïtour  apparent  sur  le  plan  horizontal  est  la  projection  horizontale 

^^  <*ontour  apparent  horizontal,  et,  pour  éviter  toute  confusion,  on 

^^ine  en  lignes  de  construction  la  projection  verticale  du  contour 

W^ï*ent  horizontal.  On  opère  d'une  manière  analogue  pour  le  contour 

^P^Tetit  vertical,  en  intervertissant  les  mots  horizontal  et  vertical. 


297.  Théorème.  —  Soient  C  le  contour  apparent  d'une  surface  par 
rapport  à  un  point  S  et  L  une  ligne  tracée  sur  la  surface  et  traversant 
It  contour  apparent  en  M.  Si  Von  projette  la  figure  sur  un  plan  P  et 
du  point  S.  la  projection  de  la  ligne  L  est  tangente  au  contour  appa- 
Tent  sur  le  plan  P  au  point  m,  projection  du  point  M. 

Soient,  en  effet,  MT  et  MT  les  tangentes  en  M  aux  deux  lignes 
respectives  C  et  L.  Tout  revient  évidemment  à  prouver  (17)  que  les 

g  projections    de    ces   deux 

,A  droites    sont    confondues, 

//  \  c'est-à-dire   que  les  plans 

projetant  ces  deux  droites 
sont  confondus.  Or,  ceci 
résulte  de  ce  que  le  plan 
projetant  MT  n'est  autre 
chose  que  le  plan  tangent 
en  M  au  cône  circonscrit 
par  le  point  S,  et  de  ce  que 
ce  plan  tangent  contient 
toutes  les  tangentes  en  M  à 
la  surface,  puisqu'il  est 
aussi  tangent  à  la  surface. 
Il    contient   donc    MT'   et 


coïncide  avec  le  plan  projetant  cette  droite. 

A.M01UAI.  —  GéOM.    DESCB. 
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298.  Corollaire.  —  Lorsque  deux  surfaces  sont  tangentes  entre  elles 
tout  le  long  d'une  courbe,  leurs  contours  apparents  sur  le  même  plan 
sont  tangents  entre  eux. 

Appelons  S  et  Sj  les  deux  surfaces,  et  soient  :  S  Toeil  de  l'obser- 
vateur ;  L  la  courbe  de  contact  des  deux  sur- 
faces ;  C  le  contour  apparent  de  la  première 
surface  par  rapport  au  point  S  ;  M  un  point 
commun  aux  deux  lignes  L  et  C.  Au  point  M 
y  les  deux  surfaces  S  et  Si  ont  le  même  plan 

— -^^        tangent  par  hypothèse  ;  mais,  puisque  le  point 
M  appartient  au  contour  apparent  de  S,  ce 

7      plan  tangent  passe  par  S  ;  donc  le  point  M 
appartient  aussi  au  contour  apparent  de  Si. 
Il  résulte  alors  du  théorème  précédent  que  si 
l'on  projette  du  point  S  sur  un  plan  P,  et  si 

m  est  la  projection  de  M,  la  projection  de  L 
est  tangente  en  m  aux  contours  apparents  de  S  et  de  l'i  sur  le  plan  P; 
donc  ces  deux  contours  apparents  sont  tangents  entre  eux. 

299.  Contours  apparents  des  cônes  et  des  cylindres.  —  Lorsque  la 
surface  est  un  cône  ou  un  cylindre,  les  plans  tangents  à  cette  surface 
menés  par  un  point  S  passent  par  une  droite  (290)  ;  ils  touchent  la 
surface  suivant  des  génératrices,  de  sorte  que  le  contour  apparent  par 
rapport  au  point  S  se  compose  de  génératrices  ;  il  en  résulte  que  le 
contour  apparent  sur  un  plan  est  un  système  de  droites  qui  sont  les 
droites  d'intersection  de  ce  plan  avec  les  plans  tangents  à  la  surface 
menés  par  le  point  S. 

D'après  cela,  si  Ton  projette  sur  deux  plans  rectangulaires  : 

i^  Le  contour  apparent  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  sur  le  plan  hori- 
zontal est  Vensemble  des  traces  horizontales  des  plans  tangents  verti- 
caux ; 

2^  Le  contour  apparent  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  sur  le  plan  vertical 
est  Vensemble  des  traces  verticales  des  plans  tangents  de  bout. 

Il  ne  faut  cependant  pas  perdre  de  vue  que  le  contour  apparent  sur 
le  plan  horizontal  est  le  lieu  des  traces  horizontales  des  tangentes  ver- 
ticales menées  à  la  surface,  et  que  le  contour  apparent  sur  le  plan  ver- 
tical est  le  lieu  des  traces  verticales  des  tangentes  de  bout  ;  car  il  peut 
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exister  des  plans  tangents  verticaux  ou  de  bout  sans  qu'il  existe  de 
coDtour  apparent  sur  le  plan  horizontal  ou  sur  le  plan  vertical.  Par 
exemple,  si  un  cône  a  une  génératrice  verticale,  le  plan  tangent  sui- 
vant cette  génératrice  est  bien  vertical,  mais  sa  trace  horizontale  n'ap- 
partient pas  au  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  ;  car  ce  con- 
tour apparent  se  réduit  à  la  trace  horizontale  de  la  génératrice  verti- 
cale. 

Il  ne  faut  pas  non  plus  perdre  de  vue  que  le  contour  apparent  sur 
un  plan  est  une  enveloppe  de  traces  de  plans  tangents.  Par  exemple, 
si  les  génératrices  d'un  cylindre  sont  verticales,  tout  plan  tangent  au 
cylindre  est  un  plan  vertical,  mais  sa  trace  horizontale  n'appartient 
pas  au  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal.  Dans  ce  cas  le  contour 
apparent  sur  le  plan  horizontal  n'est  autre  chose  que  la  trace  horizon- 
tale du  cylindre,  c'est-à-dire,  si  l'on  veut,  l'enveloppe  des  traces  hori- 
zontales des  plans  tangents  verticaux. 

Nous  allons  donner  deux  exemples  de  détermination  de  contours 
apparents  de  cônes  et  de  cylindres. 

300.  Exemple  I.  —  Déterminer  les  contours  apparents  (fun  cône 
dont  on  donne  le  sommet^  le  plan  de  la  base  et  Vune  des  jjrojections  de 
cette  base. 

Soit  («,  s')  [voir  la  fig.  à  la  page  228]  le  sommet  du  cône  et  soient 
(wA,  co'A'),  ((!)/',  <«)'/*')  les  deux  droites  qui  déterminent  le  plan  de  base. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  connaisse  la  projection  horizontale 
de  la  base  du  cône,  et  que  cette  projection  horizontale  soit  un  cercle  de 
centre  o.  Tous  les  plans  tangents  au  cône  passant  par  le  sommet,  les 
traces  horizontales  des  plans  tangents  verticaux  passent  par  le  point  s 
et  les  traces  verticales  des  plans  tangents  de  bout  passent  par  le 
point  /.  Mais,  en  vertu  d'une  proposition  établie  plus  haut  (297),  le 
contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  doit  être  tangent  au  cercle  o  ; 
ce  contour  apparent  est  donc  constitué  par  l'ensemble  des  tangentes 
menées  du  point  s  au  cercle  o. 

Pour  avoir  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  il  faut  mener 
au  cône  les  plans  tangents  de  bout.  Soit  donc  (<j,  (/)  (voir  n^s  290 
et  291)  la  trace  sur  le  plan  de  base  de  la  ligne  de  bout  passant  par  le 
sommet  du  cône.  Les  plans  tangents  cherchés  coupent  la  base  du  cône 
suivant  des  droites  dont  les  projections  horizontales  sont  les  tangentes 
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au  cercle  o  menées  du  point  a  ;  comme  ces  plans  tangents  sonl 
de  bout,  leurs  traces  verticales  sont  confondues  avec  les  projections 


f 


verticales  de  ces  tangentes.  Les  projections  verticales  de  ces  tangentes 
étant  (^b'  et  afc\  on  a  ainsi,  suivant  ces  droites,  le  contour  apparent 
du  cône  sur  le  plan  vertical. 


301.  Exemple  II.  —  Construire  les  contours  apparents  d'un  cylindre 
connaissant  la  direction  des  génératrices  et  sachant  que  la  base  est  un 
cercle  dont  on  donne  le  plan^  le  centre  et  le  rayon. 

Supposons  que  le  plan  de  base  soit  déterminé  par  une  horizontale 
((o/i,  w7i')  et  par  une  ligne  de  front  (w/*,  w'/^,  et  soient  (o,  o')  le  centre 
du  cercle  de  base,  (oo,  o'^^)  la  direction  des  génératrices  du  cylindre. 

Pour  avoir  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  il  faut  mener 
au  cylindre  les  plans  tangents  verticaux.  Menons  donc  (295)  par 
fo8,  o'8')  le  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  et  cherchons 
Tintersection  de  ce  plan  avec  le  plan  de  base  du  cylindre.  Si  l'on 
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rabat  le  plan  de  base  autour  de  (wA,  w'A'),  sur  le  plan  horizontal  mené 

par  cette  droite,  le  point 
(o,  o")  se  rabat  en  Oi,  la 
base  se  rabat  suivant  la  cir- 
conférence de  rayon  donné, 
ayant  pour  centre  le  point  Oi , 
et  l'intersection  du  plan  de 
la  base  avec  le  plan  vertical 
mené  par  (o§,  o'S')  se  rabat 
suivant  OiC  Par  conséquent, 
les  tangentes  à  la  base  pa- 
rallèles à  cette  intersection 
se  rabattent  suivant  les  tan- 
gentes (/is,  e^p  menées  à  la 
circonférence  Oi  parallèle- 
ment à  OiC.  En  menant 
alors  par  les  points  a  et  p  les 
parallèles  ap  et  ^q  à  oo,  on 
obtient  les  projections  hori- 
zontales des  droites  diOL  et 
«I?  relevées,  c'est-à-dire  le  contour  apparent  du  cylindre  sur  le  plan 
horizontal. 

Pour  obtenir,  de  même,  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  on 
mène  le  plan  de  bout  qui  passe  par  (08,  o'ô')  et  l'on  détermine  Tinter- 
section  de  ce  plan  avec  le  plan  de  base  du  cylindre  ;  cette  intersection 
projetée  verticalement  en  o'h!  est  rabattue  en  OiA.  On  mène  ensuite 
à  la  base  les  tangentes  parallèles  à  cette  droite,  et  les  projections  verti- 
cales de  ces  tangentes  constituent  le  contour  apparent  du  cylindre  sur 
le  plan  vertical.  Ces  tangentes  sont  rabattues  en  ki-(  et  en  /imi,  paral- 
lèlement à  OiA  ;  les  points  y  et  wii  sont  relevés  verticalement  en  -/ 
et  en  m!  ;  donc  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  est  constitué 
par  les  parallèles  y^  et  mV  à  o'S  menées  respectivement  par  y  et 
par  m'. 


302.  Remarque.  —  Quand  on  veut  déterminer  les  contours  apparents 
d'un  cône  de  révolution  ou  d'un  cylindre  de  révolution,  il  est  com- 
mode  d'inscrire  une  sphère  dans  ces  surfaces  et  d'appliquer  la  propo- 
sition démontrée  au  n^  298.  En  effet,  en  vertu  de  cette  proposition,  le 
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contour  apparent  de  la  surface  conique  ou  cylindrique  sur  le  plan 
horizontal  est  tangent  au  contour  apparent  de  même  nom  de  la  sphère 
inscrite,  et  la  même  propriété  subsiste  pour  les  contours  apparents  sur 
le  plan  vertical. 


§  m.  —  Plans  tangents  passant  par  une  droite  ouparailêles 
à  un  plan  donné,  —  Plans  tangents  communs. 

303.  Problème.  —  Par  une  droite  donnée ^  mener  un  plan  tangent  à 
un  cône  ou  à  un  cylindre. 

Soit  D  la  droite  donnée.  Tout  plan  tangent  à  un  cône  passe  par  son 
sommet  ;  si  donc  on  peut  mener  par  la  droite  un  plan  tangent  à  une 
surface  conique,  ce  plan  sera  défini  par  la  droite  D  et  par  le  sommet 
du  cône.  Le  problème  est  donc  généralement  impossible,  et  pour 
reconnaître  s'il  est  possible,  il  suffit  de  voir  si  la  trace,  sur  le  plan  de 
base  du  cône,  du  plan  passant  par  D  et  par  le  sommet  est  tangente  à 
la  base  du  cône.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  de  l'affirmative  que  le  pro- 
blème est  possible. 

Si,  au  lieu  d'un  cône,  on  avait  un  cylindre,  on  raisonnerait  absolu- 
ment de  la  même  manière,  en  remplaçant  le  plan  passant  par  D  et 
par  le  sommet  par  celui  qui  est  mené  par  D  parallèlement  aux  géné- 
ratrices du  cylindre. 

Dans  le  cas  du  cône,  le  problème  est  possible  en  général  quand  la 
droite  D  passe  par  le  sommet  du  cône.  Alors,  en  prenant  un  point  M 
sur  la  droite,  on  est  ramené  à  faire  passer  par  le  point  M  un  plan  tan- 
gent au  cône,  problème  déjà  résolu  (290). 

De  même,  dans  le  cas  du  cylindre  le  problème  est  possible  quand 
la  droite  D  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  en  prenant 
encore  un  point  M  sur  cette  droite,  le  problème  se  ramène  au  pro- 
blème, déjà  résolu,  des  plans  tangents  à  un  cylindre  passant  par  un 
point  donné. 

304.  Problème.  —  Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  un  plan  tan- 
gent parallèle  à  un  plan  donné. 

Soit  P  le  plan  donné.  Le  plan  tangent  cherché,  si  la  surface  est  un 
cône,  sera  le  plan  P,  mené  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  au 
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plan  p.  Or,  le  plan  V  n'est  généralement  pas  tangent  au  cône  ;  donc, 
le  problème  est  en  général  impossible  pour  le  cône. 

Si  la  surface  est  un  cylindre,  comme  tout  plan  tangent  au  cylindre 

€st  parallèle  aux  génératrices,  le  problème  est  impossible  si  le  plan  P 

n'est  pas  parallèle  aux  génératrices.  Si,  au  contraire,  le  plan  P  est 

parallèle  aux  génératrices,  en  menant  dans  le  plan  P  une  droite  quel- 

œnque  a  non  parallèle  aux  génératrices,  le  problème  se  ramène  à  un 

autre  déjà  résolu  :  mener  à  une  surface  cylindrique  les  plans  tangents 

parallèles  à  une  direction  donnée  a  (293). 

305.  Problème .  —  Mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  cônes. 

C'est  encore  un  problème  en  général  impossible.  Appelons  en  effet 
S  et  Si  les  sommets  des  deux  cônes.  Si  Ton  mène  par  la  ligne  SSi  les 
plans  tangents  au  premier  cône,  aucun  de  ces  plans  ne  sera,  en  général, 
tangent  au  second  cône. 

l^  problème  est  possible  dans  les  divers  cas  suivants  : 

1*^  Quand  les  deux  cônes  ont  le  même  sommet.  —  On  obtient  alors  les 
plans  tangents  communs  en  coupant  les  deux  cônes  par  un  même 
plan  et  en  menant  les  tangentes  communes  aux  deux  sections.  Cha- 
cune de  ces  tangentes  et  le  sommet  commun  définissent  un  plan  tan- 
gent commun. 

2^  Quand  les  deux  cônes  ont  une  directrice  commune  dans  le  même 
plan.  —  On  cherche  alors  la  trace  de  la  ligne  des  sommets  sur  le  plan 
de  cette  directrice,  et,  par  ce  point,  on  mène  les  tangentes  à  la  base 
commune.  Une  quelconque  de  ces  tangentes  et  la  ligne  des  sommets 
définissent  un  plan  tangent  commun. 

3^  Quand  les  deux  cônes  sont  homothétiques .  —  Car  alors  tout  plan 
tangent  à  l'un  des  cônes  mené  par  la  ligne  des  sommets  est  aussi  tan- 
gent à  l'autre  cône.  Les  génératrices  de  contact  sont  d'ailleurs  paral- 
lèles. 

^^  Quand  les  deux  cônes  sont  circonscrits  à  la  même  surface,  —  Car 
si  M  est  un  point  commun  aux  deux  courbes  de  contact,  le  plan  tan- 
^nt  en  M  à  la  surface  inscrite  est  aussi  tangent  à  chacun  des 
cônes  (296). 

306.  Problème.  —  Mener  un  plan  tangent  commun  à  un  cône  et  à  un 
cylindre. 
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Ce  problème,  comme  le  précédent,  est  en  général  impossible.  En 
effet,  tout  plan  tangent  commun  doit  passer  par  le  sommet  du  cône  et 
doit  être,  en  outre,  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  Il  doit  donc 
contenir  la  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  menée  par  le  som- 
met du  cône.  Or,  aucun  des  plans  tangents  au  cône  menés  par  cette 
droite  n'est,  en  général,  tangent  au  cylindre. 

Le  problème  est  possible  si  les  deux  surfaces  ont  une  directrice 
plane  commune  ou  si  elles  sont  circonscrites  à  une  même  surface.  La 
solution  du  problème,  dans  ces  deux  cas,  se  déduit  de  celle  qui  a  été 
donnée  plus  haut,  dans  les  cas  correspondants,  pour  deux  cônes. 

307.  Problème.  —  Mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  cylindres. 

Soit  P  un  plan  quelconque  parallèle  aux  génératrices  des  deux 
cylindres.  Tout  plan  tangent  commun  à  ces  deux  surfaces  doit  être 
parallèle  au  plan  P.  Or,  aucun  des  plans  tangents  au  premier  cylin- 
dre parallèles  au  plan  P  n'est  en  général  tangent  au  deuxième  cylin- 
dre. Donc,  le  problème  est  en  général  impossible.  Il  est  possible  : 

1<*  Quand  les  deux  cylindres  ont  même  directrice  plane.  —  Dans  ce 
cas,  pour  le  résoudre,  on  cherche  la  trace  du  plan  P  sur  le  plan  de 
cette  directrice,  et  l'on  mène  à  la  directrice  les  tangentes  parallèles  à 
cette  trace. 

2o  Quand  les  deux  cylindres  sont  circonscrits  à  la  même  surface.  — 
Dans  ce  cas  on  raisonne  comme  pour  deux  cônes  (305,  4<>). 

§  IV.  — Plans  tangents  parallèles  et  normales  communes  à  dettx 

surfaces  coniques  ou  cylindriques. 

308.  Problème  .  —  Etant  données  deux  surfaces  coniques^  mener 
deux  plans  respectivement  tangents  à  ces  deux  surfaces  et  parallèles 
entre  eux. 

Soient  S  et  Si  les  sommets  des  deux  cônes.  Supposons  le  problème 
résolu,  et  soient  P  et  Pi  deux  plans  parallèles  tangents,  l'un  au  pre- 
mier cône  et  l'autre  au  second.  Transportons  l'un  des  cônes.  Si  par 
exemple,  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  le  point  Si  vienne 
coïncider  avec  le  point  S.  Le  plan  Pi  se  transportera  alors  parallèle- 
ment à  lui-même  et  viendra  coïncider  avec  le  plan  P;   de  sorte  que  le 
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plan  P  sera  un  plan  tangent  commun  à  deux  cônes  de  même  som- 
met :  le  cône  S  et  le  cône  Si  transporté.  Donc,  pour  résoudre  le  pro- 
blème, on  mènera  un  plan  tangent  commun,  P,  à  ces  deux  cônes  et, 
par  le  point  Si,  on  mènera  le  plan  parallèle  au  plan  P.  Il  y  aura  au- 
tant de  solutions  que  de  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes  de 
même  sommet.  Ajoutons  d'ailleurs  que,  transporter  le  cône  Si  parallè- 
lementà  lui-même,  de  manière  que  le  point  Si  coïncide  avec  le  point  S, 
revient  à  construire  un  cône  homothétique  au  cône  Si  et  ayant  pour 
sommet  le  point  S.  Ce  cône  homothétique  au  cône  Si  est  le  lieu  des 
parallèles  aux  génératrices  de  Si  menées  par  S  ;  ce  qui  fournit  le 
moyen  de  le  construire  graphiquement. 

309.  Exemple.  —  Les  deux  cônes  ont  pour  bases  des  cercles  situés 
dans  k  plan  horizontal. 

Soient  («,  sf)  et  {*i,  s[)  les  deux  cônes  donnés,  dont  le  second  est  un 


\ 


cône  de  révolution  à  axe  vertical.  Transportons  ce  second  cône  paral- 
lèlement à  lui-même  de  manière  que  son  sommet  vienne  en  {s,  s').  La 
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nouvelle  base  de  ce  cône  ainsi  transporté  sera  une  circonférence  dé- 
crite du  point  s  comme  centre  dans  le  plan  horizontal.  D'ailleurs,  le 
cône  («1,  s[)  et  le  cône  qu'on  obtient  en  le  transportant  parallèlement 
à  lui-même,  de  manière  que  son  sommet  vienne  en  (s,  «'),  sont  homo- 
thétiques  par  rapporta  un  point  quelconque  de  la  ligne  {ssi^s'sl);  donc, 
les  sections  de  ces  deux  cônes  par  le  plan  horizontal  sont  homothé- 
tiques  par  rapport  à  la  trace  horizontale  (or,  a')  de  la  ligne  {ssi,  s^s'i). 
Il  suit  de  là  que  pour  avoir  le  rayon  de  la  circonférence  de  base  du 
cône  (*i,  s\)  transporté,  il  suffit  de  mener  deux  rayons  parallèles  «lO, 
sai,  et  de  prendre  le  point  de  rencontre  ûi  de  sai  avec  va. 

Cela  posé,  les  plans  tangents  communs  au  cône  (*,  sf)  et  au  cône 
(*i,  si)  transporté  ont  pour  traces  horizontales  les  tangentes  communes 
aux  circonférences  de  bases  ;  soient  bc  et  de  ces  tangentes  communes. 
Si  Ton  mène  éjCi  et  diCi  respectivement  parallèles  à  ^c  età  de  et  tan- 
gentes à  la  circonférence  de  base  du  cône  (*i,  s\),  les  plans  tangents  aux 
deux  cônes  respectifs,  et  dont  les  traces  horizontales  sont  bc  et  ^iCj,  don- 
nent une  solution  du  problème.  On  en  a  une  seconde  solution  en  pre- 
nant les  deux  plans  tangents  dont  les  traces  horizontales  sont  de  et  diCi. 

310.  Problème.  —  Etant  donnés  deux  cylihdres^  mener  deux  plans 
respectivement   tangents  à  ces  deux  surfaces  et  parallèles  entre  eux. 

Soit  P  un  plan  quelconque  parallèle  aux  génératrices  des  deux 
cylindres.  S'il  existe  un  couple  de  plans  Q  et  Qi  parallèles  entre  eux 
et  respectivement  tangents  aux  deux  cylindres,  ces  plans  seront  paral- 
lèles au  plan  P.  De  cette  remarque  résulte  évidemment  la  solution  du 
problème  :  on  mène  à  chacun  des  cylindres  les  plans  tangents  paral- 
lèles au  plan  P  ;  si  Q  est  un  plan  tangent  au  premier  cylindre  et  si 
Qi  est  un  plan  tangent  au  deuxième,  Q  et  Qi  donnent  une  solution 
du  problème. 

311.  Exemple.  —  Mener  deux  plans  tangents  parallèles  à  un  cylindre 
horizontal  et  à  un  cylindre  de  front. 

Supposons  que  la  base  du  premier  cylindre  soit  un  cercle  C  du 
plan  vertical  et  que  la  base  du  second  soit  un  cercle  Ci  du  plan  hori- 
zontal. Un  plan  quelconque  parallèle  aux  génératrices  des  deux  cy- 
lindres a  sa  trace  horizontale  parallèle  à  la  projection  horizontale  h 
de  la  direction  des  génératrices  du  premier  cylindre,  et  sa  trace  verti- 
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cale  est  parallèle  à  la  projection  verticale  f  de  la  direction  des  généra- 
trices du  second  cylindre.  Si  donc  on  mène  les  tangentes  au  cercle  G 


parallèles  à  f  et  les  tangentes  au  cercle  G|  parallèles  à  /*,  on  obtient 
en  P«(y,   RpS',  PiaiCK,  R,p,S;  les  plans  tangents  demandés. 

31**  ï^roblème.  —  Etant  donnés  un  cône  et  un  cylindre,  mener  deux 
plans  respectivement  tangents  à  ces  deux  surfaces  et  parallèles  entre 
eux- 

Appelons  S  le  sommet  du  cône  et  D  la  direction  des  génératrices 
du  cylindre.  Soient  d'ailleurs  P  et  Pi  deux  plans  parallèles  et  respec- 
tivement tangents  aux  deux  surfaces.  Le  plan  P  passe  par  le  point  S 
et  le  plan  P,  est  parallèle  à  la  direction  D;  donc,  le  plan  P  qui  est 
parallèle  au  plan  Pi,  est  aussi  parallèle  à  D  et  contient  la  parallèle  à 
cette  droite  menée  par  le  point  S.  De  là  résulte  évidemment  la  solu- 
tion du  problème  :  par  le  sommet  du  cône  on  mène  la  parallèle  aux 
^génératrices  du  cylindre,  et  par  cette  droite  on  mène  les  plans  P  tan- 
^nts  au  cône.  On  mène  enfin,  au  cylindre,  les  plans  tangents  P| 
parallèles  aux  plans  P  :  un  plan  P  et  un  plan  Pi  donnent  une  solu- 
tion du  problème. 

313.  Exemple.  —  Mener  deux  plans  tangents  parallèles  à  un  cône  de 


236 


PLANS  TANGENTS 


révolution   à  axe  vertical  et  à  un  cylindre  de  révolution  à  axe  de 
front. 

Soient  (*,  &')  le  sommet  du  cône  et  (oz,  o'z")  Taxe  du  cylindre.  La 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  menée  par  le  sommet  du  cône 
est  (5cr,  s'a'),  et  Ton  a  en  PaQ'  et  en  RpT'  les  plans  tangents  au  cône 
menés  par  («çj,  sW).  Pour  mener  au  cylindre  les  plans  tangents  paral- 
lèles à  PaQ',  on  a  considéré  le  cylindre  comme  ayant  sa  base  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  mené  par  le  point  (o,  o').  L'intersection 
de  ce  plan  et  du  plan  PaQ'  étant  (aé,  a'6'),  on  Ta  rabattue  en  a\bl 


sur  le  plan  de  front  mené  par  (oz,  o'z').  Le  rabattement  de  la  base  du 
cylindre  sur  ce  plan  de  front  est  la  circonférence  de  rayon  égal  à  celui 
du  cylindre  décrite  du  point  o'  comme  centre.  En  menant  à  cette 
circonférence  les  tangentes  c\d[  et  e'Ji  parallèles  à  a/éi,  on  obtient 
en  {ch,  c'N)  et  (eA*,  e'K)  les  génératrices  de  contact  des  plans  tangents 
cherchés.  Le  premier  de  ces  plans  est  défini  par  la  génératrice 
(cA,  dh!)  et  par  la  tangente  (crf,  dd\)'y  le  deuxième  est  de  même  défini 
par  la  génératrice  (ek,  dk)  et  par  la  tangente  (ef^  df^.  En  associant 
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l'un  de  ces  plans  au  plan  P^Q',  on  a  une  solution  du  problème,  ce  qui 
fournit  ainsi  deux  solutions. 

On  en  obtient  deux  autres  en  menant  les  plans  tangents  au  cylindre 
parallèlement  au  plan  R^T'.  Pour  mener  ces  plans  tangents  on  a 
opéré  comme  plus  haut,  mais  en  se  servant  de  la  base  supérieure  du 
cylindre  au  lieu  de  se  servir  de  la  base  inférieure.  Enfin,  on  a  fait  la 
ponctuation  des  génératrices  de  contact  avec  le  cylindre  en  supposant 
celui-ci  opaque  et  limité  aux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  menés, 
l'un  par  le  point  (o,  o%  l'autre  par  le  point  (z,  s'). 

314.  Remarque.  —  Il  est  bon  d'observer  que  les  génératrices  de  con- 
tact des  plans  tangents  cherchés  et  du  cylindre  ont  deux  à  deux  les 
mêmes  projections  horizontales  et  les  mêmes  projections  verticales  ; 
car  les  plans  tangents  au  cylindre  sont  deux  à  deux  symétriques  par 
rapport  au  plan  de  front  et  par  rapport  au  plan  de  bout  menés  par 
l'axe  (02,  oV). 

31o.  Problème.  —  Mener  une  normale  commune  à  deux  cônes ^  à 
deux  cylindres,  ou  à  un  cône  et  à  un  cylindre. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soient  A  et  B  les  points  d'inci- 
dence de  la  normale  commune  avec  les  deux  surfaces  respectives.  Le 
plan  langent  en  A  à  la  première  surface  et  le  plan  tangent  en  B  à  la 
deuxième  sont  parallèles.  Les  génératrices  de  contact  de  ces  deux  plans 
tangents  passent,  l'une  par  A,  l'autre  par  B,  de  sorte  que  AB  est  la 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites.  D'ailleurs  la  direction  de 
celte  perpendiculaire  commune  est  celle  de  la  normale  aux  plans  tan- 
l^nts  parallèles.  Donc,  pour  résoudre  le  problème,  on  mènera  un 
couple  de  plans  P  et  Pi  respectivement  tangents  aux  deux  surfaces  et 
parallèles  entre  eux;  on  construira  la  direction  D  de  la  normale  à  ces 
deux  plans  et  les  génératrices  de  contact  G  et  Gi  de  ces  deux  plans  et 
des  deux  surfaces  respectives;  enfin,  on  mènera  la  parallèle  à  la  direc- 
tion D  s'appuyant  sur  G  et  sur  Gi. 

n  y  aura  autant  de  solutions  que  do  couples  de  plans  analogues  à  P 
et  à  P,. 
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i.  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  vertical  et  pour  sommet 
un  point  quelconque.  Un  cylindre  a  pour  base  un  cercle  dans  un  plan 
vertical  et  ses  génératrices  sont  perpendiculaires  à  ce  plan.  Mener  les 
normales  communes  aux  deux  surfaces. 

2.  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  du  plan  vertical  et  pour  sommet  un 
point  du  plan  horizontal.  Trouver  les  contours  apparents  du  cône  supplé- 
mentaire. 

3.  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent;  mener  par  Tune  d^elIes  on 
plan  faisant  un  angle  donné  avec  Tautire. 

4.  Résoudre  la  même  question  quand  les  deux  droites  données  ne  se 
coupent  pas. 

5.  Mener  les  normales  communes  à  deux  cônes  ayant  pour  base  com- 
mune un  cercle  situé  dans  un  plan  de  profil,  et  dont  les  sommets  sont 
deux  points  situés  sur  la  ligne  de  terre  et  symétriques  par  rapport  au 
plan  de  profil. 

6.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  la  ligne  de  terre  et  d*un  cylindre 
défini  par  sa  base  et  par  la  direction  de  ses  génératrices. 

7.  Un  cône  de  sommet  donné  a  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal. 
Mener  par  un  point  donné  les  plans  tangents  au  cône  supplémentaire. 

Soient  S  le  sommet  du  cône  et  A  le  point  donné.  Le  plan  mené  par  S  perpen- 
diculairement à  SA  coupe  le  cône  donné  suivant  deux  génératrices.  Les  plans 
menés  par  S  et  respectivement  perpendiculaires  à  ces  deux  génératrices  sont 
les  plans  tangents  demandés. 

8.  Normales  communes  à  une  droite  et  à  un  cône  donnés.  Examiner  en 
particulier  le  cas  où  le  cône  est  de  révolution. 

9.  Un  cône  de  sommet  donné  a  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal . 
Trouver  la  projection  verticale  d'un  point  du  cône  supplémentaire  con-* 
naissant  sa  projection  horizontale. 

Cela  revient  à  mener  au  cône  donné  les  plans  tangents  dont  les  traces  horizon- 
tales ont  une  direction  connue. 
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iO.  Un  cône  a  pour  base  une  conique  située  dans  un  plan  déterminé  par 
^  traces  et  projetée  horizontalement  suivant  un  cercle  donné.  On  coupe 
ce  cône  par  un  deuxième  plan,  et  Ton  prend  la  section  comme  base  d'un 
second  cône  de  sommet  donné;  trouver  les  contours  apparents  de  ce  nou- 
veau cône. 

H.  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite  ne 
^^ncontrant  pas  ce  cône.  Cette  droite  est  Taxe  d'un  second  cône  de  révo- 
cation tangent  au  premier  et  ayant  son  sommet  dans  le  plan  horizontal  ; 
<5onstruire  les  contours  apparents  de  ce  second  cône. 

^2.  Mener  les  normales  communes  à  deux  cylindres  de  révolution 
définis  par  leurs  axes  et  par  leurs  rayons. 

13.  On  donne  deux  droites  Â  et  6  qui  se  coupent  et  Ton  fait  tourner  B 
autour  de  A  ;  mener  par  un  point  donné  les  plans  tangents  au  cône  ainsi 
engendré. 

14.  On  donne  le  sommet,  Taxe  et  le  demi-angle  au  sommet  d'un  cône 
de  révolution.  On  donne,  d*autre  part,  le  rayon  et  la  direction  des  projec- 
tions horizontales  des  génératrices  d'un  cylindre  ;  placer  ce  cylindre  sur  le 
plan  horizontal  et  sous  le  cône,  de  manière  qu'il  soit  tangent  au  cône. 

15.  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  passant  par  un  point  donné 
et  faisant  un  angle  donné  avec  une  droite  ou  avec  un  plan  donnés. 

16.  Mener  à  un  cône  quelconque  les  plans  tangents  faisant  un  angle 
donné  avec  un  plan  donné. 

li<  H^ner  par  un  point  donné  une  droite  située  à  des  distances  données 
de  deux  droites  données. 


18.  Résoudre  le  même  problème  quand  on  remplace  le  point  donné  par 
une  direction  donnée. 


19.  Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  une  normale  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

20.  Mener  par  un  point  donné  une  tangente  commune  à  deux  cônes. 

21.  Même  problème  en  remplaçant  le  point  donné  par  une  direction 

donnée. 
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22.  On  donne  un  plan    PaP'    dont  la  trace  horizontale  aP  fait  un  angle 

de  30®  avec  ecy;  le  plan  est  incliné  de  53®  sur  le  plan  vertical.  On  donne 

un  point  A  dans  ce  plan  dont  la  cote  est  2«»  et  Téloignenr.ent  3"".  Ce 

point  est  le  centre  de  base  d*un  cône  droit  situé  sur  la  face  supérieure  du 

plan  et  dont  le  rayon  est  3®"^.  La  hauteur  du  cône  est  12®"'.  Construire  les 

projections  de  ce  cône. 

(Ecole  navale,  concours  de  1876.) 

23.  Deux  cônes  circulaires  droits  et  égaux  ont  même  sommet  S,  se 
touchent  extérieurement  suivant  la  génératrice  SA,  de  manière  à  adhérer 
Tun  à  Taulre.  Le  rayon  de  la  base  vaut  3®™,8  et  la  génératrice  est  double 
du  rayon.  La  base  de  Tun  des  cônes  est  appliquée  sur  la  partie  antérieure 
du  plan  horizontal,  sa  circonférence  touchant  xy^  et  la  génératrice  SA 
étant  de  front.  Gela  posé,  on  demande  : 

1®  De  construire  les  projections  du  solide  formé  par  Tensemble  des  deux 
cônes; 

2®  De  construire  la  partie  invisible  du  plan  vertical  de  projection  sup- 
posé relevé,  Toeil  étant  placé  sur  la  perpendiculaire  à  xy  menée  peur  le 
point  A,  et  à  une  distance  en  avant  de  cette  ligne  xy  égale  à  deux  fois  le 
diamètre  de  l'un  des  cônes. 

On  ombrera  la  partie  invisible  demandée  en  n*y  comprenant  pas  la 

projection  verticale  des  cônes. 

{Ecole  de  Saint-Cyr,  concours  de  i873.) 

24.  On  donne  deux  points  a  et  ^  sur  osy^  distants  entre  eux  de  t7®Bi,5, 
et  deux  plans  passant  par  ces  points  :  l'un  PaP\  dont  les  traces  font 
avec  osy  des  angles  Vax  =  36®,  P'oa?  =  48®;  l'autre  Q^Q',  qui  est  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  de  projection,  et  qui  fait  un  angle  de  42® 
avec  le  plan  horizontal .  Gela  posé,  on  demande  : 

1®  De  prendre  dans  le  plan  PaP'  un  point  S  de  cote  10""  et  d'éloigné- 
ment  4®",2  ; 

2®  De  construire  les  projections  d'un  cône  circulaire  droit  ayant  le  point 
S  pour  sommet  et  s'appuyant  par  sa  base  sur  le  plan  Q^Q'  ;  le  diamètre 
de  base  de  ce  cône  étant  égal  à  sa  hauteur; 

3®  De  mener  les  plants  tangents  à  ce  cône  parallèles  à  l'intersection  des 

deux  plans  PaF  et  Q^Q'. 

[Ecole  de  Saint-Cyr,  concours  de  1879.) 

25.  On  donne  un  plan  PaF,  incliné  de  40®  sur  le  plan  horizontal  et 
dont  la  trace  horizontale  fait  avec  xy  un  angle  de  36®.  Un  cercle  situé  sur 
ce  plan,  dans  le  premier  dièdre,  est  tangent  aux  traces  aP  et  aF,  et  a 
pour  diamètre  d*'",4.  Ge  cercle  est  la  base  d'un  cône  droit,  situé  au-dessus 
du  plan  PaF  et  dont  la  hauteur  est  égale  à  10®",8.  On  demande  : 

1®  De  construire  les  projections  de  ce  cône; 

2®  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec  la  parallèle  à  ary 
menée  par  le  milieu  de  la  hauteur; 
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^°  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de  rencontre  situé  à 
droite. 

(Ecole  de  Saint-Cyr,  concoure  de  1881.) 

^^'  Un  cône  de  révolution  est  limité  par  un  plan  perpendiculaire  à 
son  nxe.  Dans  ces  'conditions  le  cône  a  les  dimensions  suivantes  :   hau- 
Uur  UO»™,  diamètre  de  base  100»"*. 
l^pcartie.  —  On  demande  de  placer  ce  solide  conique  de  telle  sorte  que  : 
1°  Son  sommet  (5,  s')  soit  situé  à  50"*°*  en  avant  du  plan  vertical  et  à  130"*™ 
au-dessus  du  plan  horizontal; 
2^  SoQ  cercle  de  base  soit  tangent  au  plan  horizontal  ; 
3**  SoD  axe  fasse,  dans  Tespace,  un  angle  de  30^  avec  le  plan  vertical . 
Nota.  —'  Parmi  les  quatre  solutions  possibles  on  choisira  celle  pour  la- 
<liielle  Taxe  est  dirigé  en  avant  et  à  gauche  du  sommet. 
On  représentera  le  cône  dans  cette  position. 

£n  projection  horizontale,  Tellipse,  projection  du  cercle  de  base,  sera 

déterminée  par  ses  axes;  en  projection  verticale, il  suffira  qu*elle  le  soit  par 

deax  diamètres  conjugués  convenablement  choisis. 

^partie,  —  Eclairer  le  solide  par  des  rayons  lumineux  tels  que  (R,  R'), 

parallèles  entre  eux  et  au  plan  vertical  et  inclinés  à  45<* 

sur  le  plan  horizontal. 

Déterminer  Tombre    portée  sur  le   plan  horizontal  et 
Tombre  propre  du  solide. 
Les  constructions  relatives  aux  ombres  seront  faites  en 
^  — ^  bleu;  les  autres,  relatives  à  la  mise  en  place  du  solide, 

seront  en  rouge. 
[Ecole  des  Ponts  et  Ckaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  1889,) 


27.  Représentation  d'un  cône  de  révolution. 

OQ  demande  de  représenter  un  cône  de  révolution  supposé  limité  à  un 

cercle  de  base,  sachant  : 

10  Que  son  axe  est  la  droite  ,(S0,  S'O'); 

2°  Que  son  sommet  est  le  point  (S^  S'); 

:jo  Que  le  point  (0,  0')  est  le  centre  de  son  cer- 
cle de  base; 

4<*  Que  ce  cercle  de  base  est  tangent  au  plan 
horizontal. 

Le  cône,  une  fois  représenté,  sera  éclairé  par 
des  rayons  lumineux  parallèles  à  la  droite  (R,  R'). 

On  cherchera  Tombre  propre  du  cône  et  ses 
ombres  portées  sur  les  plans  de  projection. 

Pour  les  dimensions,  se  rapporter  aux  cotes 
données,  en  millimètres,  sur  le  croquis  ci-contre. 


'^ Cadre  £70" -— -• 


(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  1886.) 
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CHAPITRE  III 


PLANS  TANGENTS  A  LA  SPHÈRE 


^  I.  —  Plans  tangents  à  une   sphère. 


316.  Problème.  —  Mener  le  flan  tangent  en  un  point  d'une  sphère. 

Soit  (o,  &)  la  sphère  donnée  représentée  par  ses  contours  apparents 

sur  les  deux  plans  de  projection,  et  soit  (m,  m')  un  point  pris  sur  la 

surface  de  cette  sphère.  En  vertu  de  la 
propriété  du  plan  tangent  à  la  sphère, 
le  plan  tangent  au  point  (m,  m')  à  la 
sphère  considérée  est  perpendiculaire 
au  rayon  {om,  o'm').  On  obtiendra  donc- 
ce  plan  tangent  en  menant  par  le  point 
(m,  m')  le  plan  perpendiculaire  à  (om, 
oW).  Dans  Tépure  ci-contro,  le  plan 
tangent  est  déterminé  par  riiorizontalo 
[mh,  m'h')  et  par  la  ligne  de  front  {mf. 

On  peut  aussi  déterminer  le  plan  tan- 
gent au  moyen  des  tangentes  en  {m^m') 
à  deux  lignes  tracées  sur  la  surface  do 
la  sphère.  Si  Ton  prend,  par  exemple, 
les  tangentes  en  (m,  m')  aux  deux  cercles  obtenus  en  coupant  la 
splière  par  un  plan  horizontal  et  par  un  plan  de  front  passant  par  ce 
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point,  on  est  encore  conduit  à  déterminer,  comme  plus  haut,  le  plan 
tangent  par  les  deux  droites  [mh^m'h')  et  [mf^m'f). 


317.  Problème.  —  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  parallèles  à 
un  plan  donné. 

Appelons  0  le  centre  de  la  sphère  donnée  et  M  le  point  de  contact 
(ie  l'un  des  plans  tangents  cherchés.  Tout  revient  évidemment  à  déter- 
miner le  point  M.  Or,  si  Ton  appelle  P  le  plan  donné,  le  rayon  OM 
étant  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  M  est  perpendiculaire  au 
plan  P;  donc  le  point  M  n'est  autre  que  Tun  des  points  de  ren- 
contre de  la  sphère  avec  la  perpendiculaire  au  plan  P  menée  par  le 
centre  0. 
D'ailleurs,  pour  obtenir  les  points  de  rencontre  de  la  sphère  et  de  la 

perpendiculaire  au  plan  P  menée 
par  le  point  0,  il  suffit  de  porter  sur 
cette  perpendiculaire ,  à  partir  du 
point  0  et  de  part  et  d'autre  de  ce 
point,  une  longueur  égale  au  rayon 
de  la  sphère,  problème  qu'on  sait 
résoudre  (168). 

Dans  répure  ci-contre,  le  plan  P 
est  déterminé  par  une  horizontale 
(oA,  o'Ii')  et  par  une  ligne  de  front 
(o/*,  o'f*).  La  perpendiculaire  au 
plan  P  menée  par  le  centre  de  la 
sphère  est  projetée  en  {oa^  o'a!)^  et, 
pour  avoir  ses  points  de  rencontre 
avec  la  sphère,  on  Ta  rendue  de 
front  par  une  rotation  autour  de  la 
verticale  du  point  0.  On  a  obtenu 
ainsi  en  m\  et  en  ni  les  projections 
verticales  des  points  de  rencontre 
après  la  rotation  ;  on  en  a  déduit  les  points  de  rencontre  (m,  w!)  et 
(n,  n')  avant  la  rotation  par  une  opération  inverse. 

Pour  terminer  le  problème,  il  ne  reste  plus  qu'à  mener  les  plans 
parallèles  au  plan  P  par  les  points  (m,  m')  et  (ri,n').  Dans  l'épure, 
on  a  déterminé  celui  de  ces  plans  qui  passe  par  (wi,  m!)  au  moyen 
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d'une  horizontale  (m6,  w!b')  et  d'une  ligne  de  front  {mcy  m'c')  ;  on 
déterminerait  d'une  manière  analogue  celui  qui  passe  par  (n,  n'). 
Le  problème  admet,  d'après  cela,  deux  solutions. 


318.  Problème.  —  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  qui  passent 
par  un  point  donné  non  situé  sur  la  sphère. 

Soient  (o,  o')  le  centre  de  la  sphère  représentée  par  ses  contours 
apparents  et  {s,  sf)  le  point  donné.  Il  y  a  une  infinité  de  plans  tan- 
gents à  la  sphère  passant  par  le  point  (*,  s')  ;  tous  ces  plans  envelop- 
pent le  cône  circonscrit  à  la  sphère  par  ce  point. 

On  peut  se  proposer  de  construire  la  courbe  de  contact  de  la  sphère 
et  du  cône  circonscrit  ;  de  cette  manière  on  a  les  points  de  contact  de 
tous  les  plans  tangents  passant  par  (*,  s').  D'ailleurs,  la  courbe  de 
contact  est  une  courbe  plane  dont  le  plan  n'est  autre  que  le  plan 

polaire  du  point  (*,  s')  par  rapport  à  la 
sphère.  La  détermination  de  la  courbe  de 
contact  se  ramène  donc  à  la  construction 
de  la  section  faite  dans  la  sphère  par  un 
plan,  le  plan  polaire  du  point  (5,  s').   Ce 
problème     sera     résolu     ultérieurement 
(Livre  III,  chap.  III),  mais  il  faut  néan- 
moins, pour  le  résoudre,  pouvoir  déter- 
miner le  plan  polaire  du   point    («,  5'). 
Pour  cela,  on  observe  que  le  cône  de  som- 
met (5,  sf),  circonscrit  à  la  sphère,  a  ses 
contours  apparents  sur  les  deux  plans  de 
projection   tangents   aux   contours    appa- 
rents de  même  nom  de  la  sphère  (302).  On 
déduit  facilement  de  là  les  contours  appa-^ 
rents  *a,  «6,  s'c'^  sfd!  du  cône.  Mais  si  Ton 
considère  les  points  de  la  sphère  qui  sont 
projetés  horizontalement  en  a  et  en  6,  ces 
points  sont  à   l'intersection   du    contour 
apparent  horizontal  de  la  sphère  et  de  la  courbe  de  contact  du  cône 
circonscrit  par  le  point  (*,  s')  ;   ils  sont  donc  projetés  verticalement 
en  a'  et  en  l/;  par  suite,  la  droite  [ab^alb')  est  une  horizontale  du 
plan  polaire  du  point  (*,  5').  On  voit  de  même  que  (crf,  dd')  est  une 
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ligne  de  front  du  même  plan,  qui  se  trouve  par  suite  ainsi  complète- 
ment déterminé. 

Il  est  bon,  du  reste,  d'observer  que  ab  est  la  polaire  du  point  s  par 
rapport  au  contour  apparent  de  la  sphère  sur  le  plan  horizontal,  et 
que  dd'  est,  de  même,  la  polaire  du  point  sf  par  rapport  au  contour 
apparent  de  la  sphère  sur  le  plan  vertical.  Cette  remarque  permet  de 
construire  le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  par  rapport  à  la 
sphère,  alors  même  que  ce  plan  polaire  ne  couperait  pas  la  sphère. 

Ajoutons  que,  dans  la  ponctuation  de  l'épure  ci-contre,  on  a  sup- 
posé les  deux  corps  solides  et  le  cône  limité,  d'une  part  au  sommet, 
d'autre  part  au  plan  de  la  courbe  de  contact. 

Rappelons  enfin,  et  cela  est  visible  sur  la  figure,  que  le  plan  polaire 
d'un  point  («,  *')  est  perpendiculaire  à  la  ligne  {os^  o's'). 

319.  Problème.  —  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  parallèles  à 

une  direction  donnée. 

Soient  (o,  o')  le  centre  de  la 
sphère  et  (od,  o'd')  la  direction 
donnée.  Il  y  a  une  infinité  de 
plans  tangents  à  la  sphère  pa- 
rallèles à  cette  direction  ;  tous 
ces  plans  enveloppent  le  cy- 
lindre circonscrit  à  la  sphère 
parallèlement  à  la  direction 
considérée. 

On  peut  se  proposer  de 
construire  la  courbe  de  con- 
tact des  deux  surfaces,  ce  qui 
permet  d'obtenir  les  points  de 
contact  de  tous  les  plans  tan- 
gents parallèles  à  {od,  o'd'). 
D'ailleurs,  la  courbe  de  contact 
est  plane,  et  son  plan  n'est 
autre  que  le  plan  perpendicu- 
laire à  (od,  o'd')  mené  par  le 
centre  de  la  sphère.  On  déter- 
mine alors  facilement  une 
horizontale  [ah,  a'b')  et  une  ligne  de  front  (crf,  c'd')  de  ce  plan,  ce 
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qui  fournit  en  même  temps  les  points  de  la  courbe  de  contact  situés 
sur  les  contours  apparents  de  la  sphère. 

Il  est  aisé,  après  cela,  de  construire  la  projection  horizontale  et  la 
projection  verticale  de  la  courbe  de  contact.  Comme  cette  courbe  est 
un  grand  cercle  de  la  sphère,  ses  projections  sont  des  ellipses  dont  les 
grands  axes  sont  égaux  au  diamètre  de  la  sphère.  Le  grand  axe  de  la 
projection  horizontale  est  donc  ab  et  celui  de  la  projection  verticale 
est  c'd'.  Pour  avoir  le  petit  axe  de  la  projection  horizontale,  imagi- 
nons que  la  courbe  de  contact  ait  été  rabattue  autour  de  (a^,  a'b')  sur 
le  plan  horizontal  mené  par  le  centre  de  la  sphère.  La  courbe  de  con- 
tact se  rabat  suivant  le  cercle  de  contour  apparent  de  la  sphère  sur  le 
plan  horizontal,  un  sommet  situé  sur  le  petit  axe  se  rabat  en  e^  et  le 
point  (c,  c')  se  rabat  en  c,.  Si  donc  on  joint  les  points  Cj  et  e,,  puis 
qu'on  relève  la  droite  rabattue  en  Ciod^i,  on  obtient  en  e  l'un  des 
sommets  situés  sur  le  petit  axe  de  la  projection  horizontale.  On  en 
déduit  l'autre  sommet  par  symétrie,  et  Ton  détermine  d'une  manière 
analogue  les  sommets  situés  sur  le  petit  axe  de  la  projection  verti- 
cale. 

Pour  l'aire  la  ponctuation,  on  a  supposé  la  sphère  solide,  le  cylindre 
circonscrit  transparent,  et  on  a  tracé  en  traits  pleins  les  contours  appa- 
rents de  ce  cylindre. 

320.  Problème.—  Mener  à  une  sphère  les  flans  tangents  passant  par 
une  droite. 

En  général,  pour  mener,  par  une  droite  A,  les  plans  tangents  à  une 
surface  S,  on  circonscrit  à  la  surface  S  un  cône  ayant  pour  sommet 
un  point  de  a,  puis  on  mène  par  A  les  plans  tangents  à  ce  cône.  On 
conçoit,  d'après  cela,  que  la  simplicité  de  la  solution  au  point  de  vue 
graphique  doive  dépendre  du  choix  du  sommet  du  cône  ainsi  que  du 
choix  du  Iplan  de  base  de  ce  cône.  De  là,  pour  le  cas  oii  la  surface  S 
est  une  sphère,  diverses  méthodes  que  nous  cillons  indiquer. 

Première  méthode.  —  Elle  consiste  à  prendre  comme  sommet  du 
cône  soit  le  point  de  rencontre  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal 
mené  par  le  centre  de  la  sphère,  soit  le  point  de  rencontre  de  cette 
même  droite  avec  le  plan  de  front  mené  également  par  le  centre  de 
la  sphère.  Comme  plan  de  base  du  cône,  on  prend  le  plan  de  la  courbe 
de  contact  avec  la  sphère. 
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Soient  donc  (o,  o')  le  centre  de  la  sphère,   o  et  8'  les  projections 

de  la  droite.  Prenons,  par  exem- 
ple, comme  sommet  du  cône  le 
point  de  rencontre  (a,  a')  de  la 
droite  avec  le  plan  horizontal 
mené  par  (o,  o').  Le  plan  de  la 
courbe  de  contact  étant  alors  per- 
pendiculaire au  rayon  horizontal 
(oa,  o'a')^  est  vertical  ;  de  sorte 
que  si  ab  et  ac  sont  les  tangentes 
menées  du  point  a  à  la  circonfé- 
rence 0,  la  trace  horizontale  de 
ce  plan  est  bc.  Il  en  résulte  que 
le  point  de  rencontre  de  (S,  §') 
avec  la  base  du  cône  est  projeté 
en  e  et  en  e'. 

Pour  mener   de  ce  point  les 
tangentes  à  la  base  du  cône,  ra- 
battons cette  base  sur  le  plan  ho- 
rizontal qui  passe  par  le  centre  de 
la  sphère,  en  faisant  tourner  au- 
tour de  (6c,  b'c').  Le  rabattement 
de  la  base  du  cône  est  la  circon- 
férence décrite    sur    bc    comme 
diamètre.  Celui  du  point  [e^  é) 
étant  ei,  les  tangentes  à  la  base 
menées  par  (e,  e')  sont  rabattues  en  eiwii  et  en  ei/ii.  Il  en  résulte 
que  les  points  (m,  m')  et  (n,  n')  sont  les  points  de  contact  des  plans 
tangents  cherchés,  qui  sont  par  suite  déterminés  par  ces  points  et  par 
la  droite  donnée. 

Pour  (|ue  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  (jue  le  point  ei 
soit  extérieur  à  la  circonférence  bc. 


méthode.  —  Elle  consiste  à  prendre  comme  sommet  du 
cône  le  point  à  Tinfini  sur  la  droite.  Le  cône  circonscrit  devient  ainsi 
un  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  la  droite,  et  Ton  prend,  comme 
base  de  ce  cylindre,  le  plan  de  la  courbe  de  contact  avec  la  sphère, 
c'est-à-dire  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  mené  par  le  centre  de  la 
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sphère.  En  conservant  les  mêmes  notations  que  plus  haut,  le  plan 

de  base  est  déterminé  par  une 
horizontale  {oh^  o'h!)  et  par  une 
ligne  de  front  (o/*,  o/')-  ï^  ^st 
coupé  par  la  droite  (3,  §')  au 
point  (<T,  ff'),  et,  pour  mener 
de  ce  point  les  tangentes  à  la 
base,  on  a  rabattu  autour  de 
(oA,  o'A')  sur  le  plan  horizontal 
passant  par  cette  droite.  La 
base  est  rabattue  suivant  la 
circonférence  o,  et  le  rabat- 
tement du  point  («i,  d'),  obtenu 
d'après  la  règle  du  triangle 
rectangle,  est  le  point  œj.  Les 
tangentes  à  la  base  sont  donc 
rabattues  suivant  les  tangentes 
(Timi  et  (ritii  menées  du  point 
ffi  à  la  circonférence  o,  de 
sorte  que  les  points  wii  et  ni 
sont  les  rabattements  des  points 
de  contact  des  plans  tangents 
demandés.  En  relevant  ces 
points,  on  obtient  en  (m,  m') 
et  en  (n,  n')  les  points  de  contact  de  ces  plans  tangents,  dont  chacun 
est  ainsi  déterminé  par  son  point  de  contact  et  par  la  droite  (8,  8'). 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  «n 
soit  extérieur  à  la  circonférence  o.  Suivant  la  position  du  point  di  par 
rapport  à  cette  circonférence,  on  aura  0,  1  ou  2  solutions. 

Troisiôme  méthode.  —  Elle  ne  diffère  des  précédentes  que  par  le 
choix  de  la  base  du  cône  circonscrit.  Ce  choix  résulte  des  deux  propo- 
sitions suivantes,  qu'on  démontre  dans  tous  les  cours  de  géométrie 
analytique  : 

1^  Lorsque  deux  quadriques  ont  les  mêmes  plans  tangents  en  deux  de 
leurs  points  communs,  elles  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes  qui 
sont  nécessairement  des  coniques  ; 
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2°  Lorsque  deux  quadriques  sont  circonscrites  à  une  même  troisième, 

^**^*  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes.  Les  plans  de  ces  deux 

lourdes   passent^  d'ailleurs^  par  la  droite  d'intersection  des  plans  des 

^^*  covrbes  de  contact  et  forment  avec  ceux-ci  un  faisceau  harmo- 

^a.priis  cela,  prenons  comme  sommet  du  cône  circonscrit  le  point 

de  rencontre  (<i,  o')  de  la  droite 
(S,  S')  avec  le  plan  de  front  mené 
par  le  centre  de  la  sphère.  Le  plan 
de  la  courbe  de  contact  de  la 
sphère  avec  ce  cône  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  de  front 
(«ïo,  fs'o')  et  est,  par  suite,  perpen- 
diculaire au  plan  vertical  ;  sa 
trace  verticale  est  donc  a'b'. 

Considérons,   d'autre    part,  le 
cvlindre  vertical  circonscrit  à  la 
sphère,  c'est-à-dire  le  cylindre  qui 
a  pour  base  le  cercle  o  de  con- 
tour apparent  sur  le  plan  horizon- 
tal. Ce  cvlindre  et  le  cône  étant 
circonscrits  à  la  sphère  se  cou- 
pent suivant  deux  courbes  planes. 
Les  plans  de  ces  deux  courbes 
passentparTintersection  des  plans 
des  deux  courbes  de  contact  ; 
mais  ceux-ci  sont  des  plans  de 
bout  ayant  pour  traces  verticales 
respectives  a'b'  et  c'd'  ;  leur  in- 
tersection est  donc  la  ligne  de 
bout  projetée  verticalement  en  w'  ;  de  sorte  que  les  plans  des  deux 
courbes  communes  au  cône  et  au  cylindre  circonscrits  passent  par 
cette  ligne  de  bout  et  sont  eux-mêmes  de  bout.  Or,  les  points  e'  et  f 
qui  se  trouvent  à  l'intersection  des  génératrices  de  contour  apparent 
du  cône  et  du  cylindre  sur  le  plan  vertical,  sont  évidemment  les  pro- 
jections verticales  de  deux  points  de  Tune  des  courbes  communes.  Le 
plan  de  cette  courbe  est  donc  le  plan  de  bout  dont  la  trace  verticale 

est  c'a)/'. 
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Ce  plan  coupe  le  cône  et  le  cylindre  suivant  une  ellipse  projetée 
horizontalement  sur  la  circonférence  o,  et  c'est  celte  ellipse  que  Ton 
prend  comme  base  du  cône.  Soit  alors  (j,  gf)  le  point  de  rencontre  de 
(3,  o')  avec  la  base  du  cône  ainsi  choisie.  Les  tangentes  à  cette  base 
menées  par  {g^  g')  sont  projetées  horizontalement  en  gh  et  gk,  verti- 
calement en  g'h'  et  en  g'k!.  Chacune  de  ces  droites  associée  à  (8,  S') 
définit  Tun  des  plans  tangents  cherchés. 

Pour  avoir  les  points  de  contact  de  ces  plans  avec  la  sphère,  on 
remarque  qu'ils  sont  aussi  tangents  au  cône  suivant  les  génératrices 
respectives  (dA,  a^A')  et  («A,  o'kf).  Ces  génératrices  rencontrent  la 
courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère  aux  points  projetés  vertica- 
lement en  m'  et  en^n'  ;  on  en  conclut  que  les  points  (m,  m')  et  (n.  n') 
sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  (S,  8'). 

Le  problème  admet  0,  1  ou  2  solutions  suivant  que  le  point  g  est 
intérieur  à  la  circonférence  o,  sur  cette  circonférence  ou  extérieur  à 
cette  ligne. 


55  II.  —  Plans  tangents  communs  à  deux  ou  à  trois  sphères. 

321 .  Problème.  —  Mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  sphères. 

On  démontre,  en  géométrie  élémentaire,  que  tout  plan  tangent  com- 
mun à  deux  sphères  passe  par  l'un  des  centres  de  similitude  et  que, 
réciproquement,  tout  plan  tangent  à  Tune  des  sphères,  passant  par  l'un 
des  centres  de  similitude,  est  tangent  à  l'autre  sphère.  Comme  par  un 
point  donné  on  peut  mener  une  infinité  de  plans  tangents  à  une  sphère, 
on  voit  que  le  problème  proposé  est  indéterminé. 

Pour  le  déterminer,  on  peut  assujettir  le  plan  tangent  commun  à 
une  autre  condition;  de  là  les  deux  problèmes  suivants. 

322.  Problème.  —  Mener  par  un  point  donné  un  plan  tangent  com- 
mun à  deux  sphères. 

Appelons  A  le  point  donné,  G  et  Ci  les  centres  de  similitude  des 
deux  sphères.  En  vertu  de  ce  que  Ton  a  dit  plus  haut  (321),  les  plans 
tangents  cherchés  doivent  passer  soit  par  le  point  C,  soit  par  le 
point  Ci.  Comme  ils  doivent  aussi  passer  par  le  point  A,  ils  doivent 
contenir,  soit  la  droite  AC,  soit  la  droite  ACj.  D'aileurs,  tout  plan 
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tangent  à  Tune  des  sphères,  mené  par  cette  droite,  est  aussi  tangent  à 
l'autre  sphère,  puisqu'il  passe  par  un  de  leurs  centres  de  similitude  ; 
donc  le  problème  est  ramené  au  suivant,  déjà  résolu  :  mener  par  une 
droite  (AC  ou  ACi)  les  plans  tangents  à  une  des  sphères. 

Par  chacune  des  droites  AG  ou  ACi  on  peut  mener  jusqu'à  deux 
plans  tangents  à  Tune  des  sphères  ;  donc  le  problème  proposé  peut 
admettre  jusqu'à  4  solutions. 

323.  Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  le  centre  de  similitude  directe 
des  deux  sphères  ne  soit  pas  dans  les  limites  du  dessin.  Le  problème 
Présente  alors  une  difficulté  provenant  de  ce  qu'il  est  impossible  de 
joindre  ce  centre  de  similitude  au  point  A.  On  évite  cette  difficulté  au 
'ûoyen  de  la  remarque  suivante  :  Si  l'on  imagine  le  cône  de  sommet  A 
^^'^conscrit  à  l'une  des  sphères,  tout  plan  tangent  commun  aux  deux 
sphères  est  tangent  à  ce  cône  ;  il  est  donc  tangent  à  une  sphère  quel- 
conque inscrite  dans  ce  cône.  Dès  lors,  on  peut  remplacer  la  sphère  à 
laquelle  le  cône  est  circonscrit,  par  une  autre  sphère  inscrite  dans  ce 
cône  et  choisie  de  telle  sorte  que  l'on  puisse  tracer  la  ligne  qui  joint  le 
P^iiït   A  au  nouveau  centre  de  similitude  directe  des  deux  sphères. 
^  potirra,  par  exemple,  s'arranger  de  manière  que  les  deux  sphères 
auxquelles  on  va  mener  finalement  les  plans  tangents  communs  soient 
^les  ;  car  de  cette  manière  la  ligne  droite  qui  va  du  point  A  au 
centre  de  similitude  directe  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres  des 
deux  sphères. 

■'*^'4 .  Problème.  —  Mener  à  deux  sphères  un  plan  tangent  commun 
P^^^^^^de  à  une  direction  donnée. 

^^     problème  est  identique  au  précédent  quand  le  point  A  s'éloigne 

*^    ^^ixiiment  dans  la  direction  donnée.  On  mènera  donc  les  parallèles 

^  ^^^te  direction  par  les  deux  centres  de  similitude,  et,  par  chacune  de 

^     ^ï^oites,  on  mènera  les  plans  tangents  à  l'une  des  sphères  :  ce  seront 

^^  "Ç^ans  tangents  demandés. 

Q>iand  le  centre  de  similitude  directe  des  deux  sphères  n'est  pas 
^ans  les  limites  du  dessin,  on  remplace  les  deux  sphères  par  les  cylin- 
dres circonscrits  parallèlement  à  la  direction  donnée,  et  l'on  mène  les 
plans  tangents  communs  à  ces  deux  cylindres.  Pour  cela,  on  coupe  les 
deux  cylindres,  qui  sont  de  révolution,  par  un  plan  perpendiculaire 
à  la  direction  donnée  et  l'on  mène  les  tangentes  communes  aux  deux 
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cercles  de  section.  Chacune  de  ces  tangentes  et  la  direction  donnée 
définissent  un  plan  tangent  cherché. 

325.  Problème. —  Mener  les  plans  tangents  communs  à  trois  sphères. 

On  démontre,  en  géométrie  élémentaire,  que  tout  plan  tangent  com- 
mun à  trois  sphères  passe  par  l'un  des  axes  de  similitude  et  que,  réci- 
proquement, si  Ton  mène  les  plans  tangents  à  l'une  des  sphères  par 
l'un  des  axes  de  similitude,  ces  plans  sont  tangents  aux  deux  autres 
sphères.  Il  suffit  donc,  pour  résoudre  le  problème  proposé,  de  mener 
les  plans  tangents  à  l'une  des  sphères  successivement  par  chacun  des 
axes  de  similitude.  Comme  il  y  a  4  axes  de  similitude,  il  peut  y  avoir 
jusqu'à  8  solutions,  deux  pour  chaque  axe. 

326.  Application.  — Mener  les  plans  tangents  communs  à  deux  cônes 
de  révolution  de  même  sommet. 

Pour  mener  les  plans  tangents  communs  à  deux  cônes  de  révolution 
de  même  sommet,  on  inscrit  une  sphère  dans  chacun  des  cônes,  et 
par  le  somm^et  des  deux  cônes  on  mène  les  plans  tangents  communs 
à  ces  deux  sphères. 

Il  y  a  avantage  à  inscrire  dans  les  deux  cônes  deux  sphères  égales, 
parce  qu'alors  la  ligne  qui  joint  le  sommet  commun  au  centre  de  simi- 
litude directe  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres. 

Comme  on  le  voit,  la  seule 

"^\5>-^^  difficulté  du  problème  réside 

^/    I  \^  actuellement  dans  la  détermi- 

/^<^         î       ^^'  nation    des   sphères  inscrites 

yf^— — r T i    r\ —         respectivement  dans  les  deux 

cônes. 

Pour  montrer,   encore  une 
fois,  comment  on  peut  résoudre 
ce  dernier  problème,  suppo- 
sons les  deux  cônes  définis  par 
N<^  \  y^/      (       I  j%^^  leurs  axes  et  par  leurs  demi- 

\^  /     J^'^^^    ]       ^        angles     au    sommet.    Soient 
Sj^^-,^-c><l._^  -^  {sa^  «'a')  et  (s6,  ^V)  les  deux 

^  ^  axes.    Si    l'on    imagine    une 

sphère  inscrite  dans  le  premier  cône  et  une  sphère  inscrite  dans  le 
deuxième,  le  plan  des  axes  coupe  ces  deux  sphères  suivant  deux 


\ 
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grands  cercles  respectivement  tangents  aux  génératrices  déterminées 
parle  même  plan  dans  les  deux  cônes.  Les  deux  sphères  sont  déter- 
minées en  même  temps  que  ces  deux  grands  cercles. 

Pour  déterminer  ces  deux  grands  cercles,  rabattons  le  plan  des  axes 
sur  un  plan  horizontal,  par  exemple.  En  rabattant  sur  le  plan  horizon- 
tal qui  passe  par  (a6,  cdb')^  le  sommet  se  rabat  en  Si  et  les  axes  se 
rabattent  en  Sia  et  en  Sié.  Une  des  génératrices  déterminées  par  le 
plan  des  axes  dans  le  premier  cône  se  rabat  donc  suivant  une  droite 
Si^i  menée  par  Si  et  faisant  avec  Sia  un  angle  égal  au  demi-angle  au 
sommet  du  premier  cône  ;  par  suite,  le  grand  cercle  déterminé  par  le 
même  plan  dans  la  sphère  inscrite  au  premier  cône  se  rabat  suivant 
une  circonférence  ayant  son  contre  sur  Sia  et  tangente  à   Sj^i.  Soit 
OiCi  cette  circonférence,  .dont  on  peut  prendre  le  centre  arbitrairement 
sur  Sifl.  En  relevant  le  point  Oi  en  (o,  o'),  on  a  le  centre  d'une  sphère 
inscrite  dans  le  premier  cône  ;  le  rayon  de  cette  sphère  est  d'ailleurs 
^I  à  Oi^i.  On  détermine  de  même  une  sphère  inscrite  dans  le  deuxième 
cône,  et,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à 
<^^ioisir  ces  deux  sphères  de  manière  qu'elles  aient  des  rayons  égaux, 

^^^  cela  revient  à  inscrire  deux  circonférences  égales  dans  deux  angles 

"'^ntiés. 

*)27.  Application  ù  la  construction  d'un  trièdre  dont  ou 'donne  les 
trois  dièdres.  —  Résolvons  d'abord  le  problème  suivant  : 

Etant  donnés  deux  plans  P,   Q  et  un  point  0,  mener  par  le  point  0 
un  plan  faisant  rangle  V  avec  le  plan  P  et  l'angle  Y  avec  le  plan  Q. 

Soient  OA  et  OB  les  perpendiculaires 

/q\  respectives  menées  du  point  0  sur  les 

/     \  0  plans  P  et  Q.  Le  plan  cherché  faisant 

l'angle  V  avec  le  plan   P  fait  l'angle 

\  -  —  V    avec  la  droite  OA  ;  il  est  donc 

,    /     '\ — p7      ^ 

\       /    /•••••A       /         tangent  à  un  cône  de  révolution  autour 
\     /      ^^..A^'     /  de  OA  et  dont  le  demi-angle  au  sommet 

\    /  /  «JÇ 

^ /  est  "3  —  V.    On  voit  de  même  qu'il  est 

M 

langent  au  cône  de  révolution  autour  de  OB  dont  le  demi-angle  au 
sommet  est    -^  —  V.    Les  plans  tangents  cherchés  sont  donc  les  plans 
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tangents  communs  à  ces  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet 
et,  par  suite,  les  plans  tangents  communs,  menés  par  le  point  0,  à 
deux  sphères  inscrites  respectivement  dans  les  deux  cônes.  Le  pro- 
blème est  ainsi  ramené  à  un  autre  déjà  résolu  (322).  Nous  allons  don- 
ner le  détail  des  constructions  et  la  discussion. 

Pour  cela,  nous  appellerons,  comme  d'habitude.  A,  B,  C  les  trois 
dièdres  et  nous  examinerons  deux  cas,  suivant  que  le  nombre  des 
dièdres  obtus  est  pair  ou  impair. 

1®  Supposons  d'abord  que  le  nombre  des  dièdres  obtus  soit  pair 
(0  ou  2).  Il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  le  supposer  égal  à  0.  En  effet, 
si  SABG  est  un  trièdre  dont  les  dièdres  B  et  G  sont  obtus,  le  trièdrc 
SA'BC,  obtenu  en  prolongeant  l'arête  SA  au-delà  du  sommet,  a  ses 
trois  dièdres  aigus.  D'ailleurs,  le  trièdre  SA'BC  étant  coDsti*uit,  on  a 
construit  par  cela  même  le  trièdre  SABG. 

Supposons  donc  les  trois  dièdres  aigus  et  prenons  comme  plan  hori- 
zontal le  plan  de  la  face  c,  comme  plan  vertical  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'arête  SA.  De  cette  façon  le  plan  des  deux  arêtes  SA,  SG  est 
représenté  par  ses  traces  en  PaQ',  de  telle  sorte  que  Tangle  Çyay  est 
égal  au  rectiligne  du  dièdre  A.  Il  faut  maintenant  mener  un  plan  fai- 
sant les  angles  respectifs  B  et  G  avec  le  plan  horizontal  et  avec  le 
plan  PaQ'.  Gomme  on  peut  faire  passer  ce  plan  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  nous  l'assujettirons  à  passer  par  le  point  (c,  c')  pris 
sur  aQ'.  Menons  donc  la  droite  ce'  perpendiculaire  à  xy  et  c'co  perpen- 
diculaire à  «Q',  puis  considérons  les  deux  cônes  de  révolution  ayant 
pour  axes  respectifs  ces  deux  droites  et  pour  demi-angles  aux  sommets 

TZ  ^ 

-r  —  B  et  -r  -^  G.  Inscrivons  enlin  dans  ces  cônes  deux  sphères 
2  2  * 

dont  les  centres  respectifs  sont  les  points  de  rencontre  des  axes  avec  la 
ligne  de  terre  :  la  première  sphère  a  pour  rayon  cd  et  le  rayon  de  la 
deuxième  est  égal  à  cuc. 

Il  s'agit  maintenant  de  mener  par  le  point  (c,  c')  un  plan  tangent 
commun  à  ces  deux  sphères.  Pour  cela,  prenons  les  centres  de  simili- 
tude (^.  d)  et  (tji,  ff,')  des  deux  sphères,  et  menons  par  Tune  des 
droites  (cj,  c'a')  ou  (ca,,  cVi)  les  plans  tangents  à  l'une  quelconquedes 
deux  sphères  ou,  mieux  encore,  les  plans  tangents  au  cône  à  axe  ver- 
tical. Nous  obtenons  ainsi  quatre  plans  tangents,  d'où  il  semble  résul- 
ter (jue  le  problème  admet  quatre  solutions.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il 
n'en  admet  qu'une. 
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Menons,  en  effet,  des  points  <t  et  a^  les  tangentes  à  la  base  du  cône  à 

*xe  vertical  et  observons  d'abord  qu'il  suffit  de  tracer  deux  de  ces 

^ïïgentes,  os  et  (Ti*i,  les  trièdres  obtenus  au  moyen  des  deux  autres 

^^lU  symétriques  de  ceux  qu'on  obtient  au  moyen  des  deux  premières. 

^  '3  première  de  ces  tangentes  correspond  un  plan  sic'  qui  coupe  le 

P'^n  PatQ'  suivant  {sc^  sV)  ;   de  même,  à  la  deuxième  de  ces  tangentes 

^^^espond  un  plan  Si^iC'  qui  coupe  le  plan  PaQ'  suivant  [s^c,  sic')  ;  de 


sorte  que  le  sommet  du  trièdre  cherché  est,  soit  le  point  («,  «'),  soit  le 
point  («,,  s[).  Si  on  prend  le  point  (5,  s')  comme  sommet,  il  est  permis  de 
prendre  la  demi-droite  (*c,  s'c')  comme  arête.  Alors  les  deux  autres 
arêtes  doivent  être  sa  et  sb  et  non  leurs  prolongements  respectifs  ;  car 
les  trois  dièdres  étant  aigus,  chaque  arête  se  projette  sur  le  plan  de  la 
face  opposée  à  l'intérieur  de  l'angle  formé  par  les  deux  autres  arêtes  ; 
et  se  devant  être  située  dans  l'angle  formé  par  les  deux  autres  arêtes, 
celles-ci  sont  nécessairement  sa  et  sb.  D'ailleurs,  la  projection  de  sb  sur 
le  plan  de  la  face  ASC  est  située  à  l'intérieur  de  l'angle  formé  par  les 
arêtes  SA  et  SC,  puisque  la  projection  du  point  (7,  a^)  est  nécessaire- 
ment située  entre  s'  et  c\ 
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Si,  au  contraire,  on  prend  le  point  \Si^s[)  comme  sommet  du  trièdre, 
il  est  permis  de  prendre  la  demi-droite  (*ic,  s'^d)  comme  arête,  de 
sorte  que  les  deux  autres  arêtes  sont  nécessairement  Stbi  et  «lai, 
puisque  leur  angle  doit  comprendre  la  demi-droite  «iC  Mais  le  trièdre 
dont  les  arêtes  sontsia^,  Sibi  et  {sic^s\c')  ne  répond  pas  à  la  ques- 
tion ;  car  la  projection  de  (<ti,  <ri)  sur  aQ"  ne  tombant  pas  entre  s'i  et  c', 
la  projection  de  l'arête  SB  sur  le  plan  de  la  face  ASC  ne  tombe  pas 
dans  l'angle  formé  par  les  arêtes  SA  et  SC. 

Le  raisonnement  suppose  que  le  point  ci  n'est  pas  situé  entre  a  et  c. 
Dans  ce  dernier  cas,  comme  les  tangentes  menées  du  point  aj  à  la  base 
du  cône  dont  l'axe  est  vertical  sont  symétriques  par  rapport  à  xy,  il  y 
en  a  une  qui  rencontre  Pa  au-dessous  de  la  ligne  de  terre.  En  appelant 
Si  ce  point  de  rencontre,  on  peut  prendre  le  point  Si  pour  sommet  du 
trièdre  dont  une  arête  sera  toujours  {sic,s[c').  Le  simple  examen  des 
constructions  montre  alors  que  la  projection  de  l'arête  SB  sur  le  plan 
de  la  face  ASC  ne  tombe  pas  dans  l'angle  formé  par  les  deux  arêtes 
SA  et  se. 

Donc,  en  résumé,  quand  le  problème  est  possible,  dans  le  cas  où  les 
trois  dièdres  sont  aigus,  il  admet  une  seule  solution,  qui  est  obtenue  au 
moyen  du  centre  de  similitude  interne  des  deux  sphères  inscrites. 

Il  reste  à  trouver  les  conditions  de  possibilité  du  problème.  D'après 
la  discussion  qui  vient  d'être  faite,  ces  conditions  s'obtiendront  en 
exprimant  que  le  point  <i  est  extérieur  à  la  base  du  cône  à  axe  vertical, 
c'est-à-dire  que  <xc  est  supérieur  au  rayon  de  cette  base.  Ce  rayon,  que 
nous  appellerons  r,  est  égal  à  cd  cotg  B.  D'autre  part  ac  est  déterminé 
par  la  proportion 


ac          cd 

9(i>          (s)e 

qui  peut  s'écrire 

ffC             ffti)                  Ctù 

cd         we        cd  4-  wc 

et  qui  donne 

tJC  =  — i • 

crf-i-tue 


Or,  on  a  évidemment 


cd  =  cd  cos  B,  cw  =  cd  tg  A,  we  =  wV  cos  C  = 


cd  cos  G 
cos  A 
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11  en  résulte 

— ;2    sin  A  cos  B 

COS  A  ,         sm  A  cos  B 

<xc  = -r-  =  ce 


,  _       cos  L\ 

cc'[  cosBh 7  ) 

\  cos  A/ 


cos  G\  cos  G  H-  cos  A  cos  B 


et  la  condition  de  possibilité  du  problème  s'écrit 

sin  A  cos  B        ^    cd  cos  B 

ce 1 =r  > 


COS  G  -t-  cos  A  cos  B         sin  B 

Les  angles  étant  aigus,  toutes  les  lignes  trigonométriques  qui  figurent 
dans  cette  inégalité  sont  positives,  et,  en  chassant  les  dénominateurs, 
l'inégalité  est  équivalente  à 

cos  G  +  cos  A  cos  B  <  sin  A  sin  B 
ou  à 

cos  G  4-  cos  (A  -H  B)  <  0. 

Celle-ci,  à  son  tour,  est  équivalente  à 

cos  G  <  cos  (it  —  A  —  B)  ; 

et  comme  le  premier  membre  est  positif,  que  de  plus  A  et  B  sont 
aigus,  il  faut,  pour  qu'elle  soit  satisfaite,  que  l'on  ait 

Tc  —  (A-f-B)<-^  et  A4-B-hG>ir. 

z 

Les  angles  A,  B,  G  étant  aigus,  la  première  de  ces  deux  inégalités  est 
une  conséquence  de  la  deuxième.  Donc,  dans  ce  cas,  il  y  a  une  seule 
condition  de  possibilité  du  problème,  savoir  : 

A -+- B -+- G  >  it. 

Si  les  deux  dièdres  B  et  G  étaient  obtus,  en  exprimant  qu'on  peut 

construire  le  trièdre  dont  les  angles  sont   A,    it  —  B,    t:  —  G,    on 

aurait 

A-m:  >  B-+-G. 

2^  Supposons  maintenant  que  le  nombre  des  dièdres  obtus  soit 
impair  (1  ou  3).  Si  le  nombre  des  dièdres  obtus  est  3,  on  peut  cons- 
truire le  trièdre  SA'BG,  obtenu  en  prolongeant  l'arête  SA  au-delà  du 
sommet.  Dans  ce  trièdre,  le  dièdre  SA'  seul  est  obtus,  de  sorte  qu'il  est 
permis  de  supposer  qu'un  seul  des  trois  dièdres  est  obtus. 

Supposons  donc  que  le  dièdre  SA  tout  seul  soit  obtus,  et  prenons  : 
comme  plan  horizontal  le  plan  de  la  face  ASB;  comme  plan  vertical 
un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  SA.  Dans  ce  système,  si  Pa((y 

ANTOHABI.   ^   6É01I.    OBSCR.  17 
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est  le  plan  de  la  face  ASC,  le  rectiligne  du  dièdre  est  a?aQ'.  Eo  recom- 
mençant alors  le  raisonnement  fait  dans  le  premier  cas,  on  est  conduit 
à  mener  par  les  points  a  et  ai  les  tangentes  à  la  base  du  cône  dont 
Taxe  est  cc\  Pour  faire  la  discussion,  on  observe  que  si  une  face  d'un 
dièdre  est  adjacente  à  un  dièdre  aigu  et  à  un  dièdre  obtus,  la  projec- 
tion de  la  troisième  arête  sur  le  plan  de  cette  face  n'est  pas  située  dans 


l'angle  des  deux  arêtes  situées  dans  le  plan  de  cette  face.  Par  un  rai- 
sonnement encore  pareil  à  celui  qui  a  été  fait  dans  le  premier  cas,  on 
voit  alors  qu'il  n'y  a  pas  de  solution  correspondant  à  un  plan  passant 
par  le  centre  de  similitude  interne  (or,  <s');  de  sorte  que  si  le  problème 
est  possible,  il  n'admet  qu'une  solution,  qu'on  obtient  au  moyen  du 
centre  de  similitude  externe  des  deux  sphères  inscrites. 
Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  évidemment  et  il  suffit 

que  aic  soit  supérieur  au  rayon  du  cercle  de  base  du  cône  à  axe  vertical 

ce',  c'est-à-dire  qu'on  ait 

<tic  >  ce'  cotg  B. 

Or  on  a  maintenant 


1|C 


cd 


we 


ou 


cd 


(ne 


CU) 


(oe 


cd 
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On  on  déduit 

sin  A  cos  B 

«i|C  =  ce 


cos  G  -h  cos  A  cos  B 
et  la  condition  de  possibilité  du  problème  s'écrit  encore 

sin  A  cos  B  cos  B 


COS  G  4-  cos  A  cos  B       sin  B 
ou  bien,  puisque  cosB  et  sin  B  sont  positifs, 

sin  A  sin  B 
cos  G  H-  cos  A  cos  B 

Gomme  le  numérateur  du  premier  membre  de  cette  inégalité  est  posi- 
tif, le  dénominateur  doit  être  positif  (ce  qui  résulte,  du  reste,  ainsi 
qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer,  de  ce  que  l'on  a  supposé  tacitement  que 
le  rayon  we  est  supérieur  au  rayon  crf),  et  l'inégalité  est  équiva- 
lente à 

cos  G  -H  cos  A  cos  B  <  sin  A  sin  B 

ou  à  cos  (A  -h  B;  <  cos  (t.  —  Gj. 

Mais,  actuellement,  les  angles  A  -h  B  et  r.  —  G  étant  obtus,  cette 
inégalité  no  peut  être  satisfaite  que  si  Ton  a 

ir  —  G  <  A  4-  B  <  2Tr  —  (  ^  ~  G  j  ; 

ce  qui  donne  A  -h  B  H-  G  >  ir 

et  A-hB<7r-hG. 

Rien  n'empêche,  d'ailleurs,  de  supposer  que  G  soit  le  plus  petit  diè- 
dre, de  sorte  que  la  dernière  inégalité  signifie  que  le  plus  petit  dièdre 
augmenté  de  deux  droits  doit  donner  une  somme  supérieure  à  celle 
des  deux  autres  dièdres. 

Si  les  trois  dièdres  étaient  obtus,  on  construirait  le  trièdre  avant 
pour  dièdres    A,     t.  —  B,     n  —  G,     et  les  conditions  de  possibilité 

s'écriraient 

A  4-  TT  >  B  -+-  G,  • 

A4-G<B-f-7r. 

Si  l'on  rapproche  cette  discussion  de  celle  qui  a  été  faite  dans  le 
premier  cas,  et  si  l'on  observe  que  chaque  dièdre  étant  inférieur  à 
2  droits,  leur  somme  est  inférieure  à  6  droits,  on  voit  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  Ion  puisse  construire  un  trièdre  avec 
trois  dièdres  donnés  sont  : 
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1<>  Que  la  somme  des  trois  dièdres  soit  comprise  entre  2  e<  6  droits; 
2"  Que  le  plus  petit  dièdre  augmenté  de  deux  droits  donne  une  somme 
supérieure  à  celle  des  deux  autres  dièdres. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  III 


i.  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  faisant  des  angles  donnés 
avec  deux  droites  données. 

2.  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  faisant  des  angles  donnés 
avec  une  droite  et  avec  un  plan  donnés. 

3.  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  faisant  des  angles  donnés 
avec  deux  plans  donnés. 

4.  Mener  une  droite  rencontrant  une  droite  donnée,  tangente  à  un  cône 
donné  et  située  à  une  distance  donnée  d*un  point  donné. 

6.  Même  problème  en  remplaçant  le  cône  par  un  cylindre. 

6.  Mêmes  problèmes  en  supposant  que  la  droite  cherchée,  au  liea  de 
rencontrer  une  droite  donnée,  soit  parallèle  à  un  plan  donné. 

7.  Mener  par  un  point  donné  les  plans  tangents  à  une  sphère  parallèles 
à  une  direction  donnée. 

8.  Mener  les  tangentes  communes   à  deux    sphères  rencontrant  une 
droite  donnée.  Nombre  de  solutions. 

9.  Mener  un  pian  situé  à  des  distances  données  de  trois  points  donnés. 

10.  Mener  à  une  sphère  les  tangentes  situées  dans  un  plan  donné  et 
rencontrant  une  droite  donnée. 

il.  Etant  donnée  une  sphère  dont  le  centre  se  trouve  dans  le  pre- 
mier dièdre  à  égale  distance  du  plan  horizontal  et  du  plan  vertical 
(o(o  =:  o'b)  =  S'^^'),  et  dont  le  rayon  R  est  égal  à  la  moitié  de  cette  dis- 
tance (R  =  2°'',5),  on  demande  de  construire  les  projections  d*un  tronc 
de  pyramide  triangulaire  ABCÂ'B'C  satisfaisant  aux  conditions  sai> 
vantes  : 
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l^^  Les  plans  de  base  ABC  et  Â'fi'C  sont  tangents  à  la  sphère,  parallèles 
àxyei  font  un  angle  de  45°  avec  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal  ; 

2° Les  arêtes  latérales  AÂ',  BB',  CC  prolongées  passent  parle  point  eu; 
elles  sont  tangentes  à  la  sphère  et  font  entre  elles  des  angles  égaux. 

On  placera  Tarète  AA'  dans  le  plan  de  profil  o'a>o  et  de  manière  à  faire 
avec  le  plan  horizontal  le  plus  grand  angle  possible.  On  indiquera  les  in- 
tersections de  la  sphère  avec  les  faces  du  tronc  de  pyramide. 

(Ecole  navale,  concours  de  1885,) 

12.  Un  tétraèdre  SABC  a  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizontal  : 
aa'  =  8«=",4,     a'b'  =  9«»,9,     ab  =  llc»,2,     bc  =  I4c",4,     ac  =  17*™,!. 

L*arète    SA,    parallèle    au    plan    vertical, 
égale  13<'°',6  et  fait  avec  Tarète  AB  un  angle 
de  62<>. 
On  demande  : 

!<"  De  construire  le  tétraèdre; 
2<>  De  mener  la  droite   DE    perpendiculaire 
commune    aux    deux    arêtes    opposées    SA 
et    BC. 

Du  point  0,  milieu  de  DE,  comme  centre, 
on  décrit  une  sphère  avec  un  rayon  égal  à  2<'™,2.  Mener  à  cette  sphère 
deux  plans  tangents  perpendiculaires  à  Tarête  SC,  et  construire  les  sec- 
tions de  ces  deux  plans  avec  le  tétraèdre . 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  ne  conservera  que  la  partie  du  tétraèdre 
comprise  entre  les  deux  plans. 

{Ecole  de  Saint-Cyr^  concours  de  i887,  2^  épreuve,) 

13.  Une  droite  est  définie  par  deux  points  A  et  B  ;  le  premier  a  pour 
cote  1"",2  et  pour  éloignement  4«",2  ;  le  second  a  pour  cote  o'^^^S  et  pour 
éloignement  2<^°^,4.  La  distance  de  leurs  plans  de  profil  est  égale  à  8""°*. 
On  demande  : 

i^  De  déterminer  les  projections  de  la  perpendiculaire  commune  à  cette 
droite  et  à  xy\ 

2""  De  tracer  les  projections  de  la  sphère  décrite  sur  cette  perpendiculaire 
commune  comme  diamètre  et  de  déterminer  ses  intersections  avec  les 
pians  de  projection; 

3°  De  tracer  les  projections  du  cube  circonscrit  à  cette  sphère  dont  Tune 

des  faces  passe  par  la  droite  donnée  et  dont  Tune  des  arêtes  est  parallèle 

à  celte  droite. 

(Ecole  navale,  concours  de  1888.) 


CHAPITRE  IV 


PLANS  TANGENTS  ET  NORMALES  AUX  SURFACES 

DE  RÉVOLUTION 


§  I.  —  Plan  tangent  en  un  point;  normale. 


328.  Théorème.  —  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  de 
révolution  est  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  qui  passe  par  ce 
point. 

Soient  en  effet  OZ  Taxe  d'une  surface  de  révolution  et  M  un  point 

de  la  surface.  Le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  conte- 
nant toutes  les  tangentes  en  M,  contient  en  particulier 
la  tangente  MA  au  parallèle  de  ce  point.  Or,  si  0  est 
le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  le  plan  du  paral- 
lèle, la  tangente  MA  est  perpendiculaire  au  rayon  OM 
de  ce  parallèle  ;  elle  est  aussi  perpendiculaire  à  l'axe, 
puisque  celui-ci  est  perpendiculaire  au  plan  du  paral- 
lèle; donc  MA  est  perpendiculaire  au  plan  MOZ,  c'est- 
à-dire  au  plan  du  méridien  qui  passe  par  M;  donc  enfin 

le  plan  tangent,  qui  contient  MA,  est  lui-même  perpendiculaire  au 

plan  de  ce  méridien. 

329.  Corollaire  ï.  —  Si  un  point  se  déplace  sur  un  méridien^  le  plan 
tangent  en  ce  point  enveloppe  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  le 
long  de  ce  méridien. 

En  effet,  si  le  point  M  se  déplace  sur  le  méridien  MB,  la  droite  MA 
reste  toujours  perpendiculaire  au  plan  de  ce  méridien  et  engendre  un 
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cylindre  dont  la  section  droite  est  MB.  D^ailleurs  en  tout  point  de  MB 
ce  cylindre  et  la  surface  ont  le  même  plan  tangent. 

330.  Ck>roIlaire  II.  —  Lorsqu'un  méridien  est  parallèle  à  l'un  des 
plans  de  projection,  sa  projection  sur  ce  plan  fait  partie  du  contour 
apparent  de  la  surface  sur  le  même  plan. 

Car  si  le  méridien  MB  est  parallèle  au  plan  horizontal  par  exemple, 
le  cylindre  circonscrit  le  long  de  ce  méridien  et  un  lieu  de  tangentes 
verticales  à  la  surface.  Par  suite  la  trace  horizontale  de  ce  cylindre, 
c'est-à-dire  la  projection  horizontale  de  MB,  fait  partie  du  contour 
apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal. 

331.  Théorème.  —  Si  un  point  décrit  un  parallèle  d'une  surface  de 
^^voluiion^  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point  passe  par  un  point 
fi^^  situé  sur  l'axe  de  révolution. 

Soit  en  effet  MS  la  tangente  en  M  à  la  méridienne 
MB  d'une  surface  de  révolution  autour  de  Taxe  OZ. 
Cette  tangente  et  Taxe  de  révolution  étant  situés  dans 
le  même  plan  se  rencontrent;  soit  S  leur  point  de 
rencontre.  Quand  on  fait  tourner  la  méridienne  MB 
autour  de  Taxe,  le  point  M  décrit  un  parallèle  P  et  le 
point  S  reste  lixe;  d'ailleurs  MS  reste  toujours  tan- 
gente en  M  à  la  méridienne  MB  dans  chacune  de  ses 
positions;  et  comme  le  plan  tangent  en  M  contient  tou- 
jours MS,  il  passe  constamment  par  le  point  lixe,  S. 

^^o"^.  Cùne  circonscrit  le  long  d*un  parallèle.  —  Quand  le  point  M 
^TCOurt  le  parallèle  P,  la  droite  MS  engendre  un  cône  de  révolution 
autour  de  OZ  et  de  sommet  S.  Le  parallèle  P  est  un  parallèle  commun 
à  ce  cône  et  à  la  surface  de  révolution.  De  plus,  en  chaque  point  M  du 
parallèle,  le  cône  et  la  surface  ont  le  même  plan  tangent  ;  car  le  plan 
tangent  en  M  à  chacune  de  ces  surfaces  est  le  plan  mené  par  MS  per- 
pendiculairement au  plan  du  méridien  qui  passe  par  M.  Pour  cette 
i^ison,  le  cône  considéré  s'appelle  le  cône  circonscrit  à  la  surface  le 
long  du  parallèle  P.  A  chaque  parallèle  de  la  surface  correspond  ainsi 
un  cône  circonscrit  qui  dégénère,  bien  entendu,  en  un  cylindre  cir- 
conscrit si  le  point  S  est  à  Tintini  dans  la  direction  de  Taxe,  et  en  un 
plan  si  MS  est  perpendiculaire  à  Taxe. 
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333.  Cône  asymptote.  —  Si  la  surface  de  révolution  est  d'une  nature 
telle  que  le  parallèle  P  puisse  s'éloigner  indéfiniment,  le  cône  circons- 
crit le  long  de  ce  parallèle  prend  le  nom  de  cône  asymptote. 

Il  ne  peut  évidemment  exister  de  cône  asymptote  que  si  la  méri- 
dienne MB  a  un  point  à  Tinfini,  c'est-à-dire  est  à  branches  infinies. 
D'ailleurs,  si  le  point  H  est  à  l'infini  sur  la  méridienne  MB,  la  tan- 
gente MS  à  cette  méridienne  devient  la  tangente  en  un  point  à  l'infini, 
c'est-à-dire  une  asymptote,  et  le  cône  asymptote  est  engendré  par  la 
révolution  de  cette  droite  autour  de  l'axe  ;  de  sorte  que  si  le  point  M 
est  à  l'infini  sur  une  branche  parabolique  de  la  méridienne,  il  n'y  a 
pas  de  cône  asymptote.  Enfin,  il  y  a  autant  de  cônes  asymptotes  pro- 
prement dits  ou  dégénérés  que  d'asymptotes  de  la  méridienne.. 

334.  Théorème.  —  5t  un  point  décrit  un  parallèle  <Fune  surface  de 
révolution^  la  normale  en  ce  point  passe  par  un  point  fixe  situé  sur 
taxe. 

En  efiet,  le  plan  tangent  en  un  point  H  d'une  surface  de  révolution 
étant  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  qui  passe 
par  ce  point,  la  normale  en  M  est  située  dans  le  plan 
.  du  méridien  ;  elle  rencontre  donc  l'arxe  en  un  point  N. 

f      Q  ^p      Si  l'on  fait  tourner  le  méridien  autour  de  l'axe,  le 
^^T^^^        point  M  décrit  un  parallèle  P  et  la  normale  MN  coïn- 
cide  successivement   avec   les  normales  aux  divers 
points  de  ce  parallèle;  comme  le  point  N  reste  fixe 
pendant  la  rotation,  la  proposition  est  démontrée. 


335.  Cône  des  normales.  —  Il  suit  de  là  que  si  le  point  M  décrit  un 
parallèle  P,  la  normale  MX  engendre  un  cône  de  révolution  ayant  pour 
sommet  le  point  N.  Ce  cône  s'appelle  le  cône  des  normales.  En  tout 
point  M  du  parallèle  P  le  plan  tangent  à  la  surface  est  perpendiculaire 
à  la  génératrice  correspondante  du  cône  des  normales. 

336.  Sphère  inscrite  le  long  d*un  parallèle.  —  Considérons,  d'après 
cela,  la  sphère  qui  |a  pour  centre  le  point  N  et  dont  le  rayon  est  égal 
à  MN.  Cette^  sphère  passe  par  le  parallèle  P;  de  plus  en  chaque 
point  M  du  parallèle  le  plan  tangent  à  la  sphère  étant  perpendiculaire 
au  rayon  MN  coïncide  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution. 
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Pour  cette  raison,  la  sphère  considérée  s'appelle  la  sphère  inscrite  le 
^Oûg  du  parallèle  P. 

U  cône  circonscrit  le  long  d'un  parallèle  et  là  sphère  inscrite  le  long 
^u  même  parallèle  peuvent  être  substitués  à  la  surface  pour  la  résolu- 
l'on  de  certains  problèmes  sur  les  plans  tangents  aux  surfaces  de  révo- 
lution. On  en  verra  de  nombreux  exemples  dans  la  suite. 

337.  Détermination  du  plan  tangent  en  un  point.  —  En  général  on 
détermine  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  d'une  surface  de 
^évolution  par  la  tangente  au  parallèle  de  ce  point  et  par  le  sommet  du 
cône  circonscrit  le  long  de  ce  parallèle.  D'ailleurs,  pour  obtenir  le 
sommet  de  ce  cône,  il  suffit  de  prendre  Tintersection  de  Taxe  avec  le 
plan  tangent  en  un  point  particulier  du  parallèle  (332).  Par  exemple, 
si  la  génératrice  est  donnée  par  ses  projections,  on  peut  prendre  Tinter- 
section  de  l'axe  avec  le  plan  tangent  au  point  de  rencontre  du  parallèle 
et  de  la  génératrice,  plan  tangent  qui  est  déterminé  par  la  tangente  à 
la  g^^nératrice  et  par  la  tangente  au  parallèle.  Si  l'on  donne  la  méri- 
dienne de  la  surface,  le  sommet  du  cône  circonscrit  s'obtient  plus  sim- 
plement encore  :  il  suffit  de  prendre  le  point  de  rencontre  de  l'axe 
avec  la  tangente  à  la  méridienne  menée  au  point  où  elle  est  rencontrée 
par  le  parallèle. 

E^fin,  dans  certains  cas,  il  y  a  avantage  à  construire  d'abord  la  nor- 
male et  à  mener  ensuite  par  le  point  considéré  le  plan  perpendiculaire 
à  celle  droite  :  tel  est,  par  exemple,  le  cas  de  la  sphère.  Ajoutons  que 
pour  avoir  la  normale  en  un  point  il  suffit  de  joindre  ce  point  au  som- 
met du  cône  des  normales  relatif  au  parallèle  de  ce  point.  Enfin,  pour 
obtenir  le  sommet  de  ce  cône,  il  suffit  de  mener  par  un  point  quel- 
conque du  parallèle  correspondant  le  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  située  dans  le  plan  tangent  en  ce  point,  pourvu  y  we  cette  tangente 
ne  soit  pas  la  tangente  au  parallèle.  On  prendra,  par  exemple,  le  point 
de  rencontre  du  parallèle  avec  la  génératrice  et,  par  ce  point,  on 
mènera  le  plan  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce  même  point  à  la 
génératrice  :  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec  l'axe  de  révolution 
sera  le  sommet  du  cône  des  normales  relatif  au  parallèle  considéré.  Si 
la  génératrice  est  la  méridienne,  il  suffit  de  mener  la  normale  à  cette 
méridienne  au  point  oii  elle  est  rencontrée  par  le  parallèle. 

Ces  divers  modes  de  détermination  du  plan  tangent  conviennent  à 
toutes  les  surfaces  de  révolution.  Toutefois,  quand  la  surface  est  une 
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surface  gauche  de  révolution,  il  peut  être  préférable  de  déterminer  le 
plan  tangent  en  un  point  au  moyen  des  deux  génératrices  rectilignes 
qui  passent  par  ce  point  (287). 

Nous  allons  traiter  maintenant  quelques  exemples. 

338.  Exemple  I.  —  Déterminer  le  plan  tangent  en  un  point  d'une 
.surface  de  révolution  à  axe  vertical  ou  de  bout  connaissant  les  projec- 
tions de  la  génératrice. 

Supposons,  par  exemple,  l'axe  {sz^  sfz')  vertical  et  soit  (j,  ^)  la 

génératrice  de  la  surface.  Considérons 
le  parallèle  décrit  par  le  point  (a,  a!)  de 
la  génératrice,  et  proposons-nous  de 
déterminer  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  (m,  m!)  de  ce  parallèle. 
Pour  cela,  remarquons  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  au  point  (a,  a')  est 
déterminé  par  la  tangente  [ah^  a'b')  au 
parallèle  de  ce  point  et  par  la  tangente 
(ffc,  aV)  à  la  génératrice.  Le  plan  de 
front  passant  par  Taxe  coupe  ce  plan 
tangent  suivant  la  droite  (6c,  b'd)  qui 
rencontre  Taxe  au  point  («,  sf).  Le 
point  («,  si)  est  le  sommet  du  cône  cir- 
conscrit le  long  du  parallèle  du  point 
(a,  a');  par  suite,  le  plan  tangent  au  point  (m,  m')  est  déterminé  : 
i«  par  le  point  («,  s')  ;  2»  par  la  tangente  {mt,  m'f)  au  parallèle  de  ce 
point. 

La  normale  au  point  (a,  a')  est  projetée  verticalement  suivant  la 
perpendiculaire  aV  à  b'c\  puisque  b'd  est  une  ligne  de  front  du 
plan  tangent.  Elle  rencontre  Taxe  au  point  (rî,n');  donc  {mn.m'n') 
est  la  normale  au  point  (m,  m'). 


■  7h 


339.  Exemple  II.  —  Détemniner  le  plan  tangent  en  un  point  d^une 
surface  de  révolution  à  axe  horizontal  ou  de  front^  connaissant  les  pro- 
jections de  la  méridienne  principale. 

Supposons,  par  exemple,  Taxe  («z,  n'z')  de  front  et  soit  (j,  g')   la 
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méridienne  principale.  Soit  (m,  m')  un  point  de  la  surface  situé  sur  le 

parallèle  du  point  (a,  a!)  de  la  méridienne, 
parallèle  qui  a  été  rabattu  sur  le  plan  de 
front  de  Taxe.  La  tangente  en  (a,«')  à  la 
méridienne  est  projetée  verticalement  sui- 
vant la  tangente  aV  à  g'  et  rencontre  l'axe 
au  point  (*,  s').  La  tangente  en  (m,  m!)  au 
parallèle  est  rabattue  en  mit'  et  projetée 
en  [mt,  m'i').  Il  en  résulte  que  le  plan 
tangent  au  point  (m,  m!)  est  déterminé  par 
cette  tangente  et  par  le  point  {s,  s'). 

La  normale  au  point  (a,  a')  est  projetée 
verticalement  suivant  la  normale  a'n'  à  g'  et  rencontre  Taxe  au  point 
(«î  n')  ;  il  en  résulte  que  la  normale  au  point  (m,  m')  est  [mn^  m'n'), 

^40.  Exemple  III.  —  Déterminer  le  plan  tangent  en  un  point  d'une 

surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical. 

Soient  (z,  z')  Taxe  de  la  surface  et 
(9,  g')  une  génératrice.  Considérons  le 
parallèle  d'un  point  (a,  a!)  de  cette  droite 
et  proposons-nous  de  déterminer  le  plan 
tangent  à  la  surface  en  un  point  quel- 
conque (m,  m')  de  ce  parallèle. 

Il  suflit.  pour  cela,  de  construire  les  pro- 
jections des  génératrices  qui  passent  par  le 
point  (m,  m').  Ces  génératrices  sont  pro- 
jetées horizontalement  suivant  les  tan- 
gentes mby  me  à  la  projection  horizontale 
du  cercle  de  gorge.  Elles  rencontrent  le 
cercle  de  gorge  en  des  points  dont  on  a  les 
projections  horizontales  à  et  c,  et  dont 
on  déduit,  par  suite,  les  projections  verti- 
cales b'  et  c'.  Il  en  résulte  que  les  pro- 
jections des  deux  génératrices  cherchées  sont  (rnô,  m'b')  et  (me,  mV). 


341 .  Exemple  IV.  —  Déterminer  le  plan  tangent  en  vn  point  d'une 
surface  de  révolution  à  axe  quelconque  connaissant  les  projections  de 
la  génératrice. 


Soit  (ï,  :')  l'axe  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  {g,  g'). 
Proposons-nous  de  di^terminer  le  plan  tangent  en  un  point  (m,  m')  de 
la  surface.  Pour  trou- 
ver les  projections  du 
point  (m,  m'),  pre- 
nons le  parallèle  d'un 
point  (a,  a')  de  la 
génératrice  et  rabat- 
tons ce  parallèle  au- 
tour de  l'horizontale 
lak,  a'h')  de  son  plan 
sur  le  plan  horizontal 
passant  par  cette 
droite.  Le  centre 
(0,  o')  du  parallèle,  in- 
lerscclion  de  l'axe  et 
du  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  mené  par 
(o,  a'),  est  rabattu  en 
Oi  ;  le  parallèle  est 
donc  rabattu  suivant 
la  circonférence  dé- 
^^  j  //  crite     du    point     Oi 

V  comme   centre    avec 

la  distance  du  point 
Oi  au  point  a  comme  rayon.  Prenant  alors  un  point  m,  de  celle 
circonférence  et  relevant  la  droite  0,mi  qui  rencontre  la  charnière  on 
(uj,  lo'),  on  a  en  (m,  m')  un  point  de  la  surface.     ■ 

Pour  avoir  le  plan  tangent  en  (m,  m'),  il  sutfit  d'avoir  la  tangente 
au  parallèle  en  ce  point  et  le  sommet  du  cône  circonscrit  le  long  «le  ce 
parallèle.  La  tangente  est  rabattue  on  m,k;  par  suite,  elle  est  pro- 
jetée en  mk  et  en  m'k'. 

Quant  au  sommet  du  cône,  il  est  à  l'intersection  de  l'axe  et  du  plan 
tangent  au  point  (a,  a').  Ce  plan  tangent  est  déterminé  par  la  tan- 
gente (dC,  aV)  à  la  génératrice  et  par  la  tangente  (ae,  aV)  au  paral- 
lèle, tangente  dont  les  projections  ont  été  construites  en  partant  du 
rabattement  aei. 
Enfin,  le  plan  vertical   mené  par  l'axe  coupe  le  plan  tangent  en 
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(a,  a')  suivant  la  droite  {de,  de')  qui  rencontre  Faxe  au  point  (s,  s'), 
sommet  du  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle. 

En  résumé,  le  plan  tangent  est  déterminé  par  le  point  (5,  s')  et  par 
la  droite  (mA,  m' h'). 

342.  Détermination  de  certains  éléments  remarquables  d*une  méri- 
dienne d^une  surface  de  révolution.  —  Quand  on  sait  déterminer  le 
plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  de  révolution  à  axe  qucl- 
œnque,  on  sait  construire,  par  cela  même,  la  tangente  en  ce  point  à  la 
'néridienne  qui  y  passe  :  il  suffit,  pour  cela,  de  joindre  ce  point  au 
point  de  rencontre  du  plan  tangent  avec  Taxe. 

Lorsque  la  méridienne  est  dans  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans 
fie  projection,  la  projection,  sur  ce  plan,  de  la  tangente  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  coïncide  évidemment  avec  la  trace  de  même 
nom  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  considéré  ;  car  le  plan  tan- 
gent en  ce  point  contient  la  tangente  à  la  méridienne  et  est  perpendi- 
culaire au  plan  de  cette  méridienne,  c'est-à-dire  au  plan  de  projection 
auquel  celui  de  la  méridienne  est  parallèle.  En  particulier,  si  la  sur- 
face est  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  horizontal  ou  de  front, 
la  Urgente  en  un  point  de  la  méridienne  principale  coïncide  avec  la 
pTOÎ^ction,  sur  le  plan  de  projection  qui  est  parallèle  à  celui  de  la 
méridienne,  des  deux  génératrices  rectilignes  qui  passent  par  le  point 
considéré. 

Cela  posé,  supposons  qu'une  surface  de  révolution  à  axe  quelconque 
soit  engendrée  par  une  ligne  quelconque  et  proposons-nous  de  déter- 
miner les  éléments  remarquables  d'une  méridienne.  On  appelle  ainsi  : 
Mes  points  doubles  de  la  méridienne;  2»  les  points  à  l'infini;  3»  les 
points  de  rencontre  de  la  génératrice  avec  le  plan  de  cette  méridienne  ; 
4°  les  points  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe  ;  5<>  les  points 
où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe;  6»  les  tangentes  en  ces  points. 

1^  Tangentes  aux  points  doubles.  —  Nous  avons  vu  plus  haut  (278) 
qu'il  y  a  deux  espèces  de  points  doubles  sur  une  méridienne  :  les 
points  doubles  proprement  dits  et  les  points  de  rencontre  de  la  méri- 
dienne et  de  l'axe  de  révolution  ;  on  appelle  ces  derniers  points  des 
s(mmets. 

La  construction  des  tangentes  en  un  point  double  proprement  dit  ne 
diflere  pas  de  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  ordinaire  de 
la  méridienne.  La  seule  différence  consiste  en  ce  qu'il  y  a  deux  cônes 


270  PLANS    TANGENTS 

circonscrits  le  long  du  parallèle  double,  ce  qui  fournit  les  deux  tan- 
gentes demandées. 

Si  le  point  double  est  un  sommet,  le  lieu  des  tangentes  à  la  surface 
en  ce  point  est  un  cône  de  révolution  autour  de  Taxe  et  ayant  pour 
sommet  ce  même  point.  Les  tangentes  à  la  méridienne  sont  alors  les 
génératrices  déterminées  dans  ce  cône  par  le  plan  de  la  méridienne. 
D'ailleurs  un  sommet  est  aussi  un  point  de  rencontre  de  la  génératrice 
et  de  Taxe;  de  sorte  que  le  cône  des  tangentes  est  engendré  par  la 
révolution,  autour  de  Taxe,  de  la  tangente  en  ce  point  à  la  généra- 
trice. 

2^  Asymptotes  de  la  méridienne,  —  Un  point  de  la  méridienne  ne 
peut  être  à  l'infini  que  si  le  point  de  la  génératrice  situé  sur  le  même 
parallèle  est  lui-même  à  Tinlini.  Supposons  alors  que  la  génératrice 
ait  un  point  à  l'infini,  et  voyons  comment  on  pourra  déterminer  le 
sommet  du  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  de  ce  point.  Deux  cas 
peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  point  est  à  l'infini  dans  une  direction 
perpendiculaire  à  l'axe,  ou  il  est  à  l'infini  dans  une  direction  quelcon- 
((ue.  Dans  le  premier  cas,  le  plan  tangent  est  lui-même  perpendiculaire 
à  l'axe  et  contient  la  tangente  à  la  génératrice  au  point  à  l'infini  con- 
sidéré, s'il  y  en  a  une.  Le  cône  circonscrit  se  réduit  alors  à  ce  plan 
tangent,  et  la  détermination  du  sommet  de  ce  cône  est  évidente  :  c'est 
le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené 
par  l'asymptote  à  la  branche  de  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  à 
l'infini  considéré.  L'intersection  de  ce  plan  et  du  plan  du  méridien 
donne  l'asymptote  correspondante  de  la  méridienne. 

Dans  le  deuxième  cas,  si  l'on  appelle  M  le  point  à  l'infini  sur  la  géné- 
ratrice, le  plan  tangent  en  M  est  perpendiculaire  au  plan  du  méridien 
du  point  M  et  contient  la  tangente  en  M  à  la  génératrice,  c'est-à-dire 
l'asymptote  de  cette  génératrice.  Ce  plan  tangent  à  distance  finie  ou 
infinie  coupe  l'axe  en  un  point  à  distance  finie  ou  infinie  qui  est  le 
sommet  du  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  du  point  M.  Enjoi- 
gnant ce  sommet  aux  points  de  rencontre  du  parallèle  du  point  M 
avec  le  plan  de  la  méridienne,  on  aura  les  asymptotes  à  distance  finie 
ou  infinie  de  cette  méridienne.  On  a  vu  d'ailleurs  (276)  comment  oh 
détermine  les  points  de  rencontre  du  plan  méridien  avec  le  parallèle 
du  point  M. 

3<*  Tangentes  à  la  méridienne  aux  points  où  elle  est  rencontrée  par 
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la  génératrice.  —  Appelons  A  l'un  quelconque  de  ces  points.  La  tan- 
gente en  A  à  la  méridienne  est  l' intersection  du  plan  tangent  en  A  et 
du  plan  du  méridien  de  ce  point.  Ce  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  plan  du  méridien  et  contient  la  tangente  en  A  à  la  génératrice. 
La  tangente  en  A  à  la  méridienne  est  donc  la  projection,  sur  le  plan  de 
celle  méridienne,  de  la  tangente  en  A  à  la  génératrice. 

i°  Points  où  la  tangente  à  la  méridienne  est  perpendiculaire  à  l'axe , 
—  Appelons  encore  A  l'un  quelconque  de  ces  points.  Le  plan  tangent 
en  A  est  alors  lui-même  perpendiculaire  à  Taxe  et  contient  par  suite  le 
pardllèle  du  point  A.  Ce  parallèle  rencontre  la  génératrice  en  un 
point  B  oii  le  plan  tangent  est  aussi  perpendiculaire  à  Taxe  puis([ue  ce 
plan  est  le  cône  circonscrit  dégénéré;  dès  lors  la  tangente  en  B  à  la 
génératrice  est  perpendiculaire  à  l'axe.  Ainsi,  les  points  de  la  méri- 
dienne en  lesquels  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Taxe  sont  situés 
sur  les  parallèles  des  points  de  la  génératrice  en  lesquels  la  tangente 
est  perpendiculaire  à  Taxe.  On  ne  pourra  déterminer  les  premiers  ijuc 
Si  i  on  sait  déterminer  les  seconds. 

^  Points  de  la  méridienne  en  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à 
raoce,  -_  Soît  A  un  point  d'une  méridienne  AM  en  lequel  la  tangente 

AB  est  parallèle  à  l'axe  OZ.  Si  l'on  mène 
à  la  méridienne  la  normale  en  A  située 
dans  le  même  plan  que  la  méridienne, 
le  point  0  où  cette  normale  rencontre 
OZ  est  le  sommet  du  cône  des  normales 
relatif  au  parallèle  du  point  A;  de  sorte 
(jue  si  ce  parallèle  rencontre  au  point  C 
la  génératrice  G  de  la  surface,  OC  est 
la  normale  à  la  surface  au  point  C.  Or, 
le  plan  tangent  au  point  G  est  perpen- 
diculaire à  OC;  donc  il  est  parallèle  à 
OZ,  et  le  point  C  est  aussi  délini  par  la 
condition  cpie  le  plan  tangent  en  ce 
point  à  la  surface  est  parallèle  à  l'axe. 
Une  fois  le  point  C  déterminé,  on  en  déduit  facilement  le  point  A. 
Soit  CD  la  tangente  en  C  à  la  génératrice.  Si  l'on  projette  sur  un 
plan  P  perpendiculaire  à  l'axe  et  rencontrant  celui-ci  en  o,  l'angle 
droit  CCD  se  projette  suivant  un  angle  droit  ocd;  par  suite  le  point  c, 
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projection  du  point  C,  est  le  point  d'incidence  d'une  des  normales 
menées  par  le  point  o  à  la  projection  g  de  la  génératrice  6.  La  réci- 
proque étant  évidemment  vraie,  on  voit  que  la  détermination  des 
points  G  se  ramène  à  celle  des  points  c.  Donc,  en  résumé,  on  mènera 
les  normales  à  g  par  le  point  o,  ce  qui  fera  connaître  les  points  c,  par 
suite  les  parallèles  qui  passent  par  les  points  cherchés,  et  finalement 
ces  points  eux-mêmes. 

En  particulier,  si  G  est  une  droite,  le  point  C  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire commune  à  Taxe  et  à  cette  droite. 

§  II.  —  Plans  tangents  passant  par  un  point  donné; 
cônes  circonscrits  aux  surfaces  de  révolution. 

343.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  les  plans  tan- 
gents qui  passent  par  un  point  donné  à  distance  finie. 

Le  problème  ainsi  posé  est  indéterminé  :  on  peut  en  effet  mener  par 
le  point  donné  une  infinité  de  plans  tangents  enveloppant  le  cône  cir- 
conscrit à  la  surface  par  ce  point.  Pour  déterminer  le  problème,  il 
suffît  d'assujettir  le  plan  tangent  à  une  autre  condition.  On  peut  l'as- 
sujettir, par  exemple,  à  avoir  son  point  de  contact  soit  sur  un  parallèle 
donné,  soit  sur  un  méridien  donné.  Ce  sont  là  les  conditions  en  général 
les  plus  simples  auxquelles  on  puisse  assujettir  les  plans  tangents 
assujettis  déjà  à  passer  par  un  point  donné;  mais  il  peut  y  en  avoir 
d'autres.  Par  exemple  si  la  surface  est  une  surface  gauche  de  révolu- 
tion, on  peut  assujettir  le  point  de  contact  à  être  sur  une  génératrice 
donnée.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  indiquer  les  solutions  de  quel- 
ques-uns de  ces  problèmes. 

344.  Problème.  — Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tangent 
passant  par  un  point  donné  et  ayant  son  point  de  contact  sur  un  paral- 
lèle donné. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  substitue  à  la  surface  le  cône  circons- 
crit le  long  du  parallèle  considéré  et  l'on  mène  par  le  point  donné  les 
plans  tangents  à  ce  cône.  Ces  plans  tangents  sont  les  plans  tangents 
demandés  et  leurs  points  de  contact  respectifs  sont  les  points  oii  ils 
touchent  le  parallèle  donné.  D'ailleurs,  si  l'on  se  reporte  au  nu- 
méro 290,  pour  mener  par  le  point  donné  les  plans  tangents  au  cône 
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circonscrit,  on  joint  ce  point  au  sommet  du  cône  et,  par  la  trace  de 
celle  droite  sur  le  plan  de  base  du  cône,  on  mène  les  tangentes  à  cette 
base.  En  d'autres  termes,  on  mène  les  plans  tangents  au  cône  circons- 
crit par  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  ce  cône  au  point  donné.  Il  suit 
de  là  qu'il  y  aura,  0,  i  ou  2  solutions  suivant  que  cette  droite  est  inté- 
rieure au  cône  circonscrit,  sur  la  surface  de  ce  cône,  ou  extérieure  à 
cette  surface. 

En  tous  cas,  la  seule  difficulté  du  problème  réside  dans  la  détermi- 
nation du  sommet  du  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  considéré, 
et  ce  problème  a  été  résolu  dans  tous  les  cas  (337). 

Au  lieu  de  substituer  à  la  surface  le  cône  circonscrit  le  long  du  paral- 
lèle donné,  on  peut  encore  lui  substituer  la  sphère  inscrite  le  long  de 
ce  parallèle.  Dans  ce  cas  on  construit  la  courbe  de  contact  du  cône  cir- 
conscrit à  cette  sphère  par  le  point  donné,  et  Ton  prend  les  points  de 
rencontre  de  cette  courbe  avec  le  parallèle  donné  ;  ces  points  sont  évi- 
demment les  points  de  contact  des  plans  tangents  cherchés  et,  une  fois 
(|uils  Ont  été  déterminés,  le  problème  est  ramené  à  un  autre  déjà 
résolu  :  mener  le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface. 

Ajoutons  que  l'emploi  de  la  sphère  inscrite  peut  n'être  réellement 
avantageux  que  si  le  méridien  qui  passe  par  le  point  donné  est  hori- 
zontal ou  de  front. 

Traitons  quelques  exemples. 

345.  Exemple  I.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical 
définie  par  sa  méridienne  principalCf  les  plans  tangents  qui  passent  par 
un  point  donné  et  qui  ont  leurs  points  de  contact  sur  un  parallèle  donné. 

Soient  (oz,  oV)  Taxe  de  la  surface,  fx'  la  projection  verticale  de  la 
méridienne  principale  et  {s,  s')  le  point  donné.  Considérons  le  parallèle 
du  point  (p,  p')  et  proposons-nous  de  mener  à  la  surface,  par  le  point 
(«1  ^),  les  plans  tangents  dont  les  points  de  contact  sont  sur  le  paral- 
lèle du  point  (p,  p').  Le  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  surface  le 
long  de  ce  parallèle  est  le  point  de  rencontre  (o,  o')  de  Taxe  et  de  la 
tangente  à  la  méridienne  au  point  {p^tp')-  Prenons  comme  base  de  ce 
cône  la  section  obtenue  en  le  coupant  par  le  plan  horizontal  du  point 
(*ïO  :  cette  section  est  une  circonférence  projetée  horizontale- 
ment suivant  la  circonférence  de  centre  o  et  de  ravon  oc.  Les  tan- 
gentes  menées  à  cette  circonférence  par  le  point  («,  s')  sont  projetées 
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horizontalement  suivant  les  tangentes  menées  du  point  5  à  la  circon- 
férence oc  ;  leurs  points  d«  contact  sont  donc  projetés  horizontalement 
aux  points"de  rencontre  de  la  circonférence  oc  et  de  la  circonférence 
décrite  sur  os  comme  diamètre.  Si  a  et  6  sont  ces  derniers  points,  oa 


et  ob  sont  les  projections  horizontales  des  génératrices  de  contact  des 
plans  tangents  cherchés  et  du  cône  circonscrit.  Il  en  résulte  que  (m,  m') 
et  (n,  n')  sont  les  points  de  contact  de  ces  plans  tangents  eux-mêmes. 

Le  problème  admet  2, 1  ou  0  solutions  suivant  que  s  est  extérieur  à 
la  circonférenée  oc,  sur  cette  circonférence  ou  intérieur  à  cette  ligne. 

Remarquons  d'ailleurs  qu'il  n'est  pas  indispensable  de  supposer 
connue  la  méridienne  principale,  qui  n'intervient  dans  la  solution  çpxe 
pour  faciliter  la  construction  du  point  (0,  0'). 


346.  Exemple  II.  —  Une  surface  de  révolution  à  axe  horizontal  étant 
définie  par  son  axe  et  par  sa  méridienne  principale^  mener  à  cette  sur- 
face  lés  plans  tangents  passant  par  un  point  donné  dans  le  plan  du 
méridien  principal  et  ayant  leurs  points  de  contact  sur  un  parallèle 
donné. 
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Nous  allons  employer  la  méthode  de  la  sphère  inscrite. 

Alors  la  méridienne  principale  n'intervient  que  pour  simplifier  la 
construction  du  centre  de  cette  sphère,  comme  on  va  le  voir. 

Soient,  en  effet,  (z,  z')  Taxe  de  la  surface,  (^i,  \^)  la  méridienne  prin- 
cipale, (»,  ^)  le  point  donné  et  oa  la  projection  horizontale  du  paral- 
lèle donné.  En  menant  la  normale  en  a  à  la  projection  horizontale  \l 
de  la  méridienne,  on  a  en  n  la  projection  horizontale  du  centre  de  la 


splière  inscrite  le  long  du  parallèle.  On  en  déduit  le  contour  apparent 
de  cette  sphère  sur  le  plan  horizontal.  Gomme  le  point  («,  ^)  est  dans 
le  plan  horizontal  du  centre  de  la  sphère,  en  menant  du  point  *  les 
tangentes  au  contour  apparent  horizontal  de  cette  sphère,  on  obtient 
en  bc  la  trace  horizontale  du  plan  de  la  courbe  de  contact  du  cône  qui 
lui  est  circonscrit  par  le  point  (s,  s').  Le  point  de  rencontre  m  de  bc 
et  de  oa  est  ainsi  la  projection  horizontale  des  points  de  contact  des 
plans  tangents  demandés  (344).  Pour  en  avoir  les  projections  verticales 
m'  et  m",  il  suffit  d'en  avoir  les  cotes  au-dessus  du  plan  horizontal  de 
Taxe.  Ces  cotes  ont  été  obtenues  en  rabattant  le  parallèle  oa  et  les 
points  de  contact  sur  le  plan  horizontal  de  Taxe  ;  on  a  obtenu  ainsi  les 
points  nix  et  m»,  et,  par  suite,  les  projections  verticales  cherchées  m! 
et  m". 
En  combinant  cette  méthode  avec  celle  du  cône  circonscrit,  on  peut 
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se  dispenser  de  tracer  la  circonférence  de  rayon  na  et  la  droite  àc.  Soit 
en  effet  (9,  0^)  le  sommet  du  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  oa. 
Les  plans  tangents  demandés  passent  par  la  ligne  (95,  dV),  qui  est  hori- 
zontale. Leurs  points  de  contact  sont  donc  sur  le  plan  perpendiculaire 
à  cette  ligne  mené  par  le  centre  de  la  sphère  inscrite.  Or,  ce  plan  est 
vertical  et  sa  trace  horizontale  n'est  autre  chose  que  la  perpendiculaire 
à  s?  menée  par  le  point  n.  Cette  trace  horizontale  contenant  le  point  m 
détermine  ce  point,  et  Ton  achève  comme  plus  liaut. 

347.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tan^ 
gent  passant  par  un  point  donné  et  ayant  son  point  de  contact  sur  un 
méridien  donné. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  substitue  à  la  surface  de  révolution 
le  cylindre  circonscrit  le  long  du  méridien  donné,  et  l'on  mène  par  le 
point  donné  les  plans  tangents  à  ce  cylindre.  Pour  cela,  on  mène  par 
le  point  donné  (^1)  la  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  donné, 
et  par  la  trace  de  cette  droite  sur  ce  plan,  on  mène  les  tangentes  au 
méridien  :  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  demandés,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  mener  le 
plan  tangent  en  chacun  de  ces  points. 

Il  est  bon  d'observer  que  la  solution  suppose  essentiellement  que 
Ton  connaisse  la  méridienne  de  la  surface  de  révolution.  D'ailleurs, 
pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l'on  puisse,  du  point 
donné,  mener  des  plans  tangents  au  cylindre  circonscrit  le  long  du 
méridien  donné. 

348.  Cas  d*une  surface  gauche  de  i*évolution.  —  Quand  la  surface 
est  une  surface  gauche  de  révolution,  on  peut  résoudre  ce  problème 
sans  tracer  la  méridienne.  Soient  en  effet  S  le  point  donné  et  P  le 
plan  du  méridien  donné.  Si  l'on  mène  du  point  S  la  perpendiculaire 
A  au  plan  P,  les  plans  tangents  demandés  sont  les  plans  tangents  à  la 
surface  gauche  de  révolution  menés  par  A.  Comme  on  le  verra  (379), 
ce  problème  se  ramène  à  celui  de  la  détermination  des  points  de  ren- 
contre de  la  surface  avec  la  droite  A,  et,  pour  traiter  ce  dernier  pro- 
blème, il  est  inutile  de  tracer  la  méridienne,  ainsi  qu'on  le  montrera 
plus  loin. 

349.  Exemple.  —  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  ver- 
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tkal,  mener  à  cette  surface  un  plan  tangent  passant  par  un  point 
donné  et  ayant  son  point  de  contact  sur  un  méridien  donné. 

Soient  (s,  sf)  le  point  donné  et  o^i  la  trace  horizontale  du  méridien 

donné.  Si  Ton  mène  du  point 
(f,  sf)  la  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  méridien,  le  pied  de 
cette  perpendiculaire  est  le 
point  (œ,  ci'),  et  il  faut  mener 
par  ce  point  les  tangentes  à  la 
méridienne  située  dans  le  plan 
oji.  Pour  cela,  amenons  ce 
plan  à  coïncider  avec  le  plan 
du  méridien  principal  par  une 
rotation  autour  de  Taxe  de  ré- 
volution. Le  point  (œ,  </)  venant 
ainsi  en  (ji,  </i),  les  tangentes 
à  la  méridienne,  après  la  rota- 
tion, sont  projetées  verticale- 
ment suivant  les  tangentes 
jiai  et  (j'ibi  à  la  méridienne 
principale  ;  de  sorte  que  ai  et 
b[  sont  les  projections  verti- 
cales des  points  de  contact  des 
plans  tangents  cherchés  après 
la  rotation.  On  en  déduit  les  projections  (a,  a')  et  (b,  b')  des  points 
eux-mêmes  par  une  opération  inverse. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  le  point  (ji,  j{)  soit 
extérieur  à  la  méridienne  principale  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  le  point  (d,  <r^)  soit  extérieur  au  parallèle  dont  le  plan  passe  par  le 
point  («,  sf).  Ce  parallèle  est  projeté  horizontalement  suivant  la  circon- 
férence de  diamètre  pq,  et  si  l'on  observe  que  le  point  a  est  sur  la 
circonférence  décrite  sur  os  comme  diamètre,  puis  que  Ton  prenne  les 
points  m  et  n  où  cette  circonférence  rencontre  le  parallèle  py,  on  voit 
que  le  problème  n'est  possible  que  si  Ofx  est  compris  dans  l'angle  mon. 

3S0.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  gauche  de  révolution  le  plan 
tangent  passant  par  un  point  donné  et  ayant  son  point  de  contact  sur 
une  génératrice  donnée. 


ï 
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On  sait  que  tout  plan  passant  par  une  généralrice  d'un  hyperboloïde 
est  tangent  à  la  surface  en  un  point  de  cette  génératrice.  Il  suit  de  là 
que  la  génératrice  donnée  et  le  point  donné  définissent  le  plan  tangent 
cherché.  Quant  au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent,  nous  avons  déjà 
appris  à  le  déterminer  (287). 

3«^1 .  Courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  ù.  une  surface  de  révo- 
lution. —  On  détermine  cette  courbe  par  points  en  cherchant  ses  points 
de  rencontre,  soit  avec  les  parallèles,  soit  avec  les  méridiens  successifs 
de  la  surface.  On  est  ainsi  conduit  à  résoudre  plusieurs  fois  deux  pro- 
blèmes déjà  résolus  (344  et  347). 

Supposons  d'abord  que  Ton  cherche  les  points  de  rencontre  avec  les 
parallèles  successifs;  nous  avons  vu  (344)  qu'il  y  a  en  général  sur 
chaque  parallèle  deux  points  de  rencontre  avec  la  courbe  de  contact. 
On  appelle  parallèles  limites  les  parallèles  pour  lesquels  ces  deux  points 
sont  confondus.  En  chaque  point  fourni  par  un  parallèle  limite,  la 
tangente  à  la  courbe  de  contact  est  la  même  que  la  tangente  au  paral- 
lèle limite,  puisque  celle-ci  est  la  limite  d'une  sécante  joignant  deux 
points  de  la  courbe  de  contact.  La  tangente  en  chacun  de  ces  points  est 
donc  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution.  Si  l'on  se  reporte  d'ailleurs 
à  l'exemple  traité  au  n®  345,  les  deux  points  situés  sur  un  parallèle 
sont  confondus  quand  la  droite  {so^  sV)  est  située  sur  le  cône  circons- 
crit le  long  de  ce  parallèle.  Les  génératrices  de  ce  cône  étant  tangentes 
aux  diverses  méridiennes,  on  voit  que  les  parallèles  limites  passent  par 
les  points  de  contact  des  tangentes  menées,  par  le  sommet  du  cône 
circonscrit  par  le  point  donné,  à  la  méridienne  dont  le  plan  passe  par 
ce  point. 

Supposons  maintenant  que  Ton  cherche  les  points  situés  sur  les. 
méridiens  successifs.  Si  l'on  se  reporte  alors  à  l'exemple  traitas  au 
no  349,  on  voit  que  les  méridiens  limites^  s'il  y  en  a,  sont  om  et  on^ 
qu'on  obtient  évidemment  d'après  la  règle  suivante  :  On  mène  par  le 
sommet  du  cône  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  et  les  tangentes  aux 
parallèles  obtenus,  s'ils  existent;  les  méridiens  limites  sont  ceux  qui 
passent  par  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

Traitons  un  exemple. 

352.  Exemple.  —  Construire  la  courbe  de  contact  du  cône  de  sommet 
donné  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

Soit  (s,  s')  le  sommet  du  cône  circonscrit  à  rellipsoïde.  Nous  allons 
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déterminer  successivement  :  i^  un  point  courant  de  la  courbe  de  con- 
tact; 2o  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal;  S®  les  points  sur 
le  contour  apparent  vertical;  4»  les  points  sur  les  parallèles  limites; 
50  les  points  sur  les  méridiens  limites.  Les  solutions  de  ces  divers  pro- 
blèmes sont  indépendantes  de  la  nature  de  la  surface  de  révolution, 
c'est-à-dire  (ju'elles  sont  applicables  à  toutes  les  surfaces  de  révolution 
autour  d'un  axe  vertical.  Profitant  alors  de  ce  que  la  surface  étant  ici 
du  second  degré,  la  courbe  de  contact  est  une  courbe  plane,  nous 
déterminerons  aussi  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  cette 
courbe,  ses  axes  et  ses  sommets. 

Construction  d'un  point  courant.  —  Cherchons  par  exemple  un  point 
situé  sur  le  parallèle  du  point  (a,  a!).  Remarquons,  pour  cela,  que  le 
cône  circonscrit  le  long  de  ce  parallèle  coupe  le  plan  horizontal  mené 
P^r  le  point  (s,  s')  suivant  une  circonférence  dont  la  projection  hori- 
zontale a  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayon  ob;  car  une  génératrice 
de  ce  cône  située  dans  le  plan  de  front  mené  par  l'axe  {oz^  o'z')  coupe 
le  plan  horizontal  du  point  («,  s')  au  point  (6,  b').  Les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  de  ^  à  la  circonférence  ob  sont  à  l'intersection  de 
cette  circonférence  et  de  celle  qui  est  décrite  sur  os  comme  diamètre. 
Ces  points  sont  symétriques  par  rapport  à  os,  et  si  c  est  l'un  d'eux,  le 
point  de  rencontre  m  de  œc  avec  le  parallèle  du  point  [a,  a!)  est  la 
pj^jection  horizontale  d'un  point  courant;  on  en  déduit  la  projection 
Wticale  m'  par  une  ligne  de  rappel.  Le  second  point  de  rencontre  des 
deux  circonférences  ob  et  os  donnerait  un  point  dont  la  projection  hori- 
zontale serait  symétrique  de  m  par  rapport  à  os  ;  d'où  il  suit  que  os  est  un 
axe  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe  de  contact,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  surface  de  révolution,  pourvu  qu'elle  soit  à  axe  vertical. 

Il  est  bon  d'observer  que  m  doit  être  situé  par  rapport  à  a  et  à  c 
comme  a'  par  rapport  à  a'  et  à  6'. 

Points  sur  le  contour  apparent  horizontal.  —  Ils  sont  projetés  hori- 
zontalement aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  s  au 
contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal.  Ce  contour  ap- 
parent est  ici  la  projection  horizontale  du  parallèle  dont  le  plan  passe 
par  le  centre  de  Tellipsoïde,  et  les  points  de  contact  sont  les  points  de 
rencontre  e  et  /"  de  ce  parallèle  avec  la  circonférence  os;  ils  sont  pro- 
jetés verticalement  en  ef  et  en  /"'. 

Points  sur  le  contour  apparent  vertical.  —  Nous  verrons  que  le 
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contour  apparent,  sur  le  plan  vertical,  d'une  surface  de  révolution  à 
axe  vertical  n'est  autre  chose  que  la  projection  verticale  de  la  méridienne 
principale.  En  menant  alors  par  le  point  s' les  tangentes  à  cette  projec- 
tion verticale,  on  obtient  en  (/,  t)  et  en  (^,  g')  les  points  demandés. 

Points  sur  les  parallèles  limites.  —  Pour  obtenir  ces  points,  il  faut 
mener  du  point  (s,  sf)  les  tangentes  à  la  méridienne  dont  le  plan  passe 
par  ce  point.  Faisons  alors  tourner  le  point  (s,  sf)  autour  de  Taxe  jus- 
qu'à ce  qu'il  vienne  en  («i,  s\)  dans  le  plan  du  méridien  principal; 
puis  menons  du  point  s'i  les  tangentes  à  ce  méridien.  Si  s\h!i  est  l'une 
d'elles,  rencontrant  l'axe  en  ^,  la  droite  s'ô'  est  la  projection  verticale 
de  l'une  des  tangentes  menées  par  le  point  («,  sf)  à  la  méridienne  dont 
le  plan  passe  par  ce  point.  Il  en  résulte  que  (A,  h!)  est  l'un  des  points 
cherchés.  On  détermine  de  même  l'autre  point  (A,  kf). 

Nous  avons  vu  plus  haut  (351)  qu'en  chacun  de  ces  points  la  tan- 
gente à  la  courbe  de  contact  est  confondue  avec  la  tangente  au  paral- 
lèle limite  correspondant.  Donc,  en  chacun  de  ces  points,  la  tangente 
est  horizontale  en  projection  verticale  et  perpendiculaire  à  os  en  pro- 
jection horizontale. 

Points  sur  les  méridiens  limites.  —  Le  parallèle  de  la  surface  dont  le 
plan  passe  par  («,  s')  est  projeté  horizontalement  suivant  la  circonfé- 
rence de  rayon  op.  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  s  à  cette  circonférence  sont  les  points  de  rencontre  q^  et  r  de 
cette  même  circonférence  et  de  la  circonférence  os  ;  donc  les  méri- 
diens limites  ont  leurs  traces  horizontales  en  oq  et  en  or.  Les  points 
situés  sur  ces  méridiens  sont  (^,  q')  et  (r,  »•').  Les  tangentes  aux  points 
^  et  r  à  la  projection  horizontale  sont  nécessairement  oq  et  or,  car 
les  tangentes  aux  points  (5,  9')  et  (r,  r')  à  la  courbe  de  contact  sont  les 
mêmes  que  les  tangentes  en  ces  mêmes  points  aux  méridiens  limites 
correspondants. 

Tangente  en  un  point  courant.  —  C'est  l'intersection  du  plan  tan- 
gent en  ce  point  avec  le  plan  de  la  courbe  de  contact.  Prenons  par 
exemple  le  point  (m,  m').  Si  l'on  coupe  le  plan  tangent  en  ce  point  et 
le  plan  de  la  courbe  de  contact  par  le  plan  horizontal  du  centre  de 
rellipsoïde,  on  obtient  deux  droites  dont  les  projections  horizontales 
sont  respectivement  ef  et  vt^  celle-ci  parallèle  à  la  tangente  m^  à  la 
projection  horizontale  du  parallèle  du  point  (m,  m').  Le  point  {t,  f)  est 
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évidemment  un  point  de  la  tangente  demandée,  dont  les  projections 
sont  par  suite  mt  et  m'i'. 

Axes  et  sommets  de  la  courbe  de  contact.  —  La  droite  {ef,  eff)  est  une 
horizontale  du  plan  de  la  courbe  de  contact  ;  comme  cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical  os^  celui-ci  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  courbe  de  contact.  Il  en  résulte  que  le  plan  du  méridien 
qui  passe  par  le  point  (s,  s!)  est  un  plan  de  symétrie  pour  la  courbe  de 
contact,  puisqu'il  est  perpendiculaire  au  plan  de  cette  courbe  et  que 
de  plus  il  est  plan  de  symétrie  pour  la  surface  de  révolution.  L'inter- 
section (AA,  Kk)  du  plan  de  ce  méridien  avec  le  plan  de  la  courbe  de 
contact  est  donc  un  axe  de  symétrie  de  celle-ci  ;  les  sommets  situés  sur 
cet  axe  sont  par  suite  [h^h!)  et  (A;,  k).  Comme  d'ailleurs  os  est  un  axe  de 
symétrie  de  la  projection  horizontale,  A  et  A  sont  deux  sommets  de 
cette  projection. 

Il  reste  à  trouver  le  deuxième  axe  et  les  deux  autres  sommets  de 
la  courbe  de  contact.  Nous  observerons,  pour  cela,  que  le  deuxième 
axe  est  perpendiculaire  au  premier  et  passe  par  le  point  (w,  w')  milieu 
de  (AA,  h'K),  Or,  le  premier  axe  étant  perpendiculaire  à  l'horizontale 
(e/*,  e!f')  du  plan  de  la  courbe  de  contact  est  une  ligne  de  plus  grande 
pente  de  ce  plan  ;  donc  le  second  axe  est  horizontal  et  l'on  a  alors 
immédiatement  ses  projections  (wa,  w'a').  Les  points  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  la  surface  seront  les  deux  autres  sommets.  On  les 
obtient  en  prenant  les  points  de  rencontre  de  celte  même  droite  avec 
le  parallèle  dont  le  plan  passe  par  (w,  w').  Les  projections  horizontales 
de  ces  points  sont  les  deux  autres  sommets  de  la  projection  horizon- 
tale de  la  courbe  de  contact. 

Ajoutons  que,  si  au  lieu  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  on  avait  une 
(juadriquc  (luelconque  de  révolution,  le  nombre  des  sommets  ainsi 
déterminés  permettrait  de  reconnaître  si  la  courbe  de  contact  est  une 
ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole.  Le  problème  suivant  permet- 
trait du  reste  d'arriver  au  même  résultat. 

353.  Problème.  —  Trouver  les  points  à  V infini  de  la  courbe  de  con- 
tact du  cône  de  sommet  donné  circonscrit  à  une  surface  de  révolution. 

Appelons  S  le  sommet  de  ce  cône  et  M  un  point  à  l'infini  de  la 
courbe  de  contact.  Ce  point  à  l'infini  se  trouvant  sur  un  parallèle  qui 
est  à  l'infini,  le  cône  circonscrit  le  long  de  ce  parallèle  n'est  auti-e 
([u'un  cône  asymptote.  En  se  reportant  alors  au  problème  du  n^  344, 
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on  voit  que  Ton  obtiendra  les  points  à  l'infini  de  la  courbe  de  contact 
en  menant  par  le  point  S  les  plans  tangents  aux  cônes  asymptotes  de 
la  surface.  Les  génératrices  de  contact  de  ces  plans  tangents  avec  les 
cônes  asymptotes  correspondants  donnent  les  directions  des  points  à 
Tinfini.  Si  la  surface  de  révolution  est  du  second  degré,  le  nombre  des 
points  à  l'infini  fera  connaître  la  nature  de  la  courbe  de  contact.  On 
pourra  même,  dans  ce  cas,  construire  les  asymptotes,  s'il  y  en  a.  Il  n'y 
a,  pour  cela,  qu'à  appliquer  la  construction  de  la  tangente  en  un  point 
donnée  plus  haut  (352)  ;  car  l'asymptote  peut  être  considérée  comme 
la  tangente  en  un  point  à  l'infini. 

354.  Remarque  sur  les  ombres.  —  Rappelons,  avant  d'abandonner 
ce  sujet,  que  les  divers  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre  sont  les 
mêmes  que  ceux  qu'on  aurait  à  résoudre  si  l'on  voulait  déterminer  le 
co'ntour  de  l'ombre  propre  d'une  surface  éclairée  par  un  point  lumi- 
neux. 

>5  III.  —  Plans  tangents  parallèles  à  une  direction  donnée  ; 
cylindres  circonscrits  aux  surfaces  de  révolution. 

355.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  les  flans  tan- 
gents  parallèles  à  une  direction  donnée. 

Ce  problème  est  un  cas  particulier  de  celui  qui  a  été  résolu  au  n*'  343. 
Il  s'en  déduit  en  supposant  que  le  point  donné  s'éloigne  indéfiniment 
dans  la  direction  donnée.  Il  est  d'ailleurs  indéterminé,  et  tous  les  plans 
tangents  cherchés  enveloppent  le  cylindre  circonscrit  parallèlement  à 
cette  direction.  Pour  le  déterminer,  on  peut  assujettir  les  plans  tan- 
gents cherchés  à  avoir  leurs  points  de  contact,  soit  sur  un  parallèle 
donné,  soit  sur  un  méridien  donné,  soit  sur  une  génératrice  donnée 
quand  la  surface  est  une  surface  gauche  de  révolution. 

356.  Problème. — Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tangent 
parallèle  à  une  direction  donnée  et  ayant  son  point  de  contact  sur  un 
parallèle  donné. 

Comme  dans  le  problème  résolu  au  n»  344,  on  substitue  à  la  surface 
le  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  donné  et  Ton  mène  à  ce  cône 
les  plans  tangents  parallèles  à  la  direction  donnée.  Ces  plans  tangents 
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sont  les  plans  tangents  demandés,  et  leurs  points  de  contact  respectifs 
sont  les  points  où  ils  touchent  le  parallèle  donné. 

Si,  par  le  sommet  du  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  considéré, 
on  mène  la  parallèle  à  la  direction  donnée,  le  problème  admet  0,  1  ou 
2  solutions  suivant  que  cette  parallèle  est  intérieure  au  cône,  située  sur 
ce  cône  ou  extérieure  à  cette  surface. 

Au  lieu  de  substituer  à  la  surface  le  cône  circonscrit  le  long  du 
parallèle  donné,  on  peut  lui  substituer  la  sphère  inscrite  le  long  de  ce 
parallèle.  Dans  ce  cas  on  construit  la  courbe  de  contact  du  cylindre 
circonscrit  à  cette  sphère  parallèlement  à  la  direction  donnée,  et  Ton 
détermine  les  points  de  rencontre  du  parallèle  donné  avec  la  courbe  de 
contact  de  ce  cylindre  et  de  la  sphère  ;  ces  points  sont  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  cherchés. 

Il  n'y  a  du  reste,  en  général,  avantage  à  employer  la  sphère  inscrite 
([ue  si  le  méridien  parallèle  à  la  direction  donnée  est  horizontal  ou  de 
front. 

*  *  357.  Exemple  I.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical 
définie  par  sa  méridienne  principale  les  plans  tangents  parallèles  à  une 
direction  donnée  et  ayant  leurs  points  de  contact  sur  un  parallèle 
donné. 

Soient  (|x,  jx')  la  méridienne  principale  et  {oa^o'a')  le  parallèle  donné. 
En  menant  la  tangente  en  a'  à  la  projection  verticale  jx'  de  la  méri- 
dienne principale,  on  a  en  s'  la  projection  verticale  du  sommet  du 
cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  {oa,  o'a').  Pour  des  raisons  qui 
seront  données  ultérieurement,  il  y  a  avantage  à  substituer  à  ce  cône 
un  cône  homothétique  ayant  pour  sommet  un  point  quelconque  de 
l'axe.  Les  génératrices  des  deux  cônes  sont  respectivement  parallèles 
et,  de  plus,  en  vertu  de  ce  que  la  ligne  des  sommets  est  verticale,  les 
projections  horizontales  de  deux  génératrices  parallèles  sont  confon- 
dues. On  obtient  donc  une  génératrice  du  cône  (a,  <j')  en  menant 
(aô,  <sb')  parallèle  à  (*o,  «'a'),  de  sorte  que  si  l'on  coupe  le  cône  (d,  a) 
par  un  plan  horizontal  de  trace  verticale  6V,  la  projection  horizon- 
tale de  la  section  est  une  circonférence  de  centre  o  et  de  rayon  o6. 

Gela  posé,  menons  par  (<j,  J)  la  parallèle  (<tu),  jV)  à  la  direction 
donnée,  et,  par  cette  parallèle,  les  plans  tangents  au  cône  (u,  a  ).  Ces 
plans  tangents  sont  parallèles  à  ceux  que  l'on  cherche,  de  sorte  que 
les  projections  horizontales  de  leurs  génératrices  de  contact  sont  aussi 
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les  projections  horizontales  des  génératrices  de  contact  des  plans  tan- 
gents cherchés.  D'ailleurs,  pour  mener  par  (œw,  œV)  les  plans  tangents 

au  cône  (<j,  œ  ),  on  cher- 
che la  trace  (w,  c/)  de 
(<TW,  (/o)')  sur  le  plan  de 
base  et,  par  le  point  tu, 
on  mène  les  tangentes  à 
la  base.  Les  points  de 
contact  de  ces  tangentes 
sont  les  points  de  ren- 
contre Cl  et  di  de  la  cir- 
conférence ob  et  de  la 
circonférence  décrite  sur 
0(0  comme  diamètre;  de 
sorte  que  oci  et  odi  sont 
les  projections  horizon- 
tales des  génératrices  de 
contact  des    plans  tan- 

"^- -'''  gents    au    cône    (a,  a) 

menés  par  (œw,  aV)  et 
par  suite  aussi  des  plans  tangents  cherchés.  Elles  rencontrent  la  cir- 
conférence oa  aux  points  c  et  d^  qui  sont  les  projections  horizontales 
des  points  de  contact  de  ces  plans  tangents  ;  on  en  déduit  les  projec- 
tions verticales  cf  et  d'  par  des  lignes  de  rappel. 

On  voit  maintenant  pourquoi  il  y  a  avantage  à  substituer  le  cône 
((T,  a')  au  cône  {s,  s')  ;  car  :  i®  le  point  (j,  j  )  est  toujours  dans  les 
limites  du  dessin  ;  2<>  si  Ton  avait  à  résoudre  plusieurs  fois  le  même 
problème  en  faisant  varier  le  parallèle,  la  circonférence  oa>  serait  inva- 
riable. 

Ajoutons  que  les  points  c  et  d  sont,  quel  que  soit  le  parallèle, 
symétriques  par  rapport  à  ow. 

338.  Exemple  II.  —  Une  surface  de  révolution  à  axe  de  front  est 
définie  par  son  axe  et  par  sa  méridienne  principale  ;  mener  à  cette  sur- 
face les  pians  tangents  ayant  leurs  points  de  contact  sur  un  parallèle 
donné  et  parallèles  à  une  ligne  de  front  donnée. 

Soient  (z,  z')  Taxe  de  révolution,  (jji,  ^l)  la  méridienne,  (/*,  f)  la 
direction  donnée  et  o'a!  la  projection  verticale  du  parallèle  donné. 
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Nous  allons  nous  servir  ici  de  la  sphère  inscrite  dont  la  projection  ver- 
ticale du  centre  est  le  point  de 
rencontre  U  de  z'  avec  la  normale 
en  d  à  la  projection  verticale  de  la 
méridienne  principale.  Comme 
la  direction  donnée  (/*,  f)  est  de 
front,  la  courbe  de  contact  de  la 
sphère  inscrite  et  du  cylindre  qui 
lui  est  circonscrit  parallèlement  à 
(/*,  /*')  est  dans  un  plan  de  l)Out 
perpendiculaire  à  (/,  f).  Ce  plan 
passant  par  le  centre  de  la  sphère, 
a  pour  trace  verticale  la  perpen- 
diculaire à  f  menée  par  le  point  6'. 
Il  en  résulte  (jue  le  point  w!  où 
cette  perpendiculaire  rencontre  o'd  est  la  projection  verticale  des 
points  de  contact  des  plans  tangents  cherchés.  Pour  en  obtenir  les  pro- 
jections horizontales,  il  n'y  a  qu'à  rabattre  le  parallèle  sur  le  plan  de 
front  de  Taxe.  Un  point  du  parallèle  projeté  en  w!  se  rabat  alors  en  m', 
et,  si  Ton  observé  que  les  points  sont  symétriques  par  rapport  au  plan 
du  méridien  principal,  on  obtient  les  projections  horizontales  m  et  n 
des  points  de  contact  en  prenant  «m  =  an  =  m'mi  sur  la  ligne  de 
rappel  du  point  m'. 

359.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  fan- 
gent  parallèle  à  une  direction  donnée  et  ayant  son  point  de  contact  sur 
un  méridien  donné. 

Comme  pour  le  problème  correspondant  résolu  plus  haut  (3i7),  on 
substitue  à  la  surface  de  révolution  le  cylindre  circonscrit  le  long  du 
méridien  donné,  et  Ton  mène  à  ce  cylindre  les  plans  tangents  paral- 
lèles à  la  direction  donnée.  Pour  cela,  on  mène  par  cette  direction  le 
plan  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  donné  et  Ton  prend  la  trace 
de  ce  plan  sur  le  plan  du  méridien  ;  on  mène  ensuite  à  la  méridienne 
les  tangentes  parallèles  à  cette  trace  :  les  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés. 

Cette  solution  suppose  que  Ton  connaisse  la  méridienne  de  la  sur- 
face de  révolution,  et  Ton  obtient  sans  difficulté  les  conditions  de  pos- 
sibilité du  problème. 


PLANS  TANGENTS  ET  NORMALES  AUX  SURFACES  DE  RÉVOLUTION       287 

360.  Cas  d'une  surface  gauche  de  révolution.  —  On  peut  encore) 
résoudre  ce  problème  sans  tracer  la  méridienne  ({uand  la  surface  est 
une  surface  gauche  de  révolution.  Appelons  en  effet  D  la  direction 
donnée  et  P  le  plan  du  méridien  donné.  Si  Ton  mené,  par  un  point 
quelconque  de  Tespace,  la  parallèle  à  la  direction  donnée  et  la  perpen- 
diculaire au  plan  P,  les  plans  tangents  cherchés  sont  parallèles  au 
plan  déterminé  par  ces  deux  droites.  On  est  ainsi  ramené  à  mener,  à 
une  surface  gauche  de  révolution,  les  plans  tangents  parallèles  à  un 
plan  donné.  Ce  problème  sera  résolu  ultérieurement  (381). 


-i. 


361.  Exemple.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical, 
définie  par  sa  méridienne  principale^  les  plans  tangents  parallèles  à 
^ne  direction  donnée  et  ayant  leurs  points  de  contact  sur  un  méridien 
donné. 

Soient  (oj,  oV)  la  direction  donnée,  que  nous  supposerons  menée 
P^^  un  point  de  Taxe,  et  op  la  trace  horizontale  du  méridien  donné. 

La  trace,  sur  le  plan  de  ce  méridien,  du 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui 
passe  par  (ocr,  oV)  est  {op^  dp').  Pour 
mener  à  la  méridienne  les  tangentes  pa- 
rallèles à  cette  droite,  amenons  celle-ci 
à  être  dans  le  plan  du  méridien  princi- 
pal par  une  rotation  autour  de  Taxe  ver- 
tical {oz,  o'z')^  c'est-à-dire  autour  de 
l'axe  de  la  surface.  Les  projections  de 
(o/},  o'p')^  après  cette  rotation,  sont  opi 
et  o'pi,  de  sorte  que  si  l'on  mène  à  la 
méridienne  les  tangentes  parallèles  à 
o'p\  on  obtient  en  m\  et  en  nj  les  pro- 
jections verticales  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  cherchés,  après  la  ro- 
tation. Les  projections  horizontales 
étanten  mi  et  en  Wi  sur  opi,  on  en  déduit 
les  projections  anciennes  [m,m')  et  (w,n') 
par  une  opération  inverse. 
tO\ir  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  sufiit  (jue  Ton  puisse 
^eWCï*  à  la  méridienne  des  tangentes  parallèles  à  o'p'i.  Ici  la  méri- 
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diciine  étant  une  ellipse,  le  problème  est  toujours  possible  et  admet 
deux  solutions. 

362.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  gauche  de  révolution  le  plan 
tangent  parallèle  à  une  direction  donnée  et  ayant  son  point  de  contact 
sur  une  génératrice  donnée. 

Le  plan  mené  par  cette  génératrice  parallèlement  à  la  direction  don- 
née est  le  plan  tangent  cherché.  Quant  à  son  point  de  contact,  nous 
avons  déjà  appris  à  le  déterminer  (287). 

363.  Courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  de 
révolution.  —  Comme  pour  le  cône  circonscrit  (3S1),  on  détermine 
cette  courbe  par  points  en  cherchant  ses  points  de  rencontre,  soit  avec 
les  parallèles,  soit  avec  les  méridiens  successifs  de  la  surface  ;  ce  qui 
conduit  à  résoudre  plusieurs  fois  deux  problèmes  déjà  résolus  (356 
et  359). 

Supposons  que  Ton  cherche  les  points  de  rencontre  avec  les  paral- 
lèles successifs.  Nous  avons  vu  (356)  qu'il  y  a  en  général  deux  points 
sur  chaque  parallèle  ;  on  appelle  alors  joaraZ/éfe*  limites  ceux  pour  les- 
(}uels  ces  deux  points  sont  confondus.  En  chaque  point  fourni  par  un 
parallèle  limite  la  tangente  à  la  courbe  de  contact  est  la  même  que  la 
tangente  au  parallèle  limite  :  on  le  voit  comme  pour  le  cône  circons- 
crit (351).  La  tangente  en  chacun  de  ces  points  est  donc  perpendicu- 
laire à  Taxe  de  révolution.  Si  Ton  se  reporte  d'ailleurs  à  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  cas  du  cône  (351),  on  voit  que  les  parallèles  limites  passent 
par  les  points  de  contact  des  tangentes,  menées  parallèlement  à  la 
direction  donnée,  à  la  méridienne  dont  le  plan  est  parallèle  à  cette 
direction  ;  car  la  direction  donnée  équivaut  à  un  point  donné  mais 
donné  à  Tinfini  dans  cette  direction. 

36i.  Exemple.  —  Construire  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  cir- 
conscrit à  un  tore  à  axe  vertical. 

Comme  pour  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  un  ellip- 
soïde (352),  nous  aurons  à  déterminer  :  1»  un  point  courant  de  la  courbe 
de  contact  ;  2»  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  ;  3<>  le 
points  sur  le  contour  apparent  vertical  ;  i»  les  points  sur  les  parallèles 
limites  (points  où  les  tangentes  sont  horizontales).  Il  n'y  a  pas  de  méri- 
diens limites. 
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Construction  d'un  point  courant,  —  On  peut  construire  un  point  soit 
au  moyen  d'un  parallèle,  soit  au  moyen  d'un  méridien.  Nous  emploie- 
rons de  préférence  ici  la  méthode  du  méridien  et,  au  lieu  de  substituer 
à  la  surface  le  cylindre  circonscrit  le  long  de  ce  méridien  (359),  nous 
lui  substituerons  la  sphère  ayant  pour  grand  cercle  la  demi-méridienne  ; 
car  cette  sphère  est  tangente  à  la  surface  tout  le  long  de  la  dem'i-méri- 
dienne.  Soient  donc  (c,  c')  le  centre  de  la  demi-méridienne  principale 
et  0(i>  la  trace  horizontale  d'un  demi-méridien.  Le  contour  apparent 
sur  le  plan  horizontal  de  la  sphère  inscrite  le  long  de  ce  demi-méri- 
dien est  une  circonférence  égale  à  la  demi-méridienne  principale  ayant 
pour  centre  le  point  de  rencontre  de  ow  avec  la  circonférence  oc.  Il 
faut  circonscrire  à  cette  sphère  un  cylindre  parallèle  à  la  direction 
donnée  (08,  o'8')  et  prendre  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  de 
contact  avec  la  demi-méridienne  projetée  horizontalement  en  ow.  Or, 
si  l'on  imagine  les  sphères  inscrites  le  long  des  demi-méridiennes  suc- 
cessives, les  courbes  de  contact  de  ces  sphères  avec  lés  cylindres  cir- 
conscrits parallèlement  à  (08,  0'^')  sont  évidemment  égales  et  homo- 
thétiques.  Pour  éviter  la  construction  de  toutes  ces  courbes  de  contact, 
nous  remplacerons  toutes  ces  sphères  par  une  sphère  égale  ayant  pour 
•centre  le  point  (0,  0')  et  nous  construirons  la  courbe  de  contact  (ab,  a'V) 
de  cette  sphère  avec  le  cylindre  qui  lui  est  circonscrit  parallèlement  à 
(08,  o'8').  Cette  courbe  de  contact  rencontre  le  plan  vertical  ow  en  deux 
points  dont  l'un  est  projeté  horizontalement  en  a  ;  son  plan  n'est 
autre  que  le  plan  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  la 
sphère  auxiliaire  de  centre  (u),  w')  après  qu'on  l'a  transporté  parallèle- 
ment à  lui-même  au  point  (0,  0').  Si  donc  on  porte  wZ  =  oa,  le 
point  l  sera  la  projection  horizontale  de  l'un  des  points  cherchés.  Sa 
projection  verticale  /'  se  trouve  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  /  et 
sur  la  parallèle  menée  par  w'  au  rayon  o'a'  de  l'ellipse  cdb'  projeté 
horizontalement  en  oa. 

Si  nous  revenons  maintenant  au  point  /,  nous  voyons  que  l'égalité 
wl  =  ooL  entraîne  ow  =  a/;  comme  ow  est  une  longueur  constante, 
nous  en  concluons  que  la  projection  horizontale  de  la  courbe  de  contact 
d'un  cylindre  circonscrit  à  un  tore  à  axe  vertical  est  une  conchoïde  d'el- 
lipse. Cette  remarque  facilite  la  construction  de  tous  les  points  de  la 
courbe  de  contact. 

Points  sur  le  contour  apparent  horizontal.  —  On  obtient  leurs  pro- 
jections horizontales  en  menant  au  contour  apparent  du  tore  sur  le 
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plan  horizontal  les  tangentes  parallèles  à  o^.  Les  projections  verticales 
s'en  déduisent  par  des  lignes  de  rappel.  Nous  verrons  d'ailleurs  bien- 
tôt, et  cela  est  du  reste  évident,  que  le  contour  apparent  horizontal  du 
tore  se  compose  de  deux  cercles  concentriques  op  et  oq. 

Points  sur  le  contour  apparent  vertical,  —  On  peut  les  obtenir,  soit 
en  menant  au  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  les  tangentes  paral- 
lèles à  o'S',  soit  en  cherchant,  comme  pour  un  point  quelconque,  les 
points  situés  sur  le  méridien  principal. 

Points  sur  les  parallèles  limites,  —  Ces  points  sont  situés  dans  le 
plan  du  méridien  dont  la  trace  horizontale  est  oS  ;  on  peut  donc  les 
obtenir  comme  les  points  ordinaires  au  moyen  de  ce  méridien.  On  peut 
encore  les  obtenir  en  menant  à  la  méridienne  oo  les  tangentes  paral- 
lèles à  (08,  o'8').  Dans  l'épure,  pour  mener  ces  tangentes,  on  a  amené 
(08,  o'8')  dans  le  plan  du  méridien  principal  en  (oei,  o'ei);  on  a  mené, 
ensuite,  à  la  méridienne  principale  les  tangentes  parallèles  à  o^i,  puis 
on  a  effectué  une  opération  inverse.  On  a  obtenu  ainsi  les  quatre  points 

Ponctuation.  —  Pour  faire  la  ponctuation,  il  suffit  d'observer  que 
{ki  k)  par  exemple  est  vu  en  projection  horizontale,  caché  en  projec- 
tion verticale;  de  même  {g^g^  est  vu  en  projection  horizontale  et  caché 
en  projection  verticale;  (A,  h!)  étant  caché  partout,  on  en  conclut  aisé- 
ment la  ponctuation  indiquée  sur  l'épure. 

11  est  évident  que  les  axes  de  Tellipse  ab  sont  des  axes  de  symétrie  de 
la  projection  horizontale,  et  que  le  point  o'  est  centre  de  la  projection 
verticale. 

365.  Remarque  1.  —  Si  la  surface  de  révolution,  au  lieu  d'être  un 

tore,  était  une  quadrique,  la  courbe  de  contact  serait  plane  et  l'on 

pourrait  construire  aisément  la  tangente  en  un  point  quelconque  en 

procédant  comme  au  n®  352.  On  pourrait  aussi  déterminer  les  axes  et 

les  sommets. 

366.  Remarque  II.  —  Si  la  méridienne  avait  des  branches  infinies,  il 
serait  aisé  de  déterminer  les  points  à  l'infini  de  la  courbe  de  contact. 
Pour  cela,  on  mènerait  aux  cônes  asymptotes  les  plans  tangents  paral- 
lèles à  la  direction  donnée,  et  on  achèverait  ensuite  comme  pour  la 
courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  (353).  Si  de  plus  la  surface 
était  une  quadrique,  on  pourrait  aussi  obtenir  les  asymptotes  en  con- 
sidérant une  asymptote  comme  la  tangente  en  un  point  à  l'infini. 
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367.  Remarque  sur  les  ombres.  —  Ajoutons  que  le  problème  de  la 
détermination  du  contour  de  l'ombre  propre  d'une  surface  de  révolu- 
tion, quand  le  point  lumineux  est  à  Tinlini  dans  une  direction  donnée 
{ombre  au  soleil)^  est  un  problème  de  cylindres  circonscrits  à  ces  sur- 
faces, ainsi  que  cela  a  d'ailleurs  déjà  été  remarqué  (296). 

368.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  les  plans  tan- 
gents perpendiculaires  à  un  plan  donné. 

Cela  revient  évidemment  à  mener  à  la  surface  considérée  les  plans 
tangents  parallèles  à  une  droite  perpendiculaire  au  plan  donné,  c'est- 
à-dire  à  une  direction  donnée.  Le  problème  ainsi  énoncé  a  donc  été 
résolu  (355J. 

369.  Remarque.  —  C'est  au  problème  dont  nous  venons  d'indiquer 
la  solution  (368)  que  se  ramène  la  détermination  dont  nous  allons 
maintenant  nous  occuper  des  contours  apparents  des  surfaces  de  révo- 
lution. 

§  IV.  -*-  Contours  apparents  d\me  surface  de  révolution. 

370.  Rappel  de  la  définition.  —  Par  définition,  le  contour  apparent 
horizontal  d'une  surface  de  révolution  est  la  courbe  de  contact  du 
cvlindre  vertical  circonscrit  à  la  surface;  la  trace  horizontale  de  ce  cy- 
lindre  est  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal. 

Pareillement,  le  contour  apparent  vertical  est  la  courbe  de  contact 
du  cylindre  de  bout  circonscrit  à  la  surface,  et  la  trace  verticale  de  ce 
cylindre  s'appelle  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical.  Le  problème 
de  la  détermination  des  contours  apparents  d'une  surface  de  révolution 
a  donc  été,  en  fait,  déjà  résolu  (363).  Nous  nous  bornerons  actuelle- 
ment à  donner  des  exemples  et  nous  examinerons  trois  cas. 

371.  Premier  csas.  —  Axe  vertical  ou  de  bout. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  l'axe  vertical  et  occupons-nous  suc- 
cessivement de  la  détermination  du  contour  apparent  horizontal  et  du 
contour  apparent  vertical. 

Contour  apparent  horizontal.  —  Il  s'agit  en  somme  de  trouver  le 
lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  verticaux.  Or,  si  le  plan 
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tangent  en  un  point  est  vertical,  il  rencontre  Taxe  à  Tinfini;  mais  alors 
les  plans  tangents  en  tous  les  points  situés  sur  le  même  parallèle  que  le 
point  considéré  rencontrent  aussi  Taxe  à  l'infini  et  sont  verticaux.  Il 
suit  de  là  que  le  contour  apparent  horizontal  se  compose  de  parallèles; 
par  suite  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  est  un  système  de 
circonférences  concentriques,  projections  horizontales  de  ces  paral- 
lèles. 

D'ailleurs,  si  le  plan  tangent  en  un  point  est  vertical,  la  normale  en 
ce  point  est  horizontale,  par  suite  la  tangente  à  la  méridienne  est  ver- 
ticale. Si  Ton  observe  que  le  parallèle  d'un  point  est  déterminé  quand 
on  connaît  ce  point,  on  voit  alors  que  la  détermination  du  contour 
apparent  horizontal  se  ramène  à  la  détermination,  déjà  faite  (342),  des 
points  de  la  méridienne  en  lesquels  la  tangente  à  cette  ligne  est  ver- 
ticale. 

Contour  apparent  vertical.  —  En  vertu  de  la  propriété  du  plan  tan- 
gent (328),  tous  les  points  de  la  méridienne  principale  appartiennent 
au  contour  apparent  vertical. 

Inversement,  considérons  un  point  en  lequel  le  plan  tangent  est  de 
bout.  Si  ce  plan  n'est  pas  perpendiculaire  à  l'axe,  la  normale  est  de 
front  et  le  point  est  sur  la  méridienne  principale.  Si  le  même  plan  est 
perpendiculaire  à  l'axe,  il  est  tangent  tout  le  long  d'un  parallèle,  qui 
fait  par  suite  partie  du  contour  apparent  vertical.  Le  contour  apparent 
vertical  se  compose,  d'après  cela,  de  la  méridienne  principale  et  des 
parallèles  extrêmes  qui  passent  (342)  parles  points  de  la  méridienne  en 
lesquels  la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe.  Il  en  résulte  que  le 
contour  apparent  sur  le  plan  vertical  se  compose  :  1<>  de  la  projection 
verticale  de  la  méridienne  principale;  2®  des  portions  des  tangentes  à 
celte  ligne  perpendiculaires  à  l'axe  et  comprises  entre  les  points  de  con- 
tact. C'est  d'après  cette  règle  que  nous  avons  dessiné  les  contours 
apparents  d'un  tore  à  axe  vertical  (364). 

Ajoutons  que,  pour  passer  du  cas  que  nous  venons  d'examiner  au 
cas  où  l'axe  est  de  bout,  il  n'y  a  qu'à  échanger  entre  eux  les  mots  hori- 
zontal et  vertical. 

372.  Deuxième  cas.  —  Axe  horizontal  ou  de  front. 

Pour  lixer  les  idées,  supposons  l'axe  de  front.  On  voit  comme  plus 
haut  (371)  que  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  se  compose  de 
la  méridienne  principale  et  des  portions  des  tangentes  à  cette  ligne 
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perpendiculaires  à  Taxe  et  comprises  entre  les  points  de  contact.  Mon- 
trons sur  un  exemple  comment  on  peut  déterminer  le  contour  appa- 
rent horizontal.  Pour  cela,  supposons 
connue    la    méridienne    principale 

r 

"  ({1,  i»!)  de  la  surface  et  rappelons 
encore  une  fois  qu'il  s'agit  de  cons- 
truire la  courbe  de  contact  du  cvlin- 
dre  vertical  circonscrit  à  la  surface. 
Nous  pourrons  donc  construire  cette 
courbe  par  points  en  cherchant  ses 
points  de  rencontre  avec  les  paral- 
lèles successifs  de  la  surface  (363). 
Cherchons  par  exemple  les  points 
situés  sur  le  parallèle  projeté  verti- 
calement en  o'a\  Considérons  pour 
cela  la  sphère  (w,  w')  inscrite  le 
long  de  ce  parallèle.  La  courbe  de 
contact  du  cylindre  vertical  circons- 
crit à  cette  sphère  est  projetée  verticalement  en  6V.  Cette  courbe  de 
contact  et  le  parallèle  se  rencontrent  en  deux  points  dont  les  projec- 
tions verticales  sont  en  m'  et  dont  les  projections  horizontales  sont 
des  points  m  et  n  du  contour  apparent  de  la  sphère  sur  le  plan  hori- 
zontal. En  m  et  en  n  les  tangentes  au  contour  apparent  de  la  surface 
sont  les  mêmes  que  les  tangentes  au  contour  apparent  de  la 
sphère  (298). 

Au  lieu  d'employer  la  sphère  inscrite  le  long  du  parallèle,  on  aurait 
pu  se  servir  du  cône  circonscrit  le  long  de  ce  parallèle.  En  menant  à 
ce  cône  les  plans  tangents  verticaux,  on  aurait  obtenu  des  points  du 
contour  apparent  cherché  en  prenant  les  points  de  rencontre  du  paral- 
lèle projeté  en  o'a'  avec  les  génératrices  de  contact.  Si  (5,  s^)  est  le 
sommet  de  ce  cône,  il  est  clair  que  son  contour  apparent  sur  le  plan 
horizontal  est  Tensemble  des  tangentes  sm  et  sn  menées  du  point  s  à 
la  circonférence  (o. 

Supposons  que  la  surface  soit  un  tore,  et  cherchons  son  contour 
apparent  sur  le  plan  horizontal.  On  peut  alors,  sans  restreindre  la 
question,  supposer  Taxe  de  révolution  de  front,  et  si  Ton  considère  la 
circonférence  décrite  par  le  centre  de  la  demi-méridienne  en  tournant 
autour  de  Taxe,  il  est  aisé  de  prouver  que  le  contour  apparent  sur  le 
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plan  horizontal  est  une  courbe  parallèle  à  la  projection  horizontale  de 
cette  circonférence. 
Soient,  en  effet,    (z,  z')  Taxe  de  la  surface,   (o,  o')  le  centre  de  la 

méridienne  principale  et 
(c,  d)  un  point  de  la  cir- 
conférence décrite  par  (0,0') 
en  tournant  autour  de  (2,2% 
Au  point  (c,  d)  la  tangente 
(c/,  c7')  à  cette  circonférence 
est  perpendiculaire  au  plan 
du  méridien  du  point  (c,  c% 
par  suite  à  toutes  les  droites 
situées  dans  ce  plan .  Or,  si 
(m,  m')  est  un  point  du  con- 
tour apparent  horizontal 
situé  sur  la  dcmi-rnéri- 
dienne  dont  le  plan  passe 
par  (c,  c%  le  rayon  [cm,  dm!) 
de  cette  demi-méridienne 
est  horizontal,  puisqu'il  est 
perpendiculaire  au  plan 
tangent  en  (m,  m').  Ce 
ravon  étant  situé  dans  le 
plan  de  la  demi-méridienne  est  perpendiculaire  à  (c/,  c'I')  et  forme 
avec  cette  droite  un  angle  droit  projeté  horizontalement  suivant  un 
angle  droit.  Ainsi,  le  point  m  est  situé  sur  la  normale  au  point  c  à 
l'ellipse  projection  horizontale  de  la  circonférence  décrite  par  le  point 
(0,  0')  en  tournant  autour  de  Taxe.  D'ailleurs,  le  rayon  {cm^  dm')  étant 
horizontal,  se  projette  horizontalement  suivant  une  droite  de  même 
longueur;  de  sorte  que  cm  est  égal  au  rayon  de  la  demi-méridienne  de 
la  surface.  Par  conséquent,  on  obtient  le  contour  apparent  de  la  sur- 
face sur  le  plan  horizontal  en  portant  sur  les  normales  à  Tellipse  dé- 
crite par  le  point  c,  et  à  partir  des  points  d'incidence,  départ  et  d'autre 
de  ces  points,  une  longueur  constante  égale  au  rayon  de  la  circonfé- 
rence méridienne  du  tore.  Le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  est,  par 
définition,  une  courbe  parallèle  àTellipse  décrite  par  le  point  c,  c'est- 
à-dire  une  courbe  parallèle  à  la  projection  horizontale  de  la  circonfé- 
rence que  décrit  le  point  (0,  0')  en  tournant  autour  de  l'axe  (s,  s'). 
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.       373.  Troisième  cas.  —  Axe  quelconque. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  quelques  indications. 

Pour  avoir  le  contour  horizontal,  on  détermine  ses  points  de  ren- 
contre avec  les  parallèles  successifs,  soit  au  moyen  des  cônes  circons- 
crits le  long  de  ces  parallèles,  soit  au  moyen  des  sphères  inscrites.  On 
opère  de  même  pour  le  contour  apparent  vertical. 

En  vertu  d'une  proposition  démontrée  plus  haut  (298),  le  contour 
apparent  sur  le  plan  horizontal  est  soit  l'enveloppe  des  contours  appa- 
rents sur  ce  plan  des  cônes  circonscrits  le  long  des  divers  parallèles, 
soit  l'enveloppe  des  contours  apparents  sur  ce  même  plan  des  sphères 
inscrites.  Même  remarque  pour  le  contour  apparent  en  projection 
verticale. 

Quand  on  emploie  les  cônes  circonscrits  le  long  des  divers  paral- 
lèles, si  l'on  suppose  qu'un  parallèle  s'éloigne  indéfiniment,  le  cône 
correspondant  devient  le  cône  asymptote.  Il  suit  de  là  que  les  asymp- 
totes du  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  sont  confondues  avec 
les  contours  apparents  des  cônes  asymptotes  sur  le  plan  horizontal.  On 
obtient  d'une  manière  analogue  les  asymptotes  du  contour  apparent 
sur  le  plan  vertical. 

374.  Remarques  relatives  à  la  représentation  des  surfaces.  —  Nous 
avons  vu  (202)  qu'on  représente  un  polyèdre,  en  géométrie  descriptive, 
par  les  projections  de  ses  arêtes.  Ce  mode  de  représentation  ne  pou- 
vant être  adopté  pour  les  surfaces,  on  convient  de  représenter  une  sur- 
face quelconque  par  ses  contours  apparents.  On  représente  donc  une 
surface  par  son  contour  apparent  horizontal  et  par  son  contour  appa- 
rent vertical.  Dans  le  tracé  à  l'encre,  on  ne  trace  à  l'encre  noire  que  la 
projection  horizontale  du  contour  apparent  horizontal  et  la  projection 
verticale  du  contour  apparent  vertical.  On  considère,  d'ailleurs,  les 
lignes  doubles  d'une  surface  comme  faisant  partie  des  contours  appa- 
rents. Par  exemple,  les  parallèles  doubles  d'une  surface  de  révolution, 
quand  elle  en  a,  font  partie  du  contour  apparent  horizontal  et  du  con- 
.  tour  apparent  vertical.  Dans  tous  les  cas,  quand  on  veut  représenter 
une  surface,  il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  que  le  contour  apparent 
sur  le  plan  horizontal  est  le  lieu  des  traces  horizontales  des  verticales 
qui  rencontrent  la  surface  en  deux  points  confondus  ;  observation  ana- 
lo^e  pour  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical. 
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§  V.  —  Plans  tangents  passant  par  une  droite 
ou  parallèles  à  un  plan  donné. 

375.  Méthodes  générales.  —  Comme  pour  toutes  les  surfaces  (voir 
sphère),  pour  mener  par  une  droite  les  plans  tangents  à  une  surface 
de  révolution,  il  suffit  de  mener  par  cette  droite  les  plans  tangents  à 
un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  droite  et  circonscrit  à  la  surface. 

On  peut  encore  circonscrire  à  la  surface  deux  cônes  ayant  leurs 
sommets  sur  la  droite  et  prendre  les  points  communs  aux  deux 
courbes  de  contact,  ce  qui  donne  les  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents cherchés. 

On  peut  aussi  opérer  de  la  manière  suivante  :  Appelons  D  la  droite 
donnée  et  P  l'un  des  plans  tangents  cherchés.  Si  Ton  imagine  l'hyper- 
boloïde  de  révolution  engendré  par  la  droite  D  en  tournant  autour  de 
l'axe  de  la  surface,  le  plan  P  est  aussi  tangent  à  cet  hyperboloïde  ; 
c'est  donc  un  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  :  hyperboloïde 
et  surface  donnée.  Dès  lors  il  est  tangent  à  un  cône  de  révolution  cir- 
conscrit à  la  fois  à  ces  deux  surfaces. 

Mais  ce  cône  est  connu  en  même  temps  que  son  sommet,  qui  est 
un  point  de  Taxe  de  révolution  ;  enfin  ce  sommet  s'obtient  en  prenant 
le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  une  tangente  commune  aux  méri- 
diennes des  deux  surfaces  situées  dans  le  même  plan  méridien. 

En  résumé,  après  avoir  déterminé,  comme  il  vient  d'être  dit,  les 
sommets  de  tous  les  cônes  de  révolution  circonscrits  à  la  fois  aux  deux 
surfaces,  on  détermine  chacun  de  ces  cônes  et  Ton  mène  à  chacun 
d'eux  les  plans  tangents  qui  passent  par  la  droite  D  :  ce  sont  les 
plans  tangents  demandés. 

Comme  on  le  voit,  le  problème  des  plans  tangents  menés  par  une 
droite  à  une  surface  de  révolution  est  un  problème  en  général  com- 
pliqué, et  nous  allons  nous  borner  à  le  résoudre  dans  quelques  cas 
particuliers. 

376.  Premier  cas.  —  La  droite  rencontre  l'axe  de  révolution. 

Appelons  D  la  droite  et  S  son  point  de  rencontre  avec  l'axe  de 
révolution.  Si  l'on  imagine  les  cônes  de  sommet  S  circonscrits  à  la 
surface  de  révolution,  cônes  qui  sont  de  révolution,  les  plans  tangents 
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cherchés  sont  ceux  qui  sont  tangents  à  l'un  quelconque  de  ces  cônes  et 
qui  passent  par  D. 

377.  Deuxième  cas.—  La  droite  est  perpendiculaire  à  faxe. 

Il  suffit  alors  de  mener  par  la  droite  les  plans  tangents  au  cylindre 
circonscrit  à  la  surface  le  long  de  la  méridienne  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  ;  ce  qui  revient  à  prendre  comme  sommet  du 
cône  circonscrit  à  la  surface  le  point  à  Tinfini  dans  la  direction  de  la 
droite. 

378.  Troisième  cas.—  La  surface  de  révolution  est  une  quadrique. 

Le  principe  de  la  méthode  est  alors  le  même  que  celui  d'une 
méthode  indiquée  pour  la  sphère  (320,3®  méthode).  On  imagine  le 
cylindre  C  circonscrit  à  la  surface  parallèlement  à  l'axe  et  un  cône  S 
ayant  son  sommet  sur  la  droite  et  circonscrit  à  la  surface.  Le  cylindre  G 
et  le  cône-  S  se  coupant  suivant  deux  courbes  planes,  on  prend  l'une 
de  ces  courbes  comme  directrice  du  cône  et  l'on  mène,  à  celui-ci,  les 
plans  tangents  qui  passent  par  la  droite. 

Le  problème  est  particulièrement  simple  quand  l'axe  de  révolution 
est  vertical  ou  de  bout  et  que  l'on  prend  pour  sommet  du  cône  S  le 
point  de  rencontre  de  la  droite  avec  le  plan  du  méridien  principal. 
Dans  ce  cas,  l'épure  est  de  tout  point  pareille  à  celle  que  nous  avons 
exécutée  pour  la  sphère  (320,  3«  méthode). 

Supposons  en  particulier  que  la  surface  soit  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution à  axe  vertical,  et  coupons  cet  ellipsoïde  par  un  plan  quel- 
conque P  passant  par  la  droite.  Le  cône  qui  a  pour  base  la  section  et 
dont  le  sommet  coïncide  avec  Tun  des  sommets,  S,  de  l'ellipsoïde 
situé  sur  Taxe  de  révolution,  est  coupé  suivant  un  cercle  par  le  plan 
horizontal  ;  en  effet  ce  cône  et  l'ellipsoïde  ont  deux  courbes  planes 
communes  et  le  plan  de  Tune  de  ces  courbes  passe  par  le  point  2  ; 
ce  plan  coupant  alors  le  cône  suivant  deux  droites,  il  doit  aussi 
couper  l'ellipsoïde  suivant  deux  droites,  c'est-à-dire  qu'il  doit  être 
tangent  à  Tellipsoïde;  mais  alors  la  section  dans  l'ellipsoïde  étant 
un  cercle,  il  en  est  de  même  de  la  section  dans  le  cône,  ce  qui 
revient  à  dire  que  cette  surface  admet  le  plan  horizontal  pomme  plan 
cyclique. 

Quand  le  plan  P  varie,  tous  ces  cercles  passent  par  deux  points 
fixes,  qui  sont  les  traces  horizontales  des  droites  joignant  le  point   51 
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« 

aux  points  de  rencontre  de  Tellipsoïde  et  de  la  droite  donnée.  Tous  ces 
cercles  ont  donc  deux  points  communs,  c'est-à-dire  forment  un  fais- 
ceau. Quand  le  plan  P  devient  tangent,  le  cercle  correspondant  se 
réduit  à  un  point;  ce  point  n'est  autre  que  l'un  des  points  limites  du 
faisceau.  On  déterminera  donc  ces  points  limites  au  moyen  de  deux 
cercles  du  faisceau,  on  les  joindra  au  point  S,  et  les  points  de  ren- 
contre de  ces  droites  avec  l'ellipsoïde  seront  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  cherchés. 

379.  Quatrième  cas.  —  La  surface  est  un  hyperboloïde  de  révolution 
à  une  nappe. 

Appelons  A  et  B  les  points  de  rencontre  de  la  surface  avec  la 
droite.  Par  le  point  A  il  passe  deux  génératrices  AG  et  AGi  de  sys- 
tèmes différents;  par  le  point  B  il  passe 
une  génératrice  BG'  de  même  système  que 
AG  et  une  génératrice  BGi  de  même  sys- 
tème que  AGi.  Les  génératrices  de  sys- 
tèmes différents  AG  et  BGi  définissent  un 
plan  tangent  passant  par  la  droite  D  ;  de 
même  AGi  et  BG'  définissent  un  second 
plan  tangent  répondant  à  la  qu.estion. 

La  réciproque  étant  presque  évidente, 

on  voit  que  le  problème  proposé  se  ramène 

à  celui  de  la  détermination  des  points  de  rencontre  d'une  droite  et 

d  une  surface  gauche  de  révolution.  Ce  dernier  problème  sera  résolu 

ultérieurement  (1514  et  524). 

380.  Problème.  —  Mener  à  une  surface  de  révolution  les  plans  tan- 
gents parallèles  à  un  plan  donné. 

C'est  encore  un  cas  particulier  du  problème  des  plans  tangents 
menés  par  une  droite,  celui  où  la  droite  est  à  l'infini  dans  un  plan 
donné. 

Pour  le  résoudre,  il  suffit  d'avoir  le  point  de  contact  de  l'un  quel- 
conque des  plans  tangents  cherchés.  Or,  si  Ton  appelle  P  le  plan 
donné  et  Q  l'un  des  plans  tangents  cherchés  touchant  la  surface  en 
un  point  M,  les  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires  au  plan  du 
méridien  qui  passe  par  M  et  coupent  ce  dernier  plan  suivant  deux 
droites  parallèles.  Celle  de  ces  droites  qui  est  située  dans  le  plan  Q 
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est  d'ailleurs  tangente  en  M  à  la  méridienne  de  ce  point,  et  de  là 
résulte  évidemment  la  solution  du  problème  :  on  mène  le  plan  méri- 
dien qui  est  perpendiculaire  au  plan  P  et  Ton  détermine  l'intersec- 
tion A  de  ces  deux  plans  ;  on  mène  ensuite  à  la  méridienne  située 
dans  le  même  plan  que  a  les  tangentes  parallèles  à  A.  Les  points  de 
contact  de  ces  tangentes  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents 
demandés.  Il  ne  reste  plus  qu'à  mener  le  plan  tangent  à  la  surface  en 
chacun  de  ces  points. 

On  voit  que  la  solution  revient  à  remplacer  la  surface  par  le  cylindre 
circonscrit  le  long  de  la  méridienne  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
au  plan  P.  On  voit  de  plus  que  cette  solution  suppose  que  l'on  con- 
naisse une  méridienne  de  la  surface.  Toutefois  ceci  n'est  pas  nécessaire 
quand  la  surface  est  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
comme  nous  allons  le  montrer  en  résolvant  le  problème  suivant  : 

381.  Problème. — Mener  à  une  surface  gauche  de  révolution  les  plans 
tangents  parallèles  à  un  plan  donné. 

Appelons  P  le  plan  donné  et  Q  l'un  des  plans  tangents  cherchés. 
Le  plan  Q  coupe  la  surface  suivant  deux  droites  D  et  A  qui  sont 
parallèles  à  deux  génératrices  du  cône  asymptote.  Si  donc  on  coupe  ce 
cône  par  un  plan  parallèle  au  plan  P  mené  par  le  sommet  du  cône, 
on  obtient  deux  droites  Di  et  Ai  qui  sont  respectivement  parallèles  à 
D  et  à  A.  La  question  est  alors  ramenée  à  la  suivante  : 

Trouver  sur  la  surface  gauche  deux  génératrices  respectivement 
parallèles  à  Di  et  à  iii  et  situées  dans  le  même  p/aw. 

Pour  montrer  sur  un  exemple  la  manière  de  procéder,  supposons 
que  l'axe  de  révolution  soit  vertical  et  que  Ton  connaisse,  ce  qui  est 
permis,  une  génératrice  de  front  de  la  surface.  Soient  (oz,  o'z')  l'axe  et 
(fl'f  ffO  la  génératrice.  Le  plan  du  méridien  principal  rencontre  (</,  g') 
en  un  point  à  l'infini,  ce  qui  donne  un  point  à  l'infini  sur  la  méri- 
dienne principale.  Le  plan  tangent  en  ce  point  à  l'infini  passe  par 
{Qi  gf)  et  est  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  principal,  c'est-à- 
dire  au  plan  vertical  ;  il  en  résulte  que  (o<7i,  o'g')  est  une  asymptote 
de  la  méridienne  principale,  par  suite  une  génératrice  du  cône  asymp- 
tote. Celui-ci  a  donc  pour  sommet  le  point  (o,  o')  centre  du  cercle  de 
gorge. 

Cela  posé,  on  peut  toujours  transporter  le  plan  donné  parallèlement 
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à  lui-même  au  sommet  du  cône  asymptote  et  supposer  le  plan  défini 
alors  par  le  sommet  du  cône  asymptote  et  par  une  droite  ;  supposons 
que  cette  droite  soit  la  trace  du  plan  sur  un  plan  horizontal  A'  et  ligii- 
rons  les  circonférences  de  rayons  oc  et  ob,  traces  respectives  du  cône 


asymptote  et  de  la  surface  sur  le  même  plan  horizontal  h'.  Soit  d'ail- 
leurs cd  la  projection  horizontale  de  la  trace  du  plan  donné  sur  le  plan 
horizontal  A'.  La  droite  cd  rencontre  la  circonférence  de  rayon  oc  en  c 
et  en  ij;  il  en  résulte  que  le  plan  menépar  le  sommet  du  cène  asymptote 
parallèlement  au  plan  donné  coupe  le  cône  asymptote  suivant  deux 
droites  projetées  horizontalement  en  oc  et  en  od.  Les  projections 
horizontales  des  génératrices  de  l'hyperboloïde  parallèles  à  ces  deux 
droites  sont  les  tangentes  menées  à  la  projection  horizontale  du  cercle 
de  gorge  parallèlement  à  oc  et  à  od.  Si  alors  on  observe  qu'en  allant 
du  point  C  au  point  0  sur  la  droite  CO  on  se  déplace  du  plan  k'  au 
plan  du  cercle  de  goi^,  on  voit  que  les  génératrices  de  la  surface 
parallèles  à  CO  sont  projetées  horizontalement  en  kk,  et  en  ec,  ; 
pareillement,  les  génératrices  parallèles  à  DO  sont  projetées  horizon- 


302  PLANS    TANGENTS 

talenient  en  //i  et  en  lU.  II  en  résulte  immédiatement  que  pour 
définir  les  plans  tangents  demandés  il  faut  associer  eei  avec  ffi  et  kki 
avec  lli  ;  car  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  h'  doivent  être  paral- 
lèles à  cd.  En  rappelant  les  points  e,  ei,  /",  /i,  etc.  sur  le  plan  vertical, 
on  obtient  les  projections  verticales  des  génératrices  cherchées. 

En  résumé,  les  plans  tangents  cherchés  sont  définis  :  le  premier,  par 
les  deux  droites  (eci,  ef&i)  et  (//,,  f'f'i)  ;  le  deuxième  par  les  doux 
droites  (Mi,  kfki)  et  (//i,  /7',).  Comme  vérification,  leurs  points  de  con- 
tact (m,  m!)  et  (n,  n')  doivent  être  symétriques  par  rapport  au  point 

(0,  0'). 


§  VI.  —  Quelques  problèmes  sur  les  nomuUes  aux  surfaces 

de  révolution. 

382.  Remarques  générales.  —  Les  problèmes  sur  les  normales  aux 
surfaces  de  révolution  sont  généralement  des  conséquences  des  pro- 
blèmes sur  les  plans  tangents.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  pour  mener 
la  normale  en  un  point  on  mène  en  ce  point  la  perpendiculaire  au 
plan  tangent.  Toutefois,  la  propriété  de  la  normale  permet  souvent 
d'éviter  la  construction  du  plan  tangent.  Si  Ton  connaît  en  effet  une 
tangente  en  un  point,  en  menant  par  ce  point  le  plan  perpendiculaire 
à  cette  tangente,  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec  Taxe  donne  un 
second  point  de  la  normale,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  le  joindre  au  premier. 
Pour  pouvoir  appliquer  cette  construction,  il  est,  bien  entendu,  néces- 
saire que  la  tangente  connue  ne  soit  pas  perpendiculaire  à  Taxe. 

Nous  allons  passer  rapidement  en  revue  les  principaux  problèmes  sur 
les  normales. 

383.  Normales  passant  par  un  point  donné.  —  Toutes  les  normales 
rencontrent  Taxe  de  révolution  ;  si  donc  A  est  le  point  donné,  toutes 
les  normales  qui  passent  par  le  point  A  sont  situées  dans  le  plan 
déterminé  par  l'axe  et  par  le  point  A.  Ce  plan  coupe  la  surface  suivant 
une  méridienne,  et  il  est  clair  que  les  normales  demandées  sont  les 
normales  à  cette  méridienne  menées  par  le  point  A.  Par  suite,  si  l'on 
connaît  une  méridienne  de  la  surface,  on  amènera  le  point  A  en  Ai 
dans  le  plan  de  cette  méridienne  par  une  rotation  autour  de  Taxe  ;  du 
point  Al  on  mènera  les  normales  à  la  méridienne  connue  et  l'on  effec- 
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tuera  une  opération  inverse  pour  amener  ces  normales  à  passer  par  le 
point  A. 

On  voit,  d'après  cela,  que  le  problème  n'admet  en  général  qu'un 
nombre  limité  de  solutions.  Toutefois  il  n'en  est  plus  ainsi  quand  le 
point  A  est  sur  Taxe  :  il  y  a  alors  une  inimité  de  normales  situées  sur 
les  cônes  des  normales  relatifs  à  ce  point.  Au  point  A  sur  l'axe  il 
correspond  d'ailleurs  plusieurs  cônes  de  normales  ;  car  on  peut  mener 
du  point  A  plusieurs  normales  à  une  demi-méridienne,  et  à  chacune 
de  ces  normales  il  correspond  un  cône  de  normales  ayant  pour  sommet 
le  point  A. 

384.  Normales  parallèles  à  une  direction  donnée.  —  Ce  problème 
se  déduit  du  précédent  en  supposant  que  le  point  donné  A  s'est  éloi- 
gné à  l'infini  dans  la  direction  donnée.  Pour  le  résoudre,  on  mènera 
donc  le  plan  méridien  parallèle  à  la  direction  donnée  et  les  normales 
à  la  méridienne  correspondante  parallèles  à  la  même  direction. 

Si  la  direction  donnée  est  celle  de  l'axe,  le  problème  est  évidem- 
ment équivalent  à  celui  de  la  détermination  des  points  de  la  méri- 
dienne en  lesquels  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Taxe  (342,  4«). 

Enfin,  quand  la  direction  donnée  est  quelconque,  si  l'on  appelle  P 
un  plan  perpendiculaire  à  cette  direction,  les  points  d'incidence  des 
normales  cherchées  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  paral- 
lèles au  plan  P,  ce  qui  ramène  le  problème  à  un  autre  déjà  résolu  (380) 
et  présentant  d'ailleurs  les  mêmes  difficultés. 

385.  Normales  rencontrant  une  ligne  donnée.  —  Appelons  L  cette 
ligne  donnée.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  problème  est  indéterminé.  Con- 
sidérons en  effet  un  parallèle  quelconque  de  la  surface,  et  soit  S  le 
sommet  du  cône  des  normales  relatif  à  ce  parallèle.  Ce  cône  et  le  cône 
de  même  sommet  qui  a  pour  directrice  la  ligne  L  ont  en  commun  un 
certain  nombre  de  génératrices  (intersection  de  deux  cônes)  qui  sont 
des  normales  remplissant  les  conditions  voulues.  En  faisant  varier  le 
parallèle,  on  en  obtient  ainsi  autant  qu'on  veut,  et  le  lieu  de  leurs 
points  d'incidence  est  une  ligne  tracée  sur  la  surface  de  révolution. 

Lorsque  L  est  une  droite,  le  plan  déterminé  par  le  point  S  et  par 
cette  droite  coupe  le  cône  des  normales  suivant  deux  droites,  de  sorte 
qu'alors  il  y  a  deux  normales  s'appuyant  à  la  fois  sur  la  droite  L  et 
sur  un  parallèle  donné. 
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386.  Points  brillants.  —  Une  application  de  ce  problème  consiste 
dans  la  détermination  des  points  brillants  d'une  surface  de  révolution. 

Supposons  qu'une  telle  surface  soit  éclairée 
par  un  point  lumineux  P  et  soit  vue  d'un 
point  0.  On  appelle  alors  points  ériZZanf*  rela- 
tifs au  point  lumineux  P  et  au  point  de  vue  0, 
les  points  M  tels  que  le  rayon  incident  PM  se 
réfléchisse  suivant  le  rayon  PO  après  avoir 
fait  un  angle  d'incidence  égal  à  l'angle  de 
réflexion,  d'après  la  loi  de  réflexion  de  la  lu- 
mière. Il  suit  de  cette  définition  que  les  nor- 
males à  la  surface  aux  points  brillants  s'ap- 
puient sur  la  droite  PO,  ce  qui  donne  une  propriété  permettant  d'abor- 
der la  recherche  des  points  brillants  sans  cependant  résoudre  cette 
question. 

Le  problème  se  simplifie  si  les  points  P  et  0  sont  à  l'inlini  dans  des 
directions  données  ;  car  alors  la  normale  MN  est  parallèle  à  la  bissec- 
trice de  l'angle  de  ces  deux  directions  et  a,  par  suite,  une  direction 
donnée,  ce  qui  ramène  la  détermination  des  points  brillants  à  une 
question  déjà  résolue  (384). 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  IV 


1.  Une  surface  de  révolution  est  engendrée  par  une  courbe  donnée 
tournant  autour  d*un  axe  quelconque.  Trouver  les  projections  d^un  point 
de  la  surface  et  mener  la  normale  et  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce 
point. 

2.  Mener  à  la  même  surface  de  révolution  les  plans  tangents  passant 
par  un  point  donné  et  ayant  leurs  points  de  contact  sur  le  parallèle  d'un 
point  donné  de  la  génératrice. 

3.  Un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  tourne  autour  d*un  axe  quel- 
conque; trouver  les  contours  apparents  de  la  surface  engendrée. 

4.  Une  droite  quelconque  Â  tourne  autour  d*une  autre  droite  quel- 
conque B.  Déterminer  par  points  et  par  tangentes  le  contour  apparent  sur 
le  plan  horizontal  de  la  surface  engendrée. 
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5.  On  donne  un  cercle  situé  dans  un  plan  de  bout  et  un  axe  vertical 
dans  le  plan  de  profil  du  centre  du  cercle.  (Construire  les  contours  appa- 
rents de  la  surface  engendrée  par  le  cercle  en  tournant  autour  de  l^axe 
vertical. 

6.  Mener  par  une  droite  les  plans  tangents  à  un  paraboloïde  de  révolu- 
tion à  axe  vertical. 

7.  Construire  les  contours  apparents  de  la  surface  de  révolution  engen- 
drée par  un  cercle  situé  dans  un  plan  de  bout  et  tournant  autour  d'un 
axe  vertical  quelconque. 

8.  On  donne  une  droite  de  front  et  une  courbe  située  dans  le  plan  de 
front  de  cette  droite.  Cette  courbe  est  la  génératrice  d'une  surface  de  révo- 
lution autour  de  la  droite  :  mener  à  cette  surface  les  plans  tangents  pas- 
sant par  un  point  donné  et  ayant  leurs  points  de  contact  sur  un  méridien 
défini  par  son  angle  avec  le  plan  de  front  qui  passe  par  Taxe. 

9.  Un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  tourne  autour  d'un  axe  de 
front;  construire  le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  engendrée. 

10.  On  donne  une  génératrice  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe 
vertical.  Mener  à  celte  surface  les  pians  tangents  passant  par  un  point 
donné  et  ayant  leurs  points  de  contact  sur  un  parallèle  donné. 

il.  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  A. 
Trouver  les  contours  apparents  et  la  courbe  de  contact  du  cône  de  som- 
met Â  circonscrit  au  paraboloïde. 

12.  Quel  est  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  d'un  hyperboloïde 
de  révolution  à  une  nappe  qui  a  une  génératrice  verticale  ? 

13.  Une  droite  quelconque  Â  tourne  autour  d'une  droite  quelconque  B; 
mener  à  la  surface  engendrée  les  plans  tangents  qui  passent  par  un  point 
donné  et  qui  ont  leurs  points  de  contact  sur  un  parallèle  donné. 

14.  Construire  les  contours  apparents  de  la  surface  engendrée  par  un 
cercle  situé  dans  un  plan  de  front  et  tournant  autour  d'un  axe  quelconque. 

15.  Une  droite  horizontale  tourne  autour  d'une  droite  de  front;  construire 
les  contours  apparents  de  la  surface  engendrée. 

16 .  Un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  étant  donné,  construire 
son  contour  apparent  sur  un  plan  donné. 
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17.  Une  ellipse  située  dans  le  plan  horizontal  tourne  autour  de  son  grand 
axe.  On  donne  la  trace  horizontale  d'une  droite,  sa  projeclion  horizontale 
et  son  angle  avec  le  plan  horizontal.  Mener  par  la  droite  les  plans  tan- 
gents à  l'ellipsoïde  engendré  par  Tellipse. 

18.  Trouver  les  contours  de  Tombre  propre  d'un  hyperboloïde  de  révolu- 
tion à  une  nappe,  à  axe  vertical,  éclairé  par  un  point  lumineux.  Déterrainer 
les  points  remarquables. 

19.  Déterminer  Tombre  propre  d'une  sphère  éclairée  par  un  point  lumi- 
neux. Trouver  le  rayon  lumineux  qui,  après  réflexion  sur  la  sphère,  est 
vertical. 

20.  On  donne  une  génératrice  principale  d'un  hyperboloïde  de  révolu- 
tion à  axe  vertical;  construire  la  courbe  lieu  des  points  d*incidence  des 
normales  à  cette  surface  qui  rencontrent  la  ligne  de  terre. 

21.  Un  cercle  situé  dans  un  plan  de  front  tourne  autour  d^uné  droite 
située  dans  le  même  plan;  mener  par  un  point  donné  les  normales  à  la 
surface  ainsi  obtenue. 

22.  Mener  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  les  plans 
tangents  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal  et  passant  par  un 
point  donné. 

23.  Cône  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  dont  un 
sommet  est  dans  le  plan  horizontal. 

La  ligne  de  terre  est  dirigée  suivant  le  petit  axe  de  la  feuille,  et  les 
coordonnées  du  centre  de  l'ellipsoïde,  exprimées  en  millimètres,  sont 
—  10,  90,  96.  Le  demi-petit  axe  de  la  méridienne  est  égal  à  53°^°^,  et  les 
coordonnées  du  sommet  du  cône  circonscrit,  exprimées  en  millimètres, 
sont  86,  i90,  58. 

Représenter  l'ellipsoïde  duquel  on  enlève  la  calotte  tournée  du  côté  du 
sommet  du  cône. 

Nota.  —  Quand  nous  définissons  un  point  par  ses  coordonnées,  a,  p,  ï,  en  géo- 
métrie descriptive,  le  premier  de  ces  trois  nombres  doit  être  porté  sur  la  ligne  de 
terre,  à  partir  de  son  milieu,  et  \ers  la  droite  ou  vers  la  gauche,  suivant  qu'il  est 
positif  ou  négatif;  le  second  représente  Téloignement  positif  ou  négatif,  et  le  troi- 
sième, la  cote  positiTe  ou  négative. 

24.  Courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  un  tore  à  axe  vertical. 
Ligne  de  terre  à  3"°^  1/2  au-dessus  du  petit  axe  de  la  feuille;  axe  du  tore 

suivant  le  grand  axe  de  la  feuille. 

Coordonnées  du  centre  du  tore  en  millimètres  :  0,  100,  40.  Le  centre 
du  cercle  générateur  est  à  une  dislance  .4^  l*axe  égale  à  57™",  et  le  rayon  de 
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ce  cercle  est  égal  à  35™*^.  La  direction  des  génératrices  du  cylindre  est 
(d,  8^)  et  est  ainsi  définie  :  S  fait  un  angle  de  38°  avec  la  ligne  de  terre, 
vers  la  droite,  et  8'  un  angle  de  48o,  vers  la  droite  également. 

On  représentera  la  courbe  de  contact  tracée  sur  la  surface  du  tore  sup- 
posée opaque. 


25.*  Une  ellipse  est  située  dans  un  plan  de  bout   PaQ'  faisant  un  angle 
de  53°  avec  le  plan  horizontal  et  tourne  autour  d*un  axe  vertical  (o,  o'z'),  qui 

rencontre  en  o  le  grand  axe  de  la  projection  verti- 
cale. Représenter  la. surface  engendrée  et  Tellipse 
génératrice  en  tenant  compte  des  parties  cachées 
par  la  surface.  Construire,  en  particulier,  les  points 
doubles  de  la  méridienne  et  les  tangentes  en  ces 
points. 

On  prendra  la  ligne  de  terre  à  2^^  au-dessus  du 
petit  axe  de  la  feuille,  et  on  adoptera  les  données 
suivantes  :  Coordonnées  du  point  (o,  o')  :  15"", 
11*°»,  0.  Le  grand  axe  AA'  de  la  projection  hori- 
zontale de  Tellipse  fait  un  angle  de  45<*  avec  la 
ligne  de  terre  et  est  égal  à  12«°».  La  distance  du 
sommet  A  au  foyer  F  esl  égale  à  1«™,  et  la  dis- 
tance du  centre  c  au  point  o  à  2«™.  On  a  enfin    o'a  =  85 


mm 


26.  Trouver  la  méridienne  principale  d'une  surface  de  révolution. 
L*axe  de  révolution  passe  par  les  points 

(a,  o')  ayant  pour  coordonnées  :    a?  =  0,       y  =  10«"»,        a  =  7«™  ; 

0,  fi')  —  -  a?  =  -7,     y  =  iO    ,        3  =  0     . 

La  courbe  qui  décrit  la  surface  est  une  ellipse,  contenue  dans  le  plan 
horizontal  s  =  7"^"".  Sa  projection  horizontale  a  pour  sommets  opposés 
les  points 

a  :  a?  =  0,  y  =  10; 

b  :  a?  =z  6,  y  =  16; 

elle  passe  de  plus  par  le  point    c  :  o;  =  9,  y  =  10. 

On  établira  la  ponctuation  de  la  surface  engendrée,  seulement  en  pro- 
jection verticale. 

Faire  les  constructions  pour  un  point  quelconque,  la  tangente  en  ce 

point,  et  les  points  remarquables. 

(Ecole  normale^  concours  de  1890.) 
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§  I.  —  Le  plan  sécant  passe  par  le  sommet  du  cône  ou  est 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 

387.  Nature  de  la  section  et  manière  de  l'obtenir.  —  La  section  faite 
dans  un  cône  par  un  plan  passant  par  le  sommet  est  un  système  de 
génératrices.  Si,  en  effet,  on  appelle  M  un  point  de  la  section,  la 
droite  qui  joint  ce  point  au  sommet  du  cône  est  une  génératrice  du 
cône  située  dans  le  plan  sécant.  On  voit  de  même  que  la  section  d'un 
cylindre  par  un  plan  parallèle  aux  génératrices  se  compose  d'un  sys- 
tème de  génératrices. 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  section  faite  dans  un  cône  par  un  plan 
passant  par  le  sommet,  ou  la  section  faite  dans  un  cylindre  par  un 
plan  parallèle  aux  génératrices,  on  peut  déterminer  les  points  de  ren- 
contre du  plan  avec  une  ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface  du 
cône  ou  sur  celle  du  cylindre,  par  exemple  avec  la  directrice.  Pour 
cela,  on  peut  faire  passer  une  surface  auxiliaire  convenablement 
choisie  par  la  directrice  du  cône  ou  du  cylindre,  déterminer  Tintersec- 
tion  de  cette  surface  et  du  plan  ainsi  que  les  points  de  rencontre  de 
cette  courbe  avec  la  directrice;  à  chacun  de  ces  points  correspond 
une  génératrice  du  cône  ou  du  cylindre  répondant  à  la  question. 
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Pratiquement,  il  est  préférable  de  se  servir  d'une  courbe  plane 
obtenue  en  coupant  le  cône  ou  le  cylindre  ainsi  que  le  plan  sécant  par 
un  plan  auxiliaire.  Ce  plan  auxiliaire  coupe  le  cône  ou  le  cylindre 
suivant  une  courbe  que  nous  apprendrons  à  construire  (394)  ;  il  coupe 
le  plan  donné  suivant  une  droite,  et  les  génératrices  du  cône  ou  du 
cylindre  qui  passent  par  les  points  communs  à  la  courbe  et  à  la  droite 
sont  les  génératrices  cherchées. 

Le  problème  se  simplifie  quand  la  directrice  du  cône  ou  du  cylindre 
est  une  courbe  plane.  Dans  ce  cas,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  on  prend 
le  plan  de  la  directrice  ou  base  comme  plan  auxiliaire,  et  Ton  procède 
de  la  manière  suivante  : 

On  détermine  la  trace  du  plan  donné  sur  le  plan  de  base,  ainsi  que 
les  points  de  rencontre  de  cette  droite  et  de  la  base.  Les  génératrices  de 
la  surface  qui  passent  par  ces  points  sont  les  génératrices  cherchées. 

388.  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  surface  conique.  — 

La  détermination  de  ces  points  est  une  application  immédiate  du  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre.  Si  Ton  mène  en  effet  le  plan 
déterminé  par  la  droite  et  par  le  sommet  du  cône,  ce  plan  coupe  le 
cône  suivant  des  génératrices  dont  les  points  de  rencontre  avec  la 
droite  sont  les  points  cherchés. 

389.  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  surface  cylindrique. 

—  On  les  obtient  en  menant  par  la  droite  le  plan  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre.  Ce  plan  coupe  le  cylindre  suivant  des  génératrices 
dont  les  points  de  rencontre  avec  la  droite  sont  les  points  demandés. 

390.  Exemple.  ~  La  base  d'un  cône  située  dans  un  plan  donné  a 
pour  projection  horizontale  un  cercle.  Trouver  les  points  de  rencontre 
de  ce  cône  et  d'une  droite^  connaissant  les  projections  du  sommet  du 
cône  et  celles  de  la  droite. 

Soient  (5,  s')  le  sommet  du  cône  et  (cf,  d')  la  droite  donnée.  Sup- 
posons que  la  base  du  cône  soit  dans  un  plan  défini  par  une  horizon- 
tale {oa^  o'a')  et  par  une  ligne  de  front  (06,  o'b')  ;  soit  d'ailleurs  <x  le 
centre  du  cercle  projection  horizontale  de  la  base  du  cône. 

La  droite  (d,  </')  et  le  point  (*,  ^)  définissent  un  plan.  Cherchons 
la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  base  du  cône.  Nous  en  aurons  un 
point  en  cherchant  l'intersection  de  la  droite  (d,  d')  avec  le  plan  de 
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base  ;  cette  intersection  (c,  d)  a  été  obtenue,  dans  Tépure,  au  moyen 
du  plan  de  bout  dV  qui  projette  verticalement  la  droite  [d^d'). 
D'autre  part,  la  parallèle  (*/*,  s'f)  à  (rf,  d')  menée  par  le  sommet  du 
cône  coupe  lé  plan  de  base  au  point  (/*,  f)  ;  ce  point  (/*,  f)  a  été 
obtenu  en  coupant  le  plan  de  base  par  le  plan  de  bout  ^d  parallèle  au 
plan  de  bout  a'b\  ce  qui  a  donné  une  droite  (e^  éf)  parallèle  à 
[ab^  a'b')  et  rencontrant  («e,  s!e!)  au  point  (/*,  f).  Il  suit  de  là  que  le 


plan  déterminé  par  la  droite  et  par  le  sommet  du  cône  coupe  le  plan 
de  base  du  cône  suivant  la  droite  (c/*,  c'f).  La  projection  horizontale 
de  cette  droite  rencontre  la  projection  horizontale  de  la  base  aux 
points  p  et  q^  qui  sont  rappelés  verticalement  en  p'  et  en  ç'.  Le 
plan  déterminé  par  la  droite  et  par  le  sommet  du  cône  coupe  donc  le 
cône  suivant  les  deux  génératrices  {sp^  s'p'),  \,sq^  s'q')^  qui  renconti'ent 
la  droite  (d,  rf')  aux  points  cherchés  (wi,  m')  et  (n,  n'). 
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391.  Remarque.  —  Nous  avons  vu  que  la  détermination  des  points 
d'une  surface  qui  ont  une  projection  horizontale  ou  verticale  donnée,  se 
ramène  à  celle  des  points  de  rencontre  de  la  surface  avec  une  verticale 
ou  avec  une  ligne  de  bout.  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  est  un 
cône  ou  un  cylindre,  on  pourra  donc  appliquer  la  méthode  indiquée 
aux  numéros  388  et  389.  Par  conséquent,  dans  le  cas  d'un  cône  ou 
d'un  cylindre  de  révolution,  il  y  aura  avantage  à  substituer  cette 
méthode  à  celle  dont  on  a  fait  usage  au  n»  268. 


392.  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  quadrique  de  révolu- 
tion définie  par  sa  méridienne.  —  Il  y  a  deux  cas  à  examiner,  suivant 
que  la  droite  rencontre  ou  ne  rencontre  pas  l'axe  de  révolution. 
Dans  le  premier  cas,  on  opère  comme  pour  une  *irface  de  révo- 


lution quelconque,  en  amenant  la  droite  dans  le  plan  de  la   méri- 
dienne connue  par  une  rotation  autour  de  1  axe  (278). 
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Dans  le  secoDd  cas,  on  peut  ramener  le  problème  à  celui  qui  a  été 
résolu  au  n^  388.  Supposons  en  effet  que  la  surface  soit  un  ellipsoïde 
de  révolution  aplati  à  axe  vertical  (02,  oV)  et  imaginons  le  plan  de 
bout  mené  par  la  droite  donnée  (d,  d!).  Ce  plan  coupe  la  surface  sui- 
vant une  conique  projetée  verticalement  en  h'l\  et  les  points  cherchés 
sont  les  points  communs  à  cette  conique  et  à  la  droite.  Mais  si  Ton 
considère  cette  conique  comme  la  base  d  un  cône  de  sommet  donné, 
on  peut  dire  aussi  que  les  points  cherchés  sont  les  points  de  rencontre 
de  ce  cône  et  de  la  droite.  Cela  posé,  considérons  un  parallèle  quel- 
conque [aby  a'b')  de  la  surface,  et  menons  les  droites  dV  et  b'h!  qui  se 
coupent  en  *'.  Comme  on  peut  disposer  du  parallèle  (aé,  a'6'),  on 
peut  toujours  le  choisir  de  façon  que  le  point  /  soit  dans  les  limites 
du  dessin.  Supposons  que  le  point  «'  soit  la  projection  verticale  d'un 
point  (j,  s!)  situé  dans  le  plan  du  méridien  principal,  et  prenons  le 
point  («,  s!)  comme  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  le  parallèle 
(aé,  a!b').  Ce  cône  et  Tellipsoïde  ayant  en  commun  une  courbe  plane, 
se  coupent  suivant  le  parallèle  (a6,  alb")  et  suivant  une  deuxième 
courbe  plane  qui  passe  parles  points  (A,  h')  et  ({,  f).  Mais  le  plan  du 
méridien  principal  est  un  plan  de  symétrie  commun  à  Tellipsoïde  et 
au  cône,  de  sorte  que  l'intersection  des  deux  surfaces  se  projette  sur 
ce  plan  suivant  une  conique,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  projection 
verticale  de  cette  intersection  est  une  conique.  Or  a'b'  fait  partie  de 
cette  projection  verticale  ;  donc  l'intersection  de  rellipsoïde  et  du  cône 
est  projetée  verticalement  suivant  deux  droites  dont  Tune  est  a'b'^  et 
dont  l'autre  est,  par  suite,  nécessairement  h' t.  Il  en  résulte  que  le  plan 
de  la  deuxième  courbe  commune  à  l'ellipsoïde  et  au  cône  est  le  plan 
de  bout  mené  par  d'.  Et  comme  cette  courbe  contient  les  points 
cherchés,  ainsi  qu'on  l'a  vu  en  commençant,  on  voit  que  la  détermi- 
nation de  ces  points  se  ramène  à  celle  des  points  de  rencontre  de 
(rf,  dU)  et  du  cône  de  sommet  [s,  sf).  Le  plan  mené  par  (d,  d')  et  par 
(5,  y)  coupe  le  plan  de  base  du  cône  suivant  une  droite  projetée  hori- 
zontalement en  pqi  la  droite  pq  rencontre  le  cercle  ab  en  deux 
points  f  et  g  auxquels  correspondent  deux  génératrices  du  cône  pro- 
jetées horizontalement  en  fs%  et  en  gs^.  Les  points  de  rencontre  de  la 
droite  (d,  d')  et  du  cône,  c  est-à-dire  aussi  les  points  de  rencontre  de 
la  droite  (d,  d')  et  de  l'ellipsoïde,  sont  donc  projetés  en   («,  a')  et  en 
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393.  Points  de  rencontre  d*une  surface  gauche  de  révolution  et 
d*une  droite  rencontrant  Taxe  de  la  surface.  —  Si  l'on  fait  tourner  la 
droite  autour  de  Taxe  de  la  surface  de  révolution,  elle  engendre  un 
cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  et  de  Taxe.  Ce  cône  et  la  surface  gauche  ont  des  parallèles 
communs  dont  les  points  de  rencontre  avec  la  droite  sont  les  points 
cherchés.  Mais  pour  trouver  ces  parallèles  communs  il  suffit  de  trouver 
les  points  de  rencontre  du  cône  avec  une  génératrice  de  la  surface 
gauche.  Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la  détermination  des  points 
de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  surface  conique. 


Dans  répure  ci-dessus,  la  surface  gauche  est  engendrée  par  la  révo- 
lution de  la  droite  [cg^  dg')  autour  de  l'axe  vertical  (oz,  o'z').  La 
droite  dont  on  cherche  les  points  de  rencontre  avec  la  surface  gauche 
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est  projetée  en  {sa,  s'a'),  et  on  a  pris  comme  base  du  cône  engendré 
par  cette  droite*  en  tournant  autour  de  (oz,  o'z')  sa  trace  sur  le  plan 
horizontal  b'da'.  Le  plan  mené  par  le  sommet  de  ce  cône  et  par  la 
droite  {cg,  c'g')  est  déterminé  par  [cg,  c'g')  et  par  la  parallèle  à  cette 
droite  menée  par  (s,  s').  Il  coupe  le  plan  de  base  du  cône  suivant  la 
droite  [bc,  b'c'),  qui  rencontre  la  base  du  cône  en  deux  points  pro- 
jetés horizontalement  en  d  et  en  e,  auxquels  correspondent  deux 
génératrices  du  cône  projetées  en  se  et  en  sd.  On  obtient  ainsi  en 
(A  f)  ®^  6n  {g,  g')  les  points  de  rencontre  du  cône  avec  [cg,  c'g'),  et 
on  en  déduit  les  projections  verticales  f'm!  et  g'p'  des  parallèles  com- 
muns à  la  surface  gauche  et  au  cône.  Ces  projections  verticales  ren- 
contrent s'a'  aux  points  m'  et  p',  qui  sont  les  projections  verticales 
des  points  communs  à  la  surface  gauche  et  à  la  droite  {sa,  s'a')  ;  on  en 
déduit  les  projections  horizontales  m  ci  p  par  des  lignes  de  rappel. 

§  II.  —  Le  plan  sécant  est  quelconque. 

39Ï.   Détermination  d*un  point  quelconque  de  la  section.   —   La 

méthode  générale  à  employer  pour  déterminer  un  point  quelconque 
d'une  section  plane  d'un  cône  ou  d'un  cylindre,  consiste  à  chercher  le 
point  de  rencontre  d'une  génératrice  quelconque  de  la  surface  avec  le 
plan  sécant.  Pour  procéder  méthodiquement,  on  suppose  qu'un  point 
mobile  décrive  une  fois  seulement,  et  dans  un  sens  déterminé,  la  direc- 
trice plane  ou  gauche  de  la  surface  ;  on  mène  la  génératrice  de  la  sur- 
face qui  passe  par  ce  point  mobile  et  l'on  détermine  le  point  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  le  plan  sécant.  On  joint  enfin  les 
points  dans  l'ordre  oii  ils  ont  été  obtenus  et  on  obtient  ainsi  la  section 
demandée. 

Lorsque  la  directrice  est  plane,  voici  comment  il  convient  de  faire  les 
constructions  : 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  surface  soit  un  cône  et  appe- 
lons S  le  sommet  de  ce  cône,  P  le  plan  de  sa  base  et  Q  le  plan  sécant  ; 
soit  d'ailleurs  D  l'intersection  de  ces  deux  plans.  Rien  n'empêche  de 
supposer  que  l'on  connaisse  par  exemple  les  projections  horizontales 
du  point  S,  de  la  base  du  cône  et  de  la  droite  D  ;  de  sorte  que  toutes 
les  constructions  seront  indiquées  dans  l'espace  et  exécutées  en  pro- 
jection horizontale.  Les  constructions  en  projection  verticale  s'en  dédui- 
ront alors  avec  la  plus  grande  facilité. 
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Cela  posé,  pour  obtenir  le  point  de  rencontre  d'une  génératrice  SA 
du  cône  avec  le  plan  Q,  il  faut  couper  par  un  plan*auxiliaire  mené 
par  SA.  Ce  plan  auxiliaire  étant  assujetti  à  la  seule  condition  de  passer 
par  SA,  qui  est  mobile,  on  peut  l'assujettir  à  une  autre  condition.  Il  y 
a  avantage  à  le  faire  passer  par  une  droite  fixe  menée  par  le  sommet 
du  cône.  Si  nous  déterminons  alors  les  traces  2  et  Si  de  cette  droite 


sur  les  plans  respectifs  P  et  Q,  dès  que  le  point  A  est  donné  sur  la  base, 
on  connaît  la  trace  SA  du  plan  auxiliaire  sur  le  plan  de  cette  base. 
Soit  (sa  la  projection  horizontale  de  SA  ;  elle  coupe  d  en  un  point  b 
qui  est  évidemment  la  projection  horizontale  du  point  d'intersection 
B  de  SA  et  de  D.  Il  en  résulte  que  le  plan  auxiliaire  coupe  le  plan  Q 
suivant  une  droite  SiB  projetée  horizontalement  en  cti6  ;  celleKîi  ren- 
contre sa  en  un  point  m,  qui  est  la  projection  horizontale  d'un  point 
de  la  section.  On  en  déduit  la  projection  verticale  par  des  lignes  de 
rappel. 
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On  voit,  d'après  cela,  l'ayantage  qu'il  y  a  à  suivre  la  méthode  que 
nous  venons  d'indiquer.  Ajoutons  que  si  la  surface  est  un  cylindre,  la 
ligne  arbitraire  SS  devient  une  droite  arbitraire  parallèle  aux  généra- 
trices de  ce  cylindre  et,  pour  le  reste,  il  n'y  a  rien  à  changer  aux  déve- 
loppements qui  précèdent. 

395.  Points  sur  les  contours  apparents.  —  On  les  obtient  en  prenant 
les  points  de  rencontre  du  plan  sécant  avec  les  génératrices  de  contour 
apparent.  En  ces  points  les  projections  de  la  section  sont  tangentes  au 
contour  apparent  sur  le  plan  de  projection  de  même  nom. 

396.  Points  à  rinllnl.  —  Pour  qu'un  point  de  la  section  s'éloigne 
indéfiniment,  il  faut  que  la  génératrice  correspondante  devienne 
parallèle  au  plan  sécant  ou  s'éloigne  indéfiniment.  D'après  cela  : 

l®  La  surface  est  un  cylindre.  —  Si  alors  une  génératrice  est  paral- 
lèle au  plan  sécant,  celui-ci  coupe  la  surface  suivant  des  génératrices 
et  on  retombe  sur  un  problème  déjà  traité  (387). 

Si  le  cylindre  a  des  génératrices  à  l'infini,  le  point  de  rencontre  de 
chacune  de  ces  génératrices  avec  le  plan  sécant  donne  un  point  à  l'in- 
fini. La  direction  de  ce  point  à  l'infini  est  donc  l'intersection  du  plan 
sécant  avec  un  plan  quelconque  passant  par  la  génératrice  à  l'infini. 
Par  exemple,  si  le  cylindre  est  un  cylindre  parabolique  du  second 
degré,  la  direction  du  point  à  l'infini  est  l'intersection  du  plan  sécant 
avec  un  plan  diamétral  quelconque  ;  si  le  cylindre  est  un  cylindre  du 
second  degré  à  base  hyperbolique,  la  direction  d'un  point  à  l'inlini  est 
l'intersection  d'un  plan  asymptote  avec  le  plan  sécant,  etc. 

iP  La  surface  est  un  cône.  —  Dans  ce  cas,  toutes  les  génératrices 
passant  par  le  sommet  du  cône,  qui  est  à  distance  finie,  il  ne  peut  y 
avoir  de  génératrices  à  l'infini  ;  de  sorte  qu'il  n'y  a  de  points  à  l'infini 
que  s'il  existe  des  génératrices  du  cône  parallèles  au  plan  sécant.  Pour 
obtenir  ces  génératrices,  on  coupe  le  cône  par  le  plan  mené  par  le 
sommet  parallèlement  au  plan  sécant.  Chacune  des  génératrices  obte- 
nues donne  la  direction  d'un  point  à  l'infini. 

397.  Tangente  en  un  point.  —  La  tangente  en  un  point  est  Tintei^sec- 
tion  du  plan  sécant  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point. 
Gomme  on  connaît  déjà  un  point  de  l'intersection,  le  point  de  contact, 
il  suiHit  d'en  déterminer  un  second.  Pour  cela,  il  v  a  avantage  à  cou- 
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per  le  plan  tangent  et  le  plan  sécant  par  un  plan  auxiliaire  passant  par 
le  sommet  du  cône. 

398.  As>inptotes.  —  Quand  un  point  s'éloigne  indéfiniment  sur  la 
section,  la  tangente  en  ce  point  a  pour  limite  Tasymptote  correspon- 
dante. On  obtient  donc  l'asymptote  qui  correspond  à  un  point  à  l*infini 
en  déterminant  Tintersectiondu  plan  sécant  avec  le  plan  tangent  en  ce 
point  à  l'infini,  c'est-à-dire  avec  le  plan  tangent  suivant  la  génératrice 
(|ui  passe  par  ce  point  à  l'infini. 

Lorsque  la  surface  est  un  cône,  l'asymptote  peut  être  à  l'infini  quand 
les  deux  plans  qui  la  fournissent  sont  parallèles  ;  la  section  présente 
alors  une  branche  parabolique. 

Quand  la  surface  est  un  cylindre,  l'asymptote  est  à  Tinfini  quand  le 
plan  tangent  au  cylindre  est  lui-même  à  l'infini  :  il  est  inutile  en  effet 
de  parler  du  cas  où  le  plan  sécant  est  parallèle  au  plan  asymptote, 
parce  que,  s'il  en  était  ainsi,  comme  celui-ci  est  parallèle  aux  généra- 
trices, le  plan  sécant  serait  lui-même  parallèle  aux  génératrices,  et 
nous  ne  nous  occupons  pas  actuellement  de  l'examen  de  ce  cas. 

399.  Plans  limites.  —  Supposons  que  la  directrice  soit  une  courbe 
plane.  Si  A  est  un  point  de  la  directrice,  pour  avoir  le  point  de  ren- 
contre de  la  génératrice  SA  avec  le  plan  sécant,  nous  avons  coupé  (394) 
par  le  plan  auxiliaire  ASS  dont  l'intersection  avec  le  plan  de  la  direc- 
trice est  la  droite  SA,  projetée  horizontalement  en  aa.  Cette  droite  SA 
coupe  en  général  la  base  de  la  surface  en  plusieurs  points.  Quand  elle 
est  tangente  à  la  base,  le  plan  auxiliaire  correspondant,  c'est-à-dire  le 
plan  ASS,  s'appelle  un  plan  limite.  Comme  on  le  voit,  les  plans 
limites  sont  variables  avec  la  droite  SS  et  ne  sont  autre  chose  que  les 
plans,  tangents  à  la  surface  menés  par  cette  ligne.  Il  en  résulte  que  leurs 
intersections  avec  le  plan  sécant  sont  tangentes  à  la  section  aux  points 
correspondants.  Dans  l'épure  du  n^  394,  le  point  n  a  été  déterminé  au 
moyen  d'un  plan  limite. 

400.  Tangentes  à  la  section  par  un  point  du  plan  sécant.  —  Comme 
toute  tangente  se  trouve  dans  un  plan  tangent,  les  tangentes  deman- 
dées sont  les  droites  d'intersection  du  plan  sécant  avec  les  plans  tan- 
gents à  la  surface  passant  par  le  point  considéré. 
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401.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  du  plan  sécaut. 

—  Elles  sont  évidemment  à  rintersection  du  plan  sécant  avec  les  plans 
tangents  parallèles  à  la  direction  donnée. 

402.  Points  le  plus  ù.  droite  et  le  plus  ;\  gauche.  —  On  appelle 
ainsi  les  points  de  la  section  où  les  projections  de  la  tangente  sont  per- 
pendiculaires à  la  ligne  de  terre.  Mais  alors  les  tangentes  à  la  section 
sont  dans  un  plan  de  profil,  c'est-à-dire  sont  parallèles  à  l'intersection 
du  plan  sécant  avec  un  plan  de  profil  quelconque.  La  détermination 
des  points  le  plus  à  droite  et  le  plus  à  gauche  n'est  donc  qu'un  cas 
particulier  du  problème  précédent  (401). 

403.  Points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas.  —  Ce  sont  les  points  en 
lesquels  les  tangentes,  en  projection,  sont  parallèles  à  la  ligne  déterre. 
En  projection  verticale,  ce  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 
horizontales,  c'est-à-dire  des  tangentes  parallèles  aux  horizontales  du 
plan  sécant.  En  projection  horizontale,  ce  sont  les  points  de  contact 
dos  tangentes  parallèles  aux  lignes  de  front  du  plan  sécant. 

La  détermination  des  points  les  plus  hauts  et  des  points  les  plus 
bas  est  donc  encore  une  application  du  problème  traité  plus  haut  (401). 

404.  Grandeur  d'une  section  plane.  —  On  détermine  la  grandeur 
d'une  section  plane  au  moyen  d'un  rabattement  sur  un  plan  horizon- 
tal  ou  sur  un  plan  de  front. 


§  in.  —  Sections  planes  des  cônes  ou  des  cylindres 

du  second  degré. 

* 

405.  Nature  d'une  section  plane.  —  Toute  section  plane  d'un  cône 
ou  d'un  cylindre  du  second  degré  étant  une  courbe  du  second  degré, 
on  en  aura  la  nature  d'après  le  nombre  des  points  à  l'infini.  La  section 
est  une  ellipse  si  elle  n'a  pas  de  points  à  l'infini  ;  c'est  une  hyperbole 
si  elle  a  deux  points  à  l'infini  ;  c'est  enfin  une  parabole  si  elle  n'a 
qu'un  point  à  l'infini,  ou  plutôt,  si  les  deux  points  à  l'infini  sont  con- 
fondus. 

Lorsque  la  surface  est  un  cylindre  et  que  le  plan  sécant  n'est  pas 
parallèle  aux  génératrices,  la  section  est,  d'après  cela  : 
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une  ellipse  si  le  cylindre  est  elliptique  ; 

une  hyperbole  si  le  cylindre  est  hyperbolique  ; 

une  parabole  si  le  cylindre  est  parabolique. 

Quand  la  surface  est  un  cône  et  que  le  plan  sécant  ne  passe  pas  par 
le  sommet,  en  menant  par  ce  point  le  plan  parallèle  au  plan  sécant, 
pour  avoir  les  points  à  Tinfini  de  la  section  (396),  on  voit  que  la  sec- 
tion est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  suivant  que  ce 
nouveau  plan  ne  coupe  pas  le  cône,  le  coupe  suivant  deux  génératrices 
ou  lui  est  tangent. 

406.  Sommets  d*une  section  hyperbolique.  —  Lorsque  la  section  est 
une  hyperbole,  il  est  aisé  de  déterminer  soit  les  sommets  de  la  courbe 
dans  l'espace,  soit  les  sommets  de  Tune  quelconque  de  ses  projections. 

Sommets  dans  l'espace.  —  On  détermine  d'abord  les  asymptotes  de 
la  section  (398)  et  on  les  rabat  sur  un  plan  horizontal  ou  sur  un  plan 
de  front.  On  mène  ensuite,  dans  le  rabattement,  la  bissectrice  de 
Tangle  des  asymptotes  qui  comprend  la  courbe,  ce  qui  donne  le  rabat- 
tement de  Taxe  transverse  de  la  section.  On  relève  enfin  cette  droite 
et  Ton  détermine  ses  points  de  rencontre  avec  la  surface  (388  et  389), 
ce  qui  donne  les  sommets  de  la  section. 

On  peut  procéder  autrement  :  on  peut  mener  une  perpendiculaire 
au  rabattement  de  Taxe,  relever  cette  droite  et  mener  les  tangentes  à 
la  section  qui  lui  sont  parallèles  (401).  On  obtient  ainsi  en  même 
temps  que  les  sommets,  les  tangentes  en  chacun  de  ces  points. 

Sommets  en  projection.  —  Soit  par  exemple  à  déterminer  les  som- 
mets de  la  projection  horizontale.  Pour  cela,  on  commence  d'abord 
par  déterminer  les  asymptotes  dont  les  projections  horizontales  sont 
les  asymptotes  de  la  projection  horizontale.  On  mène  ensuite  la  bissec- 
trice de  l'angle  de  ces  projections  horizontales  qui  comprend  la  pro- 
jection horizontale  de  la  courbe,  ce  qui  donne  Taxe  transverse  de  cette 
projection  horizontale.  On  cherche  enfin  la  droite  du  plan  sécant  pro- 
jetée horizontalement  suivant  cet  axe  et  on  en  détermine  les  points  de 
rencontre  avec  la  surface  :  les  projections  horizontales  de  ces  points 
sont  les  sommets  de  la  projection  horizontale. 

Ici  aussi  on  peut  procéder  autrement  :  on  peut  mener  la  perpendi- 
culaire à  Taxe  transverse  de  la  projection  horizontale,  chercher  la  droite 
du  plan  projetée  horizontalement  suivant  cette  perpendiculaire  et  me- 
ner enfin  à  la  section  les  tangentes  parallèles  à  cette  droite  du  plan. 
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On  peut  déterminer  d'une  manière  analogue  les  axes  et  les  sommets 
de  la  projection  verticale. 

407.  Sommet  et  axe  d'une  section  parabolique.  —  Nous  examine- 
rons encore  deux  cas,  suivant  qu'il  s'agit  de  la  section  dans  l'espace  ou 
de  l'une  quelconque  de  ses  projections. 

Sommet  et  axe  dans  l'espace.  —  La  direction  de  l'axe  étant  la  direc- 
tion du  point  à  l'infini,  on  commence  par  déterminer  la  direction  de 
ce  point  (396).  On  détermine  ensuite  la  direction  perpendiculaire  au 
moyen  de  deux  opérations  consécutives  :  un  rabattement  et  un  relève- 
ment. On  mène  enfin  à  la  section  la  tangente  parallèle  à  cette  direction, 
ce  qui  donne  la  tangente  au  sommet.  Le  point  de  contact  de  cette  tan- 
gente est  le  sommet,  et  l'on  obtient  l'axe  en  menant  par  le  sommet  la 
parallèle  à  la  direction  du  point  à  l'infini. 

Sommet  et  axe  en  projection.  —  Soit  par  exemple  à  déterminer  le 
sommet  et  l'axe  de  la  projection  horizontale.  On  mène  la  perpendicu- 
laire 0  à  la  direction  du  point  à  l'infini  en  projection  horizontale,  on 
construit  la  droite  A  du  plan  sécant  projetée  horizontalement  en  8,  et 
l'on  mène  à  la  section  la  tangente  parallèle  à  a.  La  projection  horizon- 
tale du  point  de  contact  de  cette  tangente  donne  le  sommet  de  la  pro- 
jection horizontale,  et  l'on  en  déduit  l'axe  en  menant  par  ce  point  la 
parallèle  à  la  direction  du  point  à  l'infini. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  obtenir  le  sommet  et 
l'axe  de  la  projection  verticale. 

408.  Sommets  d'une  section  elliptique.  —  Pour  déterminer  les  som- 
mets et  les  axes  d'une  section  elliptique,  on  commence  d'abord  par 
déterminer  deux  diamètres  conjugués  et  l'on  £st  ainsi  ramené  à  un 
problème  classique  :  construire  les  axes  (Tune  ellipse  connaissant  deux 
diamètres  conjugués  en  grandeur  et  position.  Tout  se  réduit  donc  à  la 
construction  de  deux  diamètres  conjugués.  Il  y  a  d'ailleurs  encore  deux 
cas  à  examiner,  suivant  que  l'on  veut  déterminer  les  sommets  ou  deux 
diamètres  conjugués  dans  l'espace  ou  en  projection. 

Construction  de  deux  diamètres  conjugués  dans  Vespace.  —  On  mène 
à  la  section  :  1<>  les  tangentes  parallèles  à  une  direction  du  plan 
sécant  ;  ^  les  tangentes  parallèles  au  diamètre  qui  passe  par  les  points 
de  contact  des  deux  premières.  Ce  diamètre  et  celui  qui  joint  les 

ANTOMARI.  —  GiOM.  OESCR.  21 


322  SECTIONS    PLANES   DES    SURFACES 

points  de  contact  de  deux  tangentes  qui  lui  sont  parallèles  forment  un 
système  de  deux  diamètres  conjugués.  Par  deux  opérations  consécu- 
tives, un  rabattement  et  un  relèvement,  on  en  déduit  alors  les  axes  et 
les  sommets. 

Construction  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  projection.  —  Soit, 
par  exemple,  à  construire  deux  diamètres  conjugués  de  la  projection 
horizontale.  Pour  cela,  rappelons  que  la  propriété  de  deux  diamètres 
d'être  conjugués,  est  une  propriété  projective.  Il  en  résulte  que  deux 
diamètres  conjugués  dans  l'espace  se  projettent  horizontalement  sui- 
vant deux  diamètres  conjugués  de  la  projection  horizontale.  Dès  lors 
on  est  ramené  au  premier  cas  examiné. 

On  opérerait  de  même  pour  la  projection  verticale. 


§  IV.  —  Exemples  de  sections  planes  de  cônes  ou  de  cylindres. 

409.  Exemple  I.  —  On  coupe  un  cylindre  à  base  circulaire  reposant 
•sur  le  plan  horizontal  par  un  plan  PaQ'  ;  déterminer  les  points  les  plus 
hauts  et  les  plus  bas  ainsi  que  les  points  le  plus  à  droite  et  le  plus  à 
gauche  de  la  section. 

Supposons  que  les  génératrices  du  cylindre  soient  de  front.  Les 
points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas  en  projection  horizontale  sont  alors 
confondus  avec  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal.  On  les  a 
obtenus  en  cherchant  les  points  de  rencontre  des  génératrices  de  con- 
tour apparent  horizontal  avec  le  plan  sécant,  au  moyen  des  plans  de 
front  qui  passent  par  ces  génératrices  :  ce  sont,  sur  Tépure,  les  points 
<7,  q')  et  (r,  r'). 

Cherchons  maintenant  les  points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas  en 
projection  verticale.  Les  tangentes  en  ces  points  étant  horizontales,  il 
faudra  (403)  mener  au  cylindre  les  plans  tangents  parallèles  à  la  trace 
horizontale  du  plan  sécant.  Ces  plans  tangents  coupent  la  base  du 
cylindre  suivant  des  tangentes  parallèles  à  aP  ;  soient  a  et  ô  les  points 
de  contact  de  ces  tangentes.  Les  génératrices  du  cylindre  qui  passent 
par  les  points  (a,  a')  et  (6,  b")  coupent  le  plan  sécant  aux  points  (c,  c') 
et  ((f,  c{%  qui  sont  les  points  demandés.  En  c  et  en  gC  les  tangentes  à 
la  projection  horizontale  n'ont  pas  été  figurées  sur  l'épure,  mais  elles 
sont  parallèles  à  Pa. 
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Cherchons  enfin  les  points  le  plus  à  droite  et  le  plus  à  gauche.  Il 
faut  pour  cela  (402j  mener  au  cylindre  les  plans  tangents  parallèles 
à  l'intersection  du  plan  sécant  avec  un  plan  de  profil.  Si  Ton  prend, 
par  exemple,  le  plan  de  profil  qui  passe  par  (g,  «'),  la  droite  ainsi  obte- 
nue a  pour  trace  horizontale  (A,  h).  D'autre  part,  la  parallèle  menée 
par  (e,  é)  aux  ^^génératrices  du  cylindre  a  pour  trace  horizontale  le 


point  (/,  f),  La  trace  horizontale  du  plan  de  ces  deux  droites  étant  hf^ 
les  plans  tangents  cherchés  coupent  la  base  du  cylindre  suivant  deux 
tangentes  parallèles  à  hf.  Si  9  et  /;  sont  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes,  les  génératrices  du  cylindre  qui  passent  par  les  points  {g^  g') 
et  (A:,  A/)  coupent  le  plan  sécant  aux  points  demandés,  (iw,  rn!)  et  (n,  n'). 
Les  diamètres  (/p,  l'p')  et  (yr,  yV;  sont  évidemment  deux  diamètres 
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conjugués  de  la  section  ;  de  sorte  qu'on  pourrait  déterminer  facilement 
soit  les  axes  de  cette  section,  soit  les  axes  de  ses  deux  projections  (408). 
Dans  répure,  on  a  représenté  la  section  tracée  sur  le  cylindre  sup- 
posé plein  et  limité  à  deux  plans  horizontaux  dont  Tun  est  le  plan 
horizontal  de  projection. 

410.  Exemple  II. —  Un  plan  PaQ'  coupe  un  cône  de  révolution  à  axe 
vertical  suivant  une  hypjsrbole;  déterminer  les  asymptotes  de  cette 
hyperbole^  ses  axes  et  sa  grandeur. 

Soit  (^,  s!)  le  sommet  du  cône.  Le  plan  PiotiQl  mené  par  ce  point 
parallèlement  au  plan  sécant  coupe  la  base  du  cône  en  deux  points  a 
et  b  et,  par  suite,  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices  (^a,  si  a'} 
et  (*6,  ^6%  qui  sont  les  directions  asymptotiques  de  la  section.  Les 
asymptotes  elles-mêmes  sont  les  intersections  du  plan  sécant  avec  les 
plans  tangents  au  cône  aux  points  à  Tinfini  sur  ces  génératrices, 
c'est-à-dire  avec  les  plans  tangents  au  cône  suivant  ces  mêmes  géné- 
ratrices. Les  traces  horizontales  de  ces  plans  tangents  coupant  Pa  aux 
points  respectifs  (c,  c')  et  (rf,  d'),  en  menant  par  ces  points  les  paral- 
lèles aux  directions  asymptotiques  on  a  les  asymptotes  de  la  section, 
dont  le  centre  est  d'ailleurs  au  point  de  rencontre  (o,  o')  des  asymp- 
totes. 

Pour  trouver  les  axes  et  la  grandeur  de  la  section,  rabattons-la  sur 
le  plan  de  front  qui  passe  par  l'axe  du  cône,  en  faisant  tourner  le  plan 
sécant  autour  de  la  ligne  de  front  (a/*,  (t/O-  Si  O'j  est  le  rabattement 
du  point  (o,  0%  on  obtient  le  rabattement  des  asymptotes  en  joignant 
le  point  O'i  aux  points  de  rencontre  de  la  projection  verticale  de  la 
charnière  avec  les  projections  verticales  des  asymptotes  :  c'est  ainsi 
qu'on  a  obtenu  l'asymptote  q'0\.  Le  rabattement  de  la  section  est 
déterminé  dès  qu'on  a  le  rabattement  des  asymptotes  et  le  rabatte- 
ment d'un  point. 

En  menant  les  bissectrices  des  asymptotes  rabattues,  on  a  le  rabatte- 
ment des  axes.  Sur  l'épure  on  n'en  a  figuré  qu'une  OiEi  qui  doit  pas- 
ser par  œ'.  La  perpendiculaire  f¥!i  à  cette  droite  menée  par  f  est  le 
rabattement  de  la  trace  horizontale  Pa  du  plan  sécant,  et,  en  relevant 
le  point  rabattu  en  Ei,  on  obtient  en  (de,  jV)  les  projections  de  l'axe 
rabattu  en  OjEi.  Enfin,  le  plan  qui  passe  par  l'axe  du  cône  et 
par  (cre,  ^^e')  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices  («A,  s!k) 
et  (shy  sfU)  dont  les  points  de  rencontre  (m,  m')  et  (n,  n')  avec  (de,  ^e') 
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sont  les  sommets  de  la  section  dans  Tespace.  Ces  sommets  sont  rabattus 
en  M'j  et  en  Nj,  et,  aux  points  (m,  m!)  et  (w,  n%  les  tangentes  sont 
horizontales. 

On  aurait  pu  trouver  les  axes  plus  facilement  en  se  servant  de  ce 
que  le  cône  est  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical.  Mais  nous 
avons  préféré  procéder  autrement  pour  donner  une  application  régu- 
lière de  la  méthode  indiquée  plus  haut  (406). 

L'épure  représente  la  section  tracée  sur  le  cône  supposé  vide  et 
limité  à  deux  plans  horizontaux,  dont  l'un  est  le  plan  horizontal  de 
projection. 

411.  Exemple  III.  —  On  considère  le  cône  circonscrit  à  une  sphère 
(o,  o')  par  un  point  (s,  ^)  situé  dans  le  plan  de  front  du  centre  de  la 
sphère.  Par  ce  dernier  point  on  mène  le  plan  perpendiculaire  au 
rayon  (pa^  o'(f)  d'un  point  de  la  courbe  de  contact  et  Von  demande  de 
déterminer  Caxe  et  le  sommet  de  la  projection  horizontale  de  la  section 
ainsi  obtenue. 

Le  plan  sécant  est  défini  par  une  horizontale  (oA,  o'h')  et  par  une 
ligne  de  front  (o/*,  o'f^-  H  est  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  au 
point   (a,  a')  ;    par  conséquent  la  section  est  une  parabole  dont  l'axe 
est  parallèle  à  la  génératrice   (sa,  s!a^).   Si  nous  menons  hf  perpendi- 
culaire à   «a,  pour  obtenir  le  sommet  de  la  projection  liorizontale  de 
cette  parabole  il  faut  mener  au  cône  les  plans  tangents  parallèles  à  la 
droite  du  plan  sécant  projetée  horizontalement  en   hf.  La  projection 
verticale  de  cette  droite  est  h'f,   de  sorte  qu'il  faut  mener  au  cône  les 
plans  tangents  parallèles  à  {hf,  h'f).  Pour  cela,  et  afin  d'avoir  des 
constructions  dans  les  limites  du  dessin,  prenons  comme  base  du  cône 
sa  trace  sur  le  plan  de  bout   éV,  et  soit  (d,  d)   l'intersection  de  ce 
plan  avec  la  parallèle  à  (/i/*,  h'f)  menée  par  le  sommet  du  cône.  Pour 
mener  de  ce  point  les  tangentes  à  la  base  du  cône,  rabattons  autour 
de  b'd  sur  le  plan  de  front  mené  par  os.   Le  rabattement  de  la  base 
est  la  circonférence  décrite  sur  b'd  comme  diamètre,  celui  du  point 
(rf,  d')  est  le  point  D',  ;   il  en  résulte  que  les  tangentes  sont  rabattues 
en  DjE'i  et  en  DiG',.  Le  point  E'i  relevé  donne  un  point  situé  sur  la 
génératrice  {sa,  sfa'),  ce  qui  fournit  le  sommet  de  la  parabole  qui  est  à 
l'infini.  Le  point  G',  relevé  donne  un  point  sur  la  génératrice  {sk,  s^kf)^ 
laquelle  rencontre  le  plan  sécant  au  point  («i,  o:  ')   dont  la  projection 
horizontale  <r  est  le  sommet  demandé. 
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On  a  représenté,  sur  Tépure,  le  système  formé  par  la  sphère  et  le 
cône  circonscrit  supposés  pleins,  le  cône  étant  limité  à  sa  courbe  de 


_4-i i 


contact  avec  la  sphère.  La  ponctuation  de  cette  courbe  et  celle  de  la 
section  ont  été  établies  d  après  ces  hypothèses. 

412.  Traces  d*an  cône  ou  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface 
de  révolution  ;  ombres  portées  sur  les  plans  de  protection.  —  On  peut 
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rattacher  aux  sections  planes  des  cônes  la  détermination  des  ombres 
portées  par  une  surface  de  révolution  sur  les  plans  de  projection  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  la  détermination  des  traces,  sur  les  plans  de 
projection  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  de 
révolution. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  construire  la  trace  horizontale 
d'un  cône  circonscrit  à  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical.  Nous 
allons  montrer  comment  on  peut  déterminer  successivement  :  1°  un 
point  quelconque  et  la  tangente  en  ce  point  ;  2"  les  points  en  lesquels 
la  tangente  est  parallèle  à  une  direction  donnée  du  plan  horizontal  ; 
30  les  points  à  l'infini  et  les  asymptotes. 

Comtruclion  d'un  point  et  de  laiangenle  en  ce  point.  —  Soit  (oï.o'i^ 
l'axe  de  la  surface  dont  nous  supposerons  connue  la  méridienne  prin- 


cipale ((«,  |a'),  et  soit  («,  /)  le  sommet  du  cône  circonscrit.  Construi- 
sons d'abord  un  point  {b,  b")  de  la  courbe  de  contact  de  ce  cône  et  de 
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la  surface  au  moyen  du  parallèle  du  point  (a,  a%  puis  menons  la 
génératrice  (*6,  s!b')  du  cône.  La  trace  horizontale  (c,  d)  de  cette 
droite  sera  un  point  de  la  trace  horizontale  du  cône. 

La  tangente  au  point  (c,  d)  à  cette  courbe  est  la  trace  horizontale 
du  plan  tangent  au  cône  suivant  («ô,  s'A'),  c'est-à-dire  la  trace  hori- 
zontale du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  (6,  V).  Ce  plan  tangent 
étant  perpendiculaire  au  méridien  du  point  de  contact,  la  tangente 
demandée  n'est  autre  que  la  parallèle  et  à  la  tangente  en  b  au  paral- 
lèle du  point  (a,  a') . 

Points  en  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  une  direction  donnée  du 
plan  horizontal,  —  Soit  8  cette  direction  et  appelons  (m,  m!)  le  point 
cherché.  La  trace  horizontale  du  plan  tangent  au  cône  suivant  (sm,  «'m'). 
est  parallèle  à  8.  D'autre  part,  si  l'on  appelle  N  le  point  de  contact  de 
ce  plan  avec  la  surface,  ce  même  plan  est  perpendiculaire  au  plan  du 
méridien  qui  passe  par  N.  Le  plan  de  ce  méridien  a  donc  sa  trace 
horizontale  ok  perpendiculaire  à  8,  et  les  points  tels  que  N  sont 
situés  sur  ce  méridien.  Il  est  dès  lors  facile  de  les  déterminer  (347),  et 
en  prenant  la  trace  horizontale  de  la  génératrice  SN,  on  aura  l'un  des 
points  demandés.  On  obtiendrait  de  même  les  autres. 

On  peut  en  particulier  obtenir  de  cette  manière  les  points  les  plus 
hauts  et  les  plus  bas,  ainsi  que  les  points  le  plus  à  droite  et  le  plus  à 
gauche. 

Points  à  l'infini  et  asymptotes.  —  Un  point  de  la  trace  horizontale 
du  cône  circonscrit  passe  à  l'infini  quand  la  génératrice  correspondante 
est  horizontale.  Mais  les  génératrices  du  cône  sont  tangentes  à  la  sur- 
face; donc  les  directions  asymptotîques  sont  les  tangentes  menées  du 
point  (Sy  s^  aux  parallèles  dont  le  plan  passe  par  ce  point.  Si  oe  est 
la  projection  horizontale  de  l'un  de  ces  parallèles,  sf  est  une  des 
directions  asymptotîques  cherchées.  On  peut  remarquer  que  le 
point  (/,  f)  est  situé  sur  un  méridien  limite. 

Pour  avoir  l'asymptote  correspondante,  il  suffit  de  prendre  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  au  point  {f,  f).  Or,  le  cône  des  tangentes 
relatif  au  parallèle  du  point  (/*,/*')  a  son  sommet  en  (o,  d).  Comme  le 
plan  tangent  au  point  (/*,  f)  passe  par  («,  s!)  et  par  (o,  o'),  il  contient  la 
droite  (#o,  tfo')  dont  la  trace  horizontale  est  (A,  K),  On  aura  donc 
Tasymptote  parallèle  à  sf  en  menant  du  point  h  la  parallèle  à  cette 
droite. 
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413.  Application.  —  Ombres  portées  pir  un  tore  à  axe  vertical  sur 
les  plans  de  projection. 

L'épure  ci-contre  représente  Tombre  propre  et  les  ombres  portées 
sur  les  plans  de  projection  par  un  tore  à  axe  vertical  éclairé  par  des 
rayons  parallèles  à  la  direction  (8,  8').  Le  contour  de  Tombre  propre, 
c'est-à-dire  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallèlement 
à  la  direction  (8,  8'),  a  été  déterminé  par  la  méthode  exposée  au  n»  364. 
Pour  ne  pas  surcharger  le  dessin,  on  a  supprimé  toutes  les  construc- 
tions  qui  se  rattachent  à  la  détermination  de  cette  courbe,  pour  ne 
laisser  subsister  que  celles  qui  sont  relatives  à  la  détermination  des 
ombres  portées.  Quant  à  celles-ci,  elles  ont  été  déterminées  par  la 
méthode  exposée  au  n*  précédent.  Par  exemple,  on  a  obtenu  un 
point  (ày  b')  de  Tombre  portée  sur  le  plan  horizontal  en  déterminant 
la  trace  horizontale  du  rayon  lumineux  qui  passe  par  le  point  (a,  a'} 
de  la  courbe  de  contact. 

Pour  obtenir  la  tangente  au  point  6,  on  a  observé  qu'elle  est  paral- 
lèle à  la  tangenle  en  a  à  la  projection  horizontale  du  parallèle  du 
point  (a,  a').  Cette  tangente  at  étant  perpendiculaire  au  rayon  oa,  la 
tangente  60  au  point  b  est  perpendiculaire  à  oa. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  l'exécution  de  cette  épure,  les 
développements  du  n*  précédent  nous  dispensant  de  donner  de  plus 
longs  détails. 

Ajoutons  seulement  que,  pour  le  tracé  des  contours  des  ombres  por- 
tées, on  a  observé  les  règles  habituelles  de  la  ponctuation. 
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1.  On  considère  rji y perboloïde  à  une  nappe  engendré  par  une  droite 
qui  tourne  autour  d'un  axe  vertical,  et  Ton  circonscrit  un  cône  de  sommet 
donné  à  cet  hy perboloïde.  Trouver  la  trace  du  cône  sur  le  plan  du  cercle 
de  gorp;e  de  Thy perboloïde,  donner  la  nature  de  cette  trace,  et  construire 
la  tangente  en  un  point. 

2.  Deux  points  sont  définis  par  leurs  projections  horizontales  et  par 
leurs  cotes.  Mener  par  Tun  d'eux  une  droite  passant  à  une  distance  donnée 
de  Pautre  et  à  une  distance  donnée  d'une  droite  donnée. 
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3.  Une  parabole  située  dans  le  plan  horizontal  est  la  projection  horizon- 
tale d*une  section  droite  d*un  cylindre  coupé  par  un  plan  de  bout  ;  trou- 
ver les  projections  du  sommet  de  la  parabole  d'intersection. 

4.  Mener  une  horizontale  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  faisant 
un  angle  donné  avec  Tune  d'elles. 

5.  On  coupe  par  le  premier  plan  bissecteur  le  cône  de  révolution  engen- 
dré par  une  droite  Â  tournant  autour  d'une  droite  B,  qu'elle  rencontre. 
Construire  un  point  quelconque  de  Tintersection  et  la  tangente  en  ce  point  ; 
trouver  les  points  le  plus  à  droite  et  le  plus  à  gauche. 

6.  On  donne  une  sphère  et  un  plan;  construire  la  section  faite  par  ce 
plan  dans  le  cône  circonscrit  à  la  sphère  par  un  point  situé  dans  le  plan 
de  front  du  centre. 

7.  Construire  la  trace  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  sur  le  plan 
horizontal  passant  par  le  centre  de  la  sphère. 

8.  La  trace  horizontale  d'un  cône  de  sommet  donné  est  un  cercle.  On 
coupe  ce  cône  par  un  plan  déterminé  par  sa  trace  horizontale  et  par 
Tangle  qu'il  fait  avec  le  plan  horizontal.  Trouver  en  quels  points  de  la  sec- 
tion le  plan  est  normal  au  cône. 

9.  On  donne  la  projection  horizontale  et  la  cote  du  sommet  d'un  cône 
dont  la  base  est  une  ellipse  donnée  dans  le  plan  horizontal.  On  coupe  ce 
cône  par  un  plan  passant  par  une  droite  ÂB  du  plan  horizontal  et  faisant 
un  angle  de  30<^  avec  celui-ci  ;  trouver  les  points  de  la  section  en  lesquels 
la  projection  horizontale  de  la  tangente  passe  par  un  point  donné  du  plan 
horizontal. 

10.  Un  cylindre  a  pour  base  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal  et  ses 
génératrices  sont  parallèles  à  une  direction  donnée.  On  coupe  le  cylindre 
par  un  plan  parallèle  &  la  ligne  de  terre;  construire  un  point  quelconque 
de  rintersection  et  la  tangente  en  ce  point;  trouver  ensuite  les  asymptotes. 

11.  Une  sphère  étant  éclairée  par  un  point  lumineux,  déterminer  les 
ombres  portées  sur  les  deux  plans  de  projection.  Construire  les  axes  et  les 
sommets  des  ombres  portées,  ainsi  que  les  points  où  ces  ombres  rencontrent 
la  ligne  de  terre. 

12.  Construire  une  horizontale  de  longueur  donnée  s'appuyant  sur  deux 
droites  données. 
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13.  On  donne  deux  points  M  et  0.  Les  coordonnées  du  point  M,  expri- 
mées en  millimètres,  sont  :  33;  103;  40;  les  coordonnées  du  point  0  sont 
de  même  :  0;  75;  0.  La  verticale  du  point  0  est  Taxe  d'un  cône  de  révolu- 
tion passant  par  M  et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  de  30°.  On  coupe 
ce  cône  :  1°  par  le  pian  P  qui  passe  par  le  milieu  de  la  hauteur  du  cône 
et  est  parallèle  au  plan  tangent  en  M;  2^^  par  un  plan  Q  qui  passe  par  M, 
par  le  milieu  de  la  hauteur  et  qui  fait  un  angle  de  50®  avec  Taxe  du  cône. 
Il  y  a  deux  plans  Q  répondant  à  ces  conditions,  et  on  choisira  celui  de  ces 
plans  dont  les  horizontales  sont  le  moins  inclinées  sur  le  plan  vertical. 

Représenter  la  partie  solide  du  cône  située  au-dessus  du  plan  horizontal, 
en  arrière  du  plan  P  et  au-dessus  du  plan  Q. 

i4.  On  donne  dans  un  plan  horizontal  un  cercle  de  50™°*  de  rayon.  C'est 
la  base  commune  à  deux  cônes  droits  de  100°^°^  et  de  50™°^  de  hauteur. 
On  considère  le  solide  annulaire  compris  entre  les  deux  cônes,  et  une 
droite  horizontale  passant  par  le  milieu  de  la  hauteur  du  plus  petit  cône 
et  inclinée  à  45*^  sur  le  plan  vertical.  Par  cette  droite  on  fait  passer  deux 
plans  inclinés  à  45<*  sur  le  plan  horizontal.  On  demande  de  représenter  la 
partie  du  solide  compris  entre  les  deux  cônes  et  qui  est  située  en  dessus 
des  deux  plans  sécants. 

15 .  Un  cône  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  circonférence  (o,  o') 

dont  le  rayon  est  égal  à  90™";    xo'  =  104™°, 
,  j5'         o'o  =  i08°™.    Le  sommet  (5,  â')  du  cône  est 

ainsi    défini    :     x^  =  250™»,     cy'  =  175™™, 
w  =  70™™. 

Un  prisme  a  pour  base  dans  le  plan  hori- 
zontal un  carré   construit  sur    mn    et  au- 
dessous  :       xm'  =  423™™,         xn'  =  203™™, 
"y       m'm  =  116™™,      n'n  =  78™°. 

Une  arête  de  ce  prisme  est  la  droite  {nk,  n'k') 
joignant  le  point  (n,  n')  au  point  (A,  K)  situé 
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{  ù  Ur'^  '  ^  ^^^^  ^®  même  plan   de  proûl   que  le  point 

\  \/  ^^^  On  demande  :  1°  de  trouver  les  projections 

'^^ ^^  de  rintersection  du  cône  et  du  prisme;  2°  de 

de  représenter  le  cône  entaillé  par  le  prisme 
et  limité  au  plan  horizontal. 

(Cadre  27*^™  sur  42«™.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du  cadre 
et  au  milieu.)  (R.  Malloizrl.) 

16.  On  donne  un  cube  dont  une  diagonale  est  verticale  et  a  120™™  de 
longueur.  Une  arête  âC  du  cube  est  inclinée  à  53<'  sur  le  plan  horizontal. 
Le  point  A  est  en  arrière  et  à  droite  du  point  C. 
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Un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  a  sa  base  située  sur  le  plan  de 
front  du  pied  de  la  diagonale  verticale  du   cube  et  à  10™°^  de  ce  point; 

son  ravon  est  35"". 
^^  On  demande   de   représenter  la  partie 

solide  du  cube  située  en  dehors  du  cy- 
lindre. 

17.  Etant  donné  un  cône  oblique  à  base 
circulaire,  on  mène  par  un  point  de  son 
axe  SO  une  droite  Û  et  par  cette  droite 
deux  plans  quelconques. 

("lOnstruire  Tintersection  de  ces  pi  uns 
avec  la  surface  dudit  cône. 

(École  des  mines  de  Saint- Etienne, 
concours  de  1890.) 


18.     Oa  =  oR,     ^a'  =  2R,    AB  =  3R. 

Intersection  d'un  cylindre  oblique  à  ba^e 
circulaire  avec  une  pyramide  triangulaire 
droite  dont  Taxe  rencontre  celui  du  cy- 
lindre, et  dont  une  face  est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre. 

Tracer  les  ellipses  de  section  plane  et 
déterminer  en  vraie  grandeur  celle  de  la 
face  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

{École  des  mines  de  Saint-É tienne, 
concours  de  189 i.) 


19.  Etant  donné  un  cylindre  de  révolution  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 

déterminer  son  intersection  avec  un  Irièdre 
dont  le  sommet  se  trouve  sur  la  génératrice 
culminante  du  cylindre,  dont  une  face  est 
parallèle  à  la  ligne  de  terre,  la  seconde  face 
perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  la  troi- 
sième quelconque.  Dans  le  dessin  ci-contre,  le 
trièdre  est  représenté  par  la  pyramide  SABC. 

Représenter  à  part  le  solide  commun,  ra- 
battre ses  trois  faces  planes  et  développer 
sa  face  cylindrique. 

{ÈcoU  des  mines  de  Saint- Etienne, 
concours  de  1894.) 

20.  Un  cylindre  circulaire  droit  a  sa  base  appliquée  sur  le  plan  horizontal 
de  projection.  La  circonférence  de  cette  base  touche  la  ligne  de  terre,  et 
son  rayon  R  vaut  4<^".  La  hauteur  du  cylindre  est  égale  au  rayon  R.  Un 
cône  circulaire  droit,  de  môme  base  et  de  même  hauteur  que  le  cylin- 


mm 
mm 
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dre,  est  superposé  à  ce  dernier  de  manière  que  la  base  du  cône  coïncide 
avec  la  base  supérieure  du  cylindre.  L'arête  SA  du  cône,  S  étant  le  som- 
met, est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  Gela  posé,  on  demande 
de  construire:  !<>  les  projections  de  l'ensemble  des  deux  solides  ;  2°  les 
projections  et  la  grandeur  de  la  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à 
Taréte  SA  en  son  milieu  ;  3°  les  parties  du  plan  horizontal  de  projection 
cachées  par  l'ensemble  des  deux  corps,  Tœil  étant  placé  sur  la  verticale 

du  point  Â,  au-dessus  de  ce  point,  et  à  une  distance  égale  à  ^-H  • 

{École  de  Saint-Cyr,  concours  de  i874.) 

21.  Un  cône  oblique  à  base  circulaire  a  pour  base  une  circonférence 

(G)  de  rayon  égal  à  35°*"*,  située  dans  le  plan 
horizontal  de  cote  zéro. 

Son  sommet  S   est  déterminé  par  sa  pro- 
jection s  située  à  une  distance    OS  =  50 
du  point  0  et  par  sa  cote  égale  à  109 

a  est  la  projection  horizontale  d'un  point 
A  de  cote  égale  à  30°*'».   La  distance  aa  au 
plan  vertical  OS  est  égale  à  40°*",  et  la  dis- 
tance Oa  à  60"°*. 
Mener  par  le  point  A  un  plan  qui  détermine  dans  le  cône  donné  une 
section  antiparallèle  (G').  Gonstruire  la  projection  horizontale  de  cette  sec- 
tion, déterminer  ses  axes  et  les  points  qui  se  trouvent  sur  le  contour  appa- 
rent du  cône. 

Gonstruire  les  projections  des  sphères  passant  :  <°  par  la  base  (G)  et  le 
sommet  S;  2*  par  la  circonférence  (C)  et  le  sommet  S;  3<>  par  les  deux  cir- 
conférences (G)  et  (G'). 

Les  plans  d*intersection  de  ces  trois  sphères  prises  deux  à  deux  se  coupent 
suivant  une  même  droite;  la  déterminer. 

[École  navale,  concours  de  1894.) 

22.  Un  tronc  de  cône  droit  s^appuie  par  sa  grande  base  circulaire  sur  le 
plan  horizontal  de  projection.  Le  rayon  R  de  cette  grande  base  vaut  7«", 
et  son  centre  G  est  à  une  distance  de  8°°*  de  la  ligne  de  terre.  L*arète  laté- 
rale du  tronc  de  cône  a  une  longueur  égale  au  rayon  R  et  fait  un  angle  de 
45^  avec  le  plan  horizontal.  Dans  Tintérieur  de  ce  tronc  de  cône,  et  sur  le 
même  axe,  est  placé  un  petit  cône  renversé,  dont  le  sommet  est  au  point 
Gy  et  dont  la  base  coïncide  avec  la  base  supérieure  du  tronc.  Soit  AB 
Tarête  latérale  du  tronc  de  cône  qui  est  parallèle  au  plan  vertical  de  pro- 
jection, le  point  A  étant  sur  la  grande  base,  et  le  point  B  sur  la  petite 
base  ;  on  demande  :  1**  de  construire  les  projections  de  l'ensemble  des 
deux  corps  ;  2^  de  construire  les  projections  des  sections  faites  dans  les 
deux  corps  par  un  plan  perpendiculaire  à  Tarête  AB,  au  point  B  ;  3*>  de 
mener  par  le  point  où  la  verticale  du  point  A  perce  le  plan  sécant,  une 
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PÎX  *--'-•* 


l»7 


taDgente  à  la  section  faite  dans  le  petit  cône  ;  4*  de  trouver  le  point  où 

cette  tangente  perce  le  tronc  de  cône. 

{Saint'Cyr,  1875.) 


23.  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  posé  sur  le  plan  ho- 
rizontal de  projection  et  un  parallélé- 
pipède défini  par  une  base  rectangu- 
laire située  dans  un  plan  horizontal 
et  par  la  direction  de  ses  génératrices. 
On  demande  de  représenter  la  portion 
de  ce  parallélépipède  comprise  entre 
sa  base  et  sa  courbe  d'entrée  dans  le 
cône. 

Les  cotes  sont  fournies  par  le  cro- 
—  quis  ci-contre,  la  ligne  de  terre  étant 
prise  parallèlement  aux  petits  côtés  de 
la  feuille  et  à  mi-hauteur  de  cette 
feuille,  et  le  point  0  étant  le  milieu  de 
la  ligne  de  terre  limitée  aux  grands 
côtés  de  la  feuille. 

Les  lignes  inclinées  à  45<^  sur  la  ligne 
de  terre  figurent  la  direction  des  géné- 
ratrices du  parallélépipède. 
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{Ecole  des  Ponts  et  chaussées.  Cours  préparatoires^  concours  de  1895,) 

24.  On  donne  un  point  S  dans  Tespace,  situé  à  45"*"^  au-dessus  du  plan 
horizontal,  et  à  6°°^  en  avant  du  plan  vertical  de  projection.  Ce  point  est 
le  sommet  de  deux  cônes  droits  à  base  circulaire.  Le  premier  de  ces  deux 
cônes  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  de  projection  :  son  axe  est 
en  conséquence  vertical  ;  le  second  cône  a  son  axe  perpendiculaire  au  plan 
vertical  de  projection^  contre  lequel  il  s*appuie  par  sa  base.  Le  rayon  de 
base  de  chacun  de  ces  deux  cônes  est  de  SG"*™.  On  donne  aussi  un  point  0, 
situé  sur  Taxe  du  second  cône,  entre  la  base  et  le  sommet  S,  et  à  ii^^  de 
ce  sommet.  Gela  posé,  on  demande:  1°  de  construire  les  projections  de 
Tensemble  des  deux  corps  ;  2°  de  mener  par  le  point  0  un  plan  vertical 
faisant  un  angle  de  45°  avec  le  plan  vertical  de  projection,  et  de  cons- 
truire les  projections  des  sections  faites  dans  les  deux  cônes  par  ce  plan  ; 
3°  de  mener,  par  Tun  des  points  où  la  trace  horizontale  du  plan  sécant 
rencontre  la  base  du  premier  cône,  un  plan  tangent  à  ce  premier  cône  ; 
K^  enfin,  de  mener  un  plan  tangent  au  second  cône  perpendiculairement  à 

ce  premier  plan  tangent. 

(Saint  Cyr,  1877.) 


25.  Construire  la  pyramide  triangulaire  SABC  dont  la  base  âBC  est 
appliquée  sur  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal .  Le  dièdre  ÂB  vaut 
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ôO"*,  le  sommet  B  est  sur  xy  et  Tarête  AB  est  perpendiculaire  à  cette 
ligne  a?y.  On  donne  :  AB  =  il«»,l  ;  BC  =  12««,5  ;  AC  =  i4<^»»,l  ; 
SB=il«»,8;    SA  =  12«»,i. 

Un  cercle  situé  sur  le  plan  vertical,  dans  l'angle  h's'c\  est  tangent  aux 
deux  côtés  de  cet  angle  et  a  pour  rayon  Z^'^fi  ;  ce  cercle  est  la  base  d'un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical  ;  cons- 
truire rintersection  de  ce  cylindre  avec  la  pyramide.  On  indiquera  les 
tracés  effectués  pour  obtenir  un  point  quelconque  de  Tintersection  et  la 
tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  la  pyramide  supposée  pleine  et 

existant  seule,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise  dans  le 

cylindre. 

(Saint'Cyr,  1883.) 

26.  On  donne  dans  le  plan  vertical  de  projection  un  cercle  tangent  à  xy 
dont  le  rayon  égale  3*^°^,!  ;  le  pentagone  régulier  inscrit  dans  ce  cercle  et 
dont  un  sommet  A  est  sur  xy  est  la  base  d*un  prisme  droit.  Un  cône  droit 
dont  le  sommet  est  situé  dans  le  plan  de  profil  du  point  A,  à  8'"^, 4  au- 
dessus  du  plan  horizontal  et  à  6^^,9  en  avant  du  plan  vertical,  a  pour  base, 
sur  le  plan  horizontal,  un  cercle  dont  le  rayon  égale  6*^". 

On  demande  Tintersection  du  cône  et  du  prisme.  On  indiquera  le  tracé 
des  constructions  effectuées  pour  trouver  un  point  quelconque  de  Tinter- 
section  et  la  tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  la  portion  du  prisme  qui  est  con- 
tenue dans  le  cône. 

(Saint'Cyr,  1884,) 

27.  On  donne  un  point  A  sur  xy^  un  point  S  distant  du  plan  horizontal 
de  7*™,8,  du  plan  vertical  de  S''",!  et  du  point  A  de  12*",4.  Construire  le 
tétraèdre  SABC  dont  la  base  ABC  est  sur  le  plan  horizontal  de  projection, 
sachant  que  le  plan  SBC  est  perpendiculaire  à  Tarête  SA,  et  que  les  angles 
dièdres  AB  et  AC  valent  chacun  68''.  On  aura  soin  de  placer  le  point  A  le 
plus  à  gauche  possible. 

Construire  Tinterseclion  de  celte  pyramide  avec  le  cylindre  de  révolution 
qui  a  SA  pour  axe,  et  pour  rayon  5^°^,5. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  supposera  que  le  tétraèdre  est  seul  et  que  le 
solide  commun  au  cylindre  et  à  la  pyramide  est  enlevé. 

{Saint-Cyr,  1886.) 

28.  On  donne  un  plan  PaF  dont  les  traces  font  avec  xy  (x  à  gauche,  y 
à  droite)  deux  angles  Pay  et  P'ay  égaux  chacun  à  45*^  ;  sur  la  trace  hori- 
zontale un  point  A,  dont  Téloignement  est  4<^™,  et  sur  la  trace  verticale  un 
point  B,  dont  la  cote  est  6*°^,2.  La  droite  AB  est  le  côté  d  un  carré  situé 
dans  le  plan  PaP,  à  droite  de  AB  ;  ce  carré  est  la  base  d*un  cube  situé  au- 
dessus  du  plan  donné. 

ANTOMABI.  —  GéOM.  DBSCa.  22 
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Déterminer  Pintersection  du  cube  avec  le  cylindre  droit  ayant  pour  trace 
verticale  un  cercle  de  6^™,5  de  rayon,  situé  au-dessus  de  œy  et  tangent  à 
cette  ligne  au  point  od^  projection  verticale  du  point  A. 

Représenter  la  partie  du  solide  cubique  comprise  dans  le  cylindre. 

{Saint-Cyr,  1889,) 

29.  Un  cône  de  révolution  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal  un  cercle  0 
de  50™™  de  rayon,  tangent  à  la  ligne  de  terre,  et  il  aune  hauteurde  112"™. 
On  mène  :  i^  par  le  milieu  A  de  la  génératrice  de  front  (celle  de  gau- 
che), le  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice 
opposée  ;  2<^  la  normale  au  cône  en  A  qui  rencontre  le  plan  horizontal  en 
B,  les  tangentes  £G  et  BD  au  cercle  0  et  enfin  les  plans  ABC  et  ABD. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  au 
cône  et  au  tétraèdre  que  forment  le  plan  horizontal  et  les  trois  plans  pré- 
cédents. 

[Saini'Cyr,  i890.) 

30.  Une  droite  oS  de  Tespace  a  pour  trace  horizontale  o;  la  cote  de 
son  point  S  égale  20'™  ;  sa  pente  est  i  ;  sa  projection  os  est  parallèle  au 
bord  inférieur  de  la  feuille  ;  o  est  à  14'™  du  bord  inférieur  et  à  9'™  du 
bord  de  gauche. 

Le  point  S  est  le  sommet  d*un  cône  ayant  pour  base  dans  le  plan  hori- 
zontal le  cercle  de  centre  o,  de  rayon  égal  à  8'™. 

La  projection  horizontale  os  de  la  droite  oS  coupe  la  circonférence  o  en 
deux  points  m  et  n,  le  point  n  entre  o  et  s.  Par  une  droite  de  l'espace  de 
pente  2,  ayant  sa  trace  horizontale  au  milieu  de  om  et  coupant  la  verticale  deo 
au-dessus  du  plan  horizontal^  passent  deux  plans  P  et  Pi  de  pente  4.  Pa- 
rallèlement à  cette  même  droite  et  par  les  horizontales  perpendiculaires 
à  on  en  0  et  en  n,  on  mène  les  deux  plans  Q  et  Qt  •  L.es  traces  hori- 
zontales de  ces  quatre  plans  déterminent  un  trapèze  isocèle  qui  est  la 
base  d'un  prisme  dont  les  quatre  plans  forment  les  faces  latérales. 

Représenter  la  projection  du  corps  opaque  commun  à  ce  cône  et  à  ce 

prisme. 

Mener  à  la  projection  horizontale  des  sections  du  cône  par  les  plans  P 
et  Pi  les  tangentes  parallèles  aux  côtés  du  trapèze  de  base  du  prisme. 

Coter  à  Tencre  rouge  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  et  les  autres 
points  remarquables. 

Inutile  de  tracer  à  Tencre  les  lignes  de  construction  d'un  point  quel- 
conque de  la  section. 

iSaint'Cyr,  1894.) 

31.  Tracer  à  18*™  du  bord  inférieur  de  la  feuille  une  droite  sur  laquelle 
on  prendra  sa  =  10«™,  sh  =  25'™,  sh  z=  27'™,  s  éiant  à  1'™  du  bord 
de  la  feuille  à  droite  du  dessinateur,  s  est  la  projection  horizontale  du 
sommet  S  d*un  cône  de  révolution  ;  la  cote  de  S  égale  14'™;  a  et  &  sont 
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les  Iraces  horizontales  des  deux  génératrices  du  cône  situées  dans  le  plan 
projetant  horizontalement  son  axe. 

Un  triangle  isocèle  cad  situé  dans  le  plan  horizontal  a  sa  base  cd  égale 
à  5<^°*  ;  sa  hauteur  relative  à  cd  est  ah.   Ce  triangle  cad  est  la  base  d'un 

prisme  dont  les  arêtes  ont  une  pente  égale  à    ^  >  Taréte  issue  de  a  cou- 
pant S^  entre  S  et  s. 

Représenter  la  projection  horizontale  de  la  partie  du  cône  solide  et  opa- 
que extérieure  au  prisme  et  comprise  entre  le  plan  horizontal  et  son  som- 
met. 

iSaint-Cyr,  1896.) 


CHAPITRE  II 


DÉVELOPPEMENT    DE    LA    SURFACE    LATÉRALE    D'UN    CONE 
OU  D'UN  CYLINDRE;  TRANSFORMÉE  D  UNE  SECTION  PLANE 


§  1.  —  Développement  de  la  surface  latérale  d'un  cylindre, 

414.  Définition.  —  Nous  avons  indiqué  plus  haut  (208)  le  moyen 
d'effectuer  le  développement  de  la  surface  latérale  d'un  prisme.  On 
appelle  développement  de  la  surface  latérale  d'un  cylindre  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  développement  de  la  surface  latérale  d'un  prisme 
inscrit  dont  le  nombre  des  faces  augmente  indéfiniment,  de  manière 
que  la  distance  de  deux  arêtes  consécutives  quelconques  tende  vers 
zéro. 

415.  Transformée  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  du  cylindre.    — 

Considérons,  d'après  cela,  une  surface  cylindrique,  et  soit  <r  [fig.  1)  une 

ligne  quelconque  tra 
cée  sur  cette  surface. 
Les  arêtes  d'une  sur- 
face prismatique  ins- 
crite dans  le  cylindre 
rencontrent  9  en  des 
points  a,  p,  Y»  •••  qui 
sontlessommetsd'une 
ligne  polygonale  tra- 
cée sur  la  surface  pris- 
matique  et    inscrite 

dans  la  ligne  j.  Dans  le  développement,  la  transformée  (208)  de  cette 


Fig.  1 


Fig.  2 
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ligne  polygonale  est  une  autre  ligne  palygonale  «iPiYi...  {fig-  2),  qui 
jouit  des  propriétés  suivantes  (208)  : 

lo  Elle  a  le  même  périmètre  que  la  ligne  a^...  parce  que  ses  côtés 
ont  des  longueurs  respectivement  égales  à  celles  des  côtés  du  poly- 
gone a?Y"-  l 

2®  Ses  côtés  rencontrent  les  arêtes  Ai»!,  BiPi, ...  sous  des  angles  res- 
pectivement égaux  aux  angles  sous  lesquels  les  côtés  correspondants 
du  polygone  apY-**  rencontrent  les  arêtes  du  prisme  inscrit. 

Supposons  alors  que  le  nombre  des  faces  du  prisme  inscrit  augmente 
indéfiniment  de  manière  que  la  distance  de  deux  arêtes  consécutives 
quelconques  tende  vers  zéro.  La  ligne  polygonale  «Py...  a  pour  limite 
la  ligne  <t  et  sa  transformée  «iPiVi---  ^  P^^r  limite  une  ligne  ai  qu'on 
appelle  la  transformée  de  la  ligne  <y. 

416.  Propriétés  du  développement.  —  Si  l'on  considère  deux  côtés 
correspondants  quelconques  Py  ®t  PiYi  ^®  la  ligne  polygonale  «Py---  ®* 
de  sa  transformée  «iPifi...,  ils  sont  égaux;  il  en  résulte  que  ces  deux 
lignes  polygonales  ont  des  périmètres  égaux.  Or,  par  définition,  le  péri- 
mètre de  la  ligne  a  est  la  limite  du  périmètre  de  la  ligne  polygonale 
oêY-..  inscrite  quand  le  nombre  des  côtés  de  cette  ligne  augmente 
indéfiniment  de  manière  que  chaque  côté  tende  vers  zéro;  de  même,  le 
périmètre  de  la  ligne  <ti  est  la  limite  dans  les  mêmes  conditions  du 
périmètre  de  la  ligne  polygonale  «iPiYi...;  donc  les  deux  lignes  d  et  (T| 
ont  le  même  périmètre. 

D'autre  part,  les  angles  BPy  et  BiPtyi  sont  égaux  quelles  que  soient 
les  longueurs  des  deux  cordes  Py  ©t  PiYi  ;  il  en  résulte  que  les  limites 
de  ces  angles  sont  égales.  Gomme  les  positions  limites  des  deux  droites 
indéfinies  Py  et  Piyi  sont  les  tangentes  respectives  aux  courbes  a  et  <xi 
en  p  et  en  Pi,  on  peut  en  conclure  que  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque de  Ji  fait  avec  la  direction  des  génératrices,  dans  le  développe- 
ment, un  angle  égal  à  celui  que  la  tangente  à  a,  au  point  correspon- 
dant, fait  avec  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe  par  ce  point. 

Nous  pouvons  donc  dire,  d'après  cela  : 

1^  Que  le  développement  conserve  les  longueurs  des  lignes  tracées  sur 
le  cylindre  ; 

2»  QuHl  conserve  les  angles  de  ces  lignes  avec  les  génératrices  et,  par 
suite,  qu'il  conserve  les  angles  de  ces  lignes  entre  elles. 

£n  particulier,  une  section  droite  du  cylindre  coupant  les  généra- 
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trices  sous  un  angle  droit  aura  pour  transformée  une  ligne  droite  de 
même  longueur  que  la  section  droite. 

417.  Marche  à  suivre  pour  construire  la  transformée  d*uae  ligne. 

—  Pour  pouvoir  construire  la  transformée  d'une  ligne  tracée  sur  la 
surface  d'un  cylindre,  quand  on  développe  cette  surface  sur  un  plan, 
il  faut  savoir  construire  un  point  quelconque  de  cette  transformée  et  la 
tangente  en  ce  point. 

Construction  d'un  point  de  la  transformée.  —  On  construit  la  section 
droite  du  cylindre  et  on  la  rectifie^  c'est-à-dire  qu'on  en  détermine  le 
périmètre.  Supposons  en  premier  lieu  que  l'on  puisse  trouver  le 
périmètre  exact  de  la  section  droite.  Pour  avoir  alors  le  point  Pi  de  <J| 
(fig.  2)  qui  correspond  au  point  ?  de  (j(  fig.  1),  on  trace  une  droite  AiAi 


Fig.  1 


Fig.  2 


ayant  pour  longueur  le  périmètre  de  la  section  droite  ;  puis,  si  l'on 
suppose  le  cylindre  ouvert  suivant  la  génératrice  A«,  et  si  B  est  le 
point  de  rencontre  de  la  section  droite  avec  la  génératrice  qui  passe 
par  p,  on  porte  une  longueur  AtBi  égale  à  la  longueur  de  l'arc  AB  de 
la  section  droite,  on  mène  la  perpendiculaire  Bipi  à  AfAi  et  l'on 
prend  BiPi  =  Bp;  on  a  ainsi  le  point  Pi.  On  construit  de  la  même 
manière  autant  de  points  que  l'on  veut  de  la  transformée. 
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Supposons  maintenant,  ce  qui  est  le  cas  général,  qu'on  ne  sache 
pas  trouver  le  périmètre  de  la  section  droite.  Alors,  en  se  basant 
sur  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe,  on  inscrit  dans 
la  section  droite  un  polygone  ABC...  d'un  nombre  de  côtés  assez 
grand  pour  que  chaque  côté  puisse  être  considéré,  sans  erreur  sensible, 
comme  égal  à  l'arc  qu'il  sous-tend.  On  porte  ensuite  sur  une  droite 
indéfinie  AiAt  des  longueurs  successives  AiBi,  BiCi, ...  égales  respecti- 
vement aux  côtés  AB,  BC,  ...  du  polygone  ABC...  On  a  ainsi  le  déve- 
loppement approché  de  la  section  droite.  Par  les  points  Ai,  B|,  Ci,  ... 
on  mène  les  perpendiculaires  à  A1A2,  ce  qui  donne  les  positions  appro- 
chées des  génératrices  Aa,  Bp,  ...  dans  le  développement;  on  porte 
ensuite  Aiai  =  Aa,  Bi?,  =  Bp, ...,  de  sorte  qu*ona  en  «,,  p,,  yi,  ... 
les  positions  approchées  de  «,  P,  y,  ...  dans  le  développement.  On  joint 
enfin  les  points  «i,  Pi,  yi>  •••  par  un  trait  continu  et  l'on  obtient  la 
transformée  approchée  de  <t. 

Tangente  en  un  point  de  la  transformée.  —  Proposons-nous,  par 
exemple,  de  construire  la  tangente  au  point  Pi  (jui  correspond  au 
point  p.  Soient  pT  la  tangente  en  P  à  la  courbe  a,  T  le  point  de  ren- 
contre de  cette  tangente  avec  la  tangente  à  la  section  droite  au  point  B 
situé  sur  la  même  génératrice  que  p  :  BT  est  ce  qu'on  appelle  la  sous- 
tangente  en  p.  Si  l'on  suppose  le  problème  résolu,  et  si  l'on  appelle 
PiTi  la  tangente  cherchée,  les  propriétés  du  développement  (416)  mon- 
trent que  les  deux  triangles  pBT  et  PiBiTi  sont  égaux.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  le  sens  de  B  vers  T  soit  le  même  que  le  sens  de  B 
vers  C;  en  portant  alors  BiTi  =  BT  dans  le  sens  de  Bi  vers  Ci,  on 
obtient  le  point  Ti,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  le  joindre  au  point  Pi  pour 
avoir  la  tangente  à  <ii  en  ce  point. 

418-  Remarqle.  —  D'aprè's  ce  qui  précède,  pour  efTectuer  le  dévelop- 
pement d'une  surface  cylindrique,  il  faut  construire  la  section  droite  et  la 
rectifier  au  moins  approximativement,  puis  déterminer  les  longueurs 
des  portions  de  génératrices. 

Pour  rectifier  la  section  droite,  il  faut  lavoir  en  vraie  grandeur.  Si 
on  l'a  par  ses  projections,  on  en  détermine  la  vraie  grandeur  au  moyen 
d'un  rabattement. 

Pour  déterminer  facilement  les  longueurs  des  portions  de  généra- 
trices on  amène  ces  génératrices  à  être  parallèles  à  l'un  des  plans  de 
projection  par  un  changement  de  plan. 
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§11.  —  Développement  de  la  surface  latérale  d'un  cône. 


419.  Définition.  —  Nous  avons  donné  plus  haut  (209)  le  moyen 
d'effectuer  le  développement  de  la  surface  latérale  d'une  pyramide.  On 
appelle  développement  de  la  surface  latérale  d'un  cône,  la  limite  du 
développement  de  la  surface  latérale  d'une  pyramide  inscrite  dont  le 
nombre  des  faces  augmente  indéfiniment,  de  manière  que  l'angle  des 
deux  arêtes  situées  dans  une  face  quelconque  tende  vers  zéro. 

420.  Transformée  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  du  cône.  — 

Considérons,  d'après  cela,  une  surface  conique  et  soit  <s  {fig,  1)  une 
ligne  quelconque  tracée  sur   cette   surface.  Les   arêtes   d'une   sur- 


Fig.  t 


Fig.  2 


face  pyramidale  inscrite  dans  le  cône  rencontrent  a  en  des  points 
a,p,Y9--'quî  sont  les  sommets  d'une  ligne  polygonale  tracée  sur  le 
cône  et  inscrite  dans  la  ligne  a.  Dans  le  développement,  la  transfor- 
mée de  cette  ligne  polygonale  est  une  autre  ligne  polygonale  «,§171... 
(fig.  2),  qui  jouit  des  propriétés  suivantes  (209)  : 

1^  Elle  a  le  même  périmètre  que  la  ligne  a^...,  parce  que  les 
triangles  Siai^i,  SiPiYi,  ...  sont  respectivement  égaux  aux  triangles 
Sx?,  S^Y»  •••  ®t  ^^^9  P^^  suite,  les  côtés  «iPi,  PiYij  ...  sont  respectivement 
égaux  aux  côtés  «?,  ^9  ...; 
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2^  A  cause  de  l'égalité  des  mêmes  triangles,  les  côtés  de  la  ligne  «1^1^!.. . 
rencontrent  les  arêtes  Sia|,  Si^i,  ...  sous  des  angles  respectivement 
égaux  à  ceux  sous  lesquels  les  côtés  correspondants  du  polygone  a^... 
rencontrent  les  arêtes  Sa,  S^,  ...  de  la  pyramide  inscrite. 

Supposons  alors  que  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  inscrite 
augmente  indéfiniment  d'après  la  loi  indiquée  plus  haut  (419);  la 
ligne  polygonale  3^...  a  pour  limite  la  ligne  9  et  sa  transformée 
«iPiYi...  a  pour  limite  une  ligne  ^t  qu'on  appelle  la  transformée  de 
la  ligne  9. 

421.  Propriétés  du  développement.  — Nous  avons  vu  que  deux  côtés 
correspondants  quelconques,  Piyi  et  Py  psir  exemple,  sont  égaux;  il  en 
résulte  que  les  périmètres  des  deux  lignes  polygonales  «py...  et  «iPtyi... 
sont  égaux.  Or,  par  définition,  les  périmètres  de  ces  deux  lignes  poly- 
gonales ont  pour  limites  respectives  les  périmètres  des  lignes  <7  et  <ri  ; 
donc  les  deux  lignes  <t  et  a»  ont  des  périmètres  égaux. 

D'autre  part,  les  angles  SiPiyi  et  SPy  sont  égaux  quelles  que  soient  les 
longueurs  des  deux  cordes  ^{  et  ^iy^;  il  en  résulte  que  les  limites  de 
ces  angles  sont  égales.  En  poursuivant  alors  le  raisonnement  comme 
pour  le  cylindre  (416),  on  arrive  à  conclure  : 

1®  Que  le  développement  conserve  les  longueurs  des  lignes  tracées  sur 
le  cône  ; 

2**  Qu'il  conserve  les  angles  de  ces  lignes  avec  les  génératrices  et^  par 
suite,  qu'il  conserve  les  angles  de  ces  lignes  entre  elles. 

En  particulier,  si  l'on  considère  l'intersection  du  cône  avec  une  sphère 
quelconque  ayant  son  centre  au  sommet  du  cône,  la  tangente  en  chaque 
point  de  cette  ligne  étant  perpendiculaire  au  rayon,  la  transformée  de 
l'intersection  est  une  ligne  dont  les  normales  passent  par  le  point  Si, 
c'est-à-dire  un  arc  de  cercle  de  centre  Si  et  de  rayon  égal  à  celui  de 
la  sphère. 

L'intersection  d'un  cône  avec  une  sphère  ayant  son  centre  au  som- 
met du  cône  s'appelle  une  section  droite  de  ce  cône. 

422.  Construction  de  la  transformée  d'une  ligne.  —  D'après  ce  qui 
précède,  pour  construire  la  transformée  d'une  ligne  «r  {fig.  1)  tracée 
sur  la  surface  d'un  cône  de  sommet  S,  on  inscrit  dans  cette  ligne  une 
ligne  polygonale  d'un  nombre  de  côtés  assez  grand  pour  que  chaque  côté 
puisse  être  considéré,  sans  erreur  sensible,  comme  confondu  avec  l'arc 
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qu'il  sous-tcnd;  de  cette  manière  le  périmètre  de  la  ligne  polygonale 
donne  une  valeur  suffisamment  approchée  du  périmètre  de  la  ligne  <t. 
On  joint  les  sommets  a,  ?,  y,  ...  de  la  ligne  polygonale  ainsi  obtenue 
au  point  S,  ce  qui  donne  une  surface  pyramidale  inscrite  dans  le  cône. 
On  développe  la  surface  latérale  de  cette  pyramide  en  SiŒiPiYi... 
[fig.  2),  comme  cela  a  été  expliqué  au  n<>  209,  et  Ton  joint  les  points 
«19  Pi9  Yi5  •••  par  un  trait  continu. 

On  obtient  ainsi  une  ligne  ^i  qui  est  le  développement  approché  de 
la  ligne  9. 

Habituellement,  pour  obtenir  la  transformée  d'une  ligne  quel- 
conque ff,  on  commence  par  construire,  comme  il  vient  d'être  dit,  la 
transformée  d'une  section  plane  P;  soient  B  un  point  quelconque  de 


./  /  /  i  \  \  \ 


FiK.  l 


Fijç.  2 


cette  section,  B|  le  point  correspondant  de  sa  transformée.  La  généra- 
trice SB  rencontrant  9  en  un  point  p,  si  l'on  prend  dans  le  sens 
convenable  Sipj  =  S?  ou  B,pi  =  Bp  on  obtient  le  point  pi  de  ^i 
qui  correspond  au  point  p  de  a.  On  peut  obtenir  ainsi  successivement 
tous  les  points  de  Ji. 

Si  l'on  sait  construire  la  tangente  en  ^  à  la  ligne  <t,  il  est  aisé  de 
construire  la  tangente  en  ^i  à  la  ligne  ai  :  il  suffit,  en  effet,  de  mener 
par  Pi  la  droite  PiTi  telle  que  l'angle  SipiT,  soit  égal  à  l'angle  SpT 
(421). 

Supposons  construites  les  tangentes  aux  points  B,  p  et  Bi,  aux  lignes 
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P,  <ï  et  P,,  et  soit  T  Tintersection  des  tangentes  en  B  et  en  p.  Si  Ton 
appelle  Ti  le  point  de  rencontre  inconnu  des  tangentes  en  Bi  et  en  Pi 
aux  lignes  Pi  et  ai,  en  vertu  des  propriétés  du  développement  (421), 
les  deux  triangles  pBT  et  PiBiTi  sont  égaux.  Par  conséquent,  si  Ton 
porte  sur  BiTi,  à  partir  du  point  Bi  et  dans  le  sens  convenable,  une 
longueur  BiTi  égale  à  BT,  on  aura  le  point  Ti  et,  par  suite,  on 
aura  la  tangente  ^iTi  à  la  ligne  di. 

Au  lieu  de  construire  d'abord  la  transformée  d'une  section  plane,  il 
est  quelquefois  plus  avantageux  de  construire  la  transformée  d'une 
section  droite  du  cône.  On  obtient  immédiatement  cette  transformée 
en  observant  qu'elle  est  un  arc  de  cercle  de  centre  Si  et  de  rayon  égal 
à  celui  de  la  sphère  qui  a  fourni  la  section  droite  (421).  En  partant  de 
c«lte  transformée  comme  on  était  parti  plus  haut  de  la  transformée 
d'une  section  plane,  on  peut  obtenir  successivement  les  points  de  9i  et 
les  tangentes  à  cette  courbe  en  chacun  de  ses  points. 


§  III.  —  Points  d'inflexion  de  la  transformée  dune  section  plane. 


423.  Méthode  géométrique.  —  La  détermination  des  points  d'in- 
flexion de  la  transformée  par  développement  d'une  section  plane  d'un 
cône  ou  d'un  cylindre  est  une  conséquence  de  l'étude  de  la  concavité 
et  de  la  convexité  de  cette  transformée.  Pour  faire  cette  étude  nous 
indiquerons  deux  méthodes:  une  méthode  géométrique  et  une  méthode 
analytique.  Occupons-nous  d'abord  de  la  première  et  examinons  suc- 
cessivement le  cas  du  cône  et  le  cas  du  cylindre. 

Cas  du  cône.  —  Soit  <y  une  ligne  tracée  sur  la  surface  d'un  cône  S, 

et  soit  (Ti  sa  transformée. 
Supposons  qu'en  un  point 
quelconque,  pt>  la  courbe 
(ji  tourne  sa  concavité  vers 
le  point  Si.  Si,  au  point  3|, 
on  mène  la  tangente  PiTi  à 
la  courbe  Ji,  l'hypothèse 
que  nous  venons  de  faire 
signiiie  que,  dans  le  voisi- 
nage du  point  pi,  la  courbe  et  le  point  Si  sont  du  même  côté  de  la  tan- 
gente; dès  lors,  si  l'on  prend  deux  points  ai  et  yi  dans  le  voisinage 
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du  point  Pi  et  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  on  a 

angle  SiPi»!  -t-  angle  Sif i^i  <  2  dr., 

pourvu  que  les  points  ai  et  yi  soient  suffisamment  rapprochés  du 
point  Pi. 

Appelons  «,  p,  y  ^^  points  de  la  courbe  ?  qui  correspondent  respec- 
tivement aux  points  «i,  Pi,  yi  de  la  courbe  ^i,  et  imaginons  une 
pyramide  inscrite  dans  le  cône  S  et  dont  trois  arêtes  passent  respecti- 
vement par  a,  p  et  Y-  Par  définition,  le  développement  de  la  surface 
latérale  du  cône  est  la  limite  du  développement  de  la  surface 
latérale  de  cette  pyramide.  Les  angles  Si^iSi  et  SiPi^i  sont  donc  res- 
pectivement égaux  aux  angles  Spa  et  S^  :  ceci  résulte  d'ailleurs  aussi 
de  la  manière  dont  on  procède  (420)  pour  effectuer  le  développement 
de  la  surface  latérale  du  cône.  Donc,  si  au  point  pi  la  courbe  ai  est 
concave  vers  le  point  Si,  en  prenant  les  points  3  e<  y  suffisamment 
voisins  du  point  ^  et  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  on  a 

angle  S^a  -+-  angle  S?y  <  2  dr. 

On  voit  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  que  si  au  point  ^i  la 
courbe  di  est  convexe  vers  le  point  Si,  on  a 

angle  Spa  -^  angle  SPy  >  2  dr., 

les  points  a  et  y  étant  choisis  comme  tout  à  l'heure.  Ces  propositions 
étant  contraires  entraînent  leurs  réciproques. 

Cela  posé,  supposons  que  la  courbe  <r  soit  la  section  faite  dans  le 
cône  S  par  un  plan  P,  et  soit  S  la  projection  du  point  S  sur  le  plan  P. 
Au  point  p  la  courbe  <t  est  concave  ou  convexe  vers  le  point  S';  suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  qu'elle  soit  concave,  et  observons  :  1®  que 
l'angle  S^S  est  l'angle  minimum  de  Sp  avec  les  droites  menées  par  le 
point  p  dans  le  plan  P,  tandis  que  l'angle  SpS'  est  l'angle  maximum 
de  Sp  avec  les  mêmes  droites;  2®  que  si  l'on  fait  tourner  une  demi- 
droite  de  360<'  autour  du  point  p  dans  le  plan  P,  dans  un  sens  quel- 
conque, en  partant  de  pS',  l'angle  de  cette  demi-droite  avec  Sp  est 
d'abord  minimum,  va  ensuite  constamment  en  croissant  jusqu'à  ce 
que  la  demi-droite  ait  tourné  de  180<>,  c'est-à-dire  soit  venue  coïncider 
avec  pS',  et  repasse  après  par  les  mêmes  valeurs  dans  l'ordre  inverse. 
Si  donc  on  mène  la  tangente  TpT  à  la  courbe  «r,  au  point  p,  l'hypo- 
thèse que  la  courbe  est  concave  vers  le  point  S  donne  successivement 

angle  SPy  <  angle  SpT 
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angle  Sp»  <  angle  S^T' 
et 

angle  SPy  +  angle  Spa  <  2  dr., 

puisque  la  somme  des  angles  SpT  et  SpT  est  égale  à  2  droits. 

On  verrait  d'une  manière  analogue  que  si  la  courbe  j  est  convexe 
vers  le  point  S',  on  a 

angle  S^y  -+-  angle  Sg-a  >  2  dr. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  qui  a  été  obtenu  au  début  on 
voit  alors  qu'au  point  Pi  la  transformée  cri  est  concave  ou  convexe  vers 
le  point  Si,  suivant  qu'au  point  p  la  courue  d  est  concave  ou  con- 
vexe vers  le  point  S, 

D'après  cela,  le  point  Pi  sera  un  point  d'inflexion  de  <ti  si  la  concavité 
au  point  p  change  de  sens  quand  on  passe  du  point  a  au  point  y.  Or, 
si  Ton  remarque  qu'il  n'y  a  lieu  d'étudier  la  concavité  et  la  convexité 
que  si  le  plan  P  ne  passe  pas  par  le  sommet  du  cône,  il  ne  peut  y  avoir 
changement  dans  le  sens  de  la  concavité  au  point  p  et  quand  on  passe 
de  a  à  Y  situés  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  que  dans  les  deux  cas 
suivants  :  1®  quand  le  point  p  est  un  point  d'inflexion  de  la  courbe  a; 
2®  quand  il  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  menée  à  cette  courbe 
par  le  point  S'.  D'ailleurs,  dans  ce  dernier  cas,  le  plantangent  au  cône 
suivant  Sp  est  perpendiculaire  au  plan  P;  donc  : 

Les  points  d'inflexion  de  la  transformée  d'une  section  plane  d'un 
cône  correspondent,  soit  aux  points  d'inflexion  de  la  section,  c'est-à-dire 
aux  points  de  rencontre  du  plan  sécant  avec  les  génératHces  d'inflexion^ 
soit  aux  points  de  rencontre  du  plan  sécant  avec  les  génératrices  de 
contact  des  plans  tangents  au  cône  perpendiculaires   au  plan  sécant. 

Cas  du  cylindre.  —  On  peut  traiter  directement  le  cas  du  cylindre, 
comme  on  a  traité  le  cas  du  cône.  Nous  nous  bornerons  à  observer  que 
le  raisonnement  est  tout  pareil  à  celui  que  nous  avons  fait  dans  le 
cas  du  cône,  et  que  la  seule  difi'érence  consiste  en  ce  que,  si  l'on 
appelle  S'S'  la  projection  de  Sp  sur  le  plan  P,  le  point  S'  doit  être 
remplacé  par  le  point  à  l'infini  sur  Tune  des  demi-droites  pS'  ou  pS*. 

Ajoutons  cependant  qu'il  est  inutile  de  parler  du  cas  où  la  projection 
de  pS  se  réduirait  au  point  p  ;  car,  dans  ce  cas,  a  serait  une  section 
droite  du  cylindre  et  sa  transformation  serait  une  ligne  droite. 

424.  Remarque.  —  Ces  conclusions  sont  en  défaut  lorsque  la  gêné- 
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ratrice  Sp  est  la  génératrice  suivant  laquelle  la  surface  a  été  supposée 
ouverte,  pour  effectuer  le  développement,  parce  qu'alors  au  point  p 
correspondent  deux  points  de  la  transformée  en  lesquels  la  courbe  <ft 
s'arrête. 

Elles  sont  également  en  défaut,  dans  le  cas  du  cône,  quand  le 
point  S'  est  confondu  avec  le  point  p,  c'est-à-dire  quand  le  plan 
sécant  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  Sp.  Dans  ce  cas  le  raison- 
nement prouve  qu'au  point  %  la  courbe  est  toujours  concave  du  côté 
de  Si. 

425.  Méthode  analytique.  ~  Cette  méthode  résulte  de  letude  de  la 
concavité  ou  de  la  convexité  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires. 

On  démontre  en  géométrie  analytique  que  si  l'équation  d'une  courbe 

1 

rapportée  à  des  coordonnées  polaires  est    —  =  /*(w),    le  sens  de  la 

concavité  en  un  point  M  de  cette  courbe  de  coordonnées  r  et  a 
résulte,  dans  le  cas  général,  du  signe  de  la  somme  /"(a)  -h /*"(«).  Or, 
si  Ton  appelle  D  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  en  M,  on  trouve 
facilement 

^=(T)'-[a):]'- 

et  l'on  a,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  a. 

Si  l'on  remplace  (  — )  par  — ^»  —  par  /*(a)  et  (—7-)  par 
/•"(a),  on  déduit  de  là 


D 


s 


r« 


Comme    -jrj    est  positif,  le  signe  de    A^)-l-A*)    résulte  de   la 

comparaison  des  signes  de  D'  et  de  r'  ;  il  est  donc  -f-  ou  —  suivant 
que  D  et  r  varient  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires  dans  le 
voisinage  du  point  M.  D'ailleurs  r  pouvant  être  supposé  positif,  la 
courbe,  au  point  M,  est  concave  ou  convexe  vers  le  pôle  suivant  que 
le  signe  est  -+-  ou  est  — ,  c'est-à-dire  suivant  que  D  et  r  varient 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 
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Cela  posé,  reprenons  la  section  a  faite  dans  un  cône   S  par  un 

plan  P  et  sa  transformée  <ji.  Soient  p 
et  fil  deux  points  correspondants  de  ces 
deux  courbes,  ^T  et  ^iTi  les  deux  tan- 
gentes, SI  et  Sili  les  perpendiculaires 
menées  à  ces  tangentes  par  les  points 
respectifs  S  et  Si.  En  vertu  des  pro- 
priétés du  développement,  les  deux 
triangles  S^I  et  Si^iIi  sont  égaux,  de 
sorte  que  Ton  a 
SJi  =  SI,  SiPi  =  s?. 

Il  en  résulte,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  qu'au  point  pi  la  courbe  <ti 
est  concave  ou  convexe  vers  le  point  Si,  suivant  que  SI  et  S^  varient 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 

Mais  si  Ton  appelle  S'  la  projection  du  point  S  sur  le  plan  P,  les 
triangles  rectangles  SSl  et  SS'^  montrent  que  SI  et  Sp  varient  res- 
pectivement dans  le  même  sens  que  SI  et  que  S'^.  Il  en  résulte  qu'au 
point  Pi  la  courbe  Ji  est  concave  ou  convexe  vers  le  point  Si,  suivant 
qu'au  point  correspondant  p  la  courbe  <i  est  concave  ou  convexe  vers 
le  point  S'. 

On  arrive  ainsi  aux  mêmes  conclusions  que  par  la  première  mé- 
thode, et  on  achève  le  raisonnement  de  la  même  manière. 

D'ailleurs  les  résultats  trouvés  pour  le  cône  s'étendent  au  cylindre 
considéré  comme  cas  limite  du  cône. 


§  IV.  —  Exemples  de  développements, 

426.  Exemple  I.  —  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  à  axe  ver- 
tical par  un  plan  de  bout;  construire  la  transfo^^mée  par  développement 
de  la  section  ainsi  obtenue. 

Supposons  que  le  cylindre  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal, 
et  soit  0  le  centriC  de  la  circonférence  de  base  ;  soit  d'ailleurs  p^q'  le 
plan  sécant.  La  section  du  cylindre  par  ce  plan  est  projetée  horizonta- 
lement suivant  la  circonférence  de  base,  et  verticalement  suivant  la 
portion  c'a!  de  la  trace  verticale  du  plan  sécant.  En  outre  il  est  inutile 
ici  de  déterminer  la  section  droite  du  cylindre,  puisqu'elle  est  con- 
fondue avec  la  base.  Pour  effectuer  le  développement  de  la  surface,  il 
ne  reste  donc  plus  qu'à  chercher  la  longueur  de  la  section  droite. 
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Pour  cela,  on  inscrit  dans  la  circonférence  de  base  un  polygone  con- 
vexe d'un  nombre  de  côtés  assez  grand  pour  que  Ton  puisse,  sans 
erreur  sensible,  considérer  chaque  coté  de  ce  polygone  comme  con- 
fondu avec  Tare  de  la  base  qu'il  sous-tend.  On  mesure  ensuite  le  péri- 
mètre de  ce  polygone,  et  l'on  a  ainsi  la  longueur  approchée  de  la  sec- 
tion droite,  et  cette  longueur  est  d'autant  plus  approchée  que  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  inscrit  est  plus  grand.  Il  y  a,  bien 
entendu,  tout  avantage  à  inscrire  un  polygone  régulier.  Dans  le  cas  de 

la  ligure  on  a  inscrit  un  hexagone 
régulier  aghcdf^  pour  indiquer  la 
manière  de  procéder,  mais  cela  n'est 
évidemment  pas  suffisant  pour  avoir 
la  longueur  suffisamment  approchée 
de  la  section  droite.  On  a  alors  cher- 
ché, par  le  procédé  général,  la  lon- 
gueur approchée  de  l'arc  sous-tendu 
par  un  côté  du  polygone,  et  on  a 
multiplié  par  6  la  longueur  ainsi 
obtenue.  C'est  d'ailleurs  en  cela  qu'il 
y  a  avantage  à  inscrire  un  polygone 
régulier. 

Ajoutons  que  la  section  droite 
étant  une  circonférence,  on  peut 
calculer  sa  longueur  en  multipliant 
par  2it  la  longueur  du  rayon. 

La  longueur  de  la  section  droite 
étant  ainsi  obtenue,  on  la  porte 
en  ciCj  sur  une  droite  indéfinie,  et 
l'on  obtient  ainsi  la  transformée  de  la  section  droite,  quand  on  déve- 
loppe la  surface  du  cylindre  sur  un  plan.  Il  est  aisé  d'en  déduire  la 
transformée  de  la  section  obtenue  en  coupant  par  le  plan  p»^.  Sup- 
posons en  effet  que  le  cylindre  ait  été  ouvert  suivant  la  génératrice  du 
point  (c,  c')  et  que  Ton  fasse  le  développement  sur  le  plan  tangent  le 
long  de  la  génératrice  du  point  (a,  a').  Prenons  alors  le  point  Oi, 
milieu  de  CiCj,  et  portons,  à  partir  du  point  ai,  les  longueurs  suc- 
cessives ai/i,  /"irfi,  ...,  «iffi?  ?i^i5  •••>  égales  respectivement  aux  lon- 
gueurs des  arcs  a/*,  /if,  ...,  a^,  g^/i,  ...,  de  la  section  droite;  menons 
par  ces  points  les  perpendiculaires  à  CiCj  et,  sur  l'une  quelconque. 
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/"i/î  par  exemple,  de  ces  perpendiculaires,  portons  /i/>  égale  à  la 
portion  de  génératrice  du  cylindre  comprise  entre  la  base  et  le  plan 
ptxq\  c'est-à-dire,  dans  l'exemple  actuel,  égale  à  la  cote  du  point  (^/'')• 
Nous  obtenons  ainsi  en  f\   le  point  de  la  transformée  qui  correspond 


^1     *!      ^ 


au  point  (/*,  /*')  de  la  section.  On  obtient  de  la  même  manière  autant 
de  points  que  Ton  veut  de  la  transformée,  et  on  obtient  la  transformée 
elle-même  en  joignant  tous  ces  points  par  un  trait  continu. 

Il  nous  reste  à  construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
transformée  et  à  déterminer  les  points  d'inflexion. 

Tangente  en  un  point  de  la  transformée.  —  Cherchons  par  exemple 
la  tangente  au  point  di  de  la  transformée.  Ce  point  correspond  au 
point  (d,  df)  de  la  section,  et  la  sous-tangente  (417)  est  dt.  Comme 
le  sens  de  d  vers  t  est  le  même  que  le  sens  de  d  vers  c,  portons 
dans  le  sens  de  di  vers  c^  la  longueur  ditx  égale  à  dt  et  joignons  le 
point  ti   au  point  d\.  La  droite  tid't  est  la  tangente  demandée. 

Points  d'inflexion  de  la  transformée.  —  Les  plans  tangents  au 
cylindre  perpendiculaires  au  plan  poiq'  sont  les  plans  tangents  suivant 
les  génératrices  des  points  (^,  e')  et  (i,  l/).  Les  points  d'inflexion  de 
la  transformée  sont  donc  (423)  ceux  qui  correspondent  aux  points 
(e,  ef)  et  (6,  h')  :  ce  sont  les  points  ei  et  6i.  On  obtient  les  tan- 
gentes en  ces  points,  comme  on  a  obtenu  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque, au  moyen  des  sous-tangentes  respectives  en  et  bm. 

427.  Exemple  II,  — •  Un  cylindre  a  pour  base  un  cercle  situé  dans  le 
plan  horizontal  de  pi^ojection.  On  développe  la  surface  latérale  de  ce 
cylindre  sur  un  plan  et  l'on  demande  de  construire  la  transformée  de 
la  base. 

▲NTOMARI.    —  OéOM.   DESCR.  23 
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D'après  la  méthode  générale  indiquée  plus  haut  (415),  pour  obtenir 
le  développement  demandé  il  faut  d'abord  construire  et  rectifier  une 
section  droite  du  cylindre.  Cette  section  droite  a  été  obtenue  en  cou- 
pant le  cylindre  par  le  plan  paç',  et  elle  est  projetée  horizontalement 
suivant  l'ellipse  abcd.  Pour  la  rectifier,  on  Ta  d'abord  rabattue  sur  le 
plan  vertical  en  aibiCidi  ;  on  a  déterminé  ensuite  le  périmètre  d'un 
polygone  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  suffisamment  grand,  puis  on  a 
porté  ce  périmètre  sur  une  droite  indéfinie  et  l'on  a  obtenu,  de  <îette 
manière,  la  transformée  de  la  section  droite  après  le  développement. 


Cela  posé,  supposons  que  le  cylindre  ait  été  ouvert  suivant  la  géné- 
ratrice qui  passe  par  le  point  e  de  la  base,  que  l'on  ait  fait  le  dévelop- 
pement sur  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  du  point  /,  et 
cherchons  à  construire  un  point  quelconque  de  la  transformée  de  la 
base,  la  tangente  en  ce  point  et  les  points  d'inflexion  de  la  transformée. 

Construction  (Tun  point,  —  Cherchons,  par  exemple,  le  point  de  la 
transformée  qui  correspond  au  point  (m,  m')  de  la  base.  Pour  cela, 
déterminons  d'abord  le  point  (n,  n')  de  la  section  droite  situé  sur  la 
même  génératrice  que  le  point  (m,  m'),  et  soit  ni  le  rabattement  du 
point  (n,  n').  Soient  d'ailleurs  eiCj  la  transformée  de  la  section  droite 
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et  ai  le  milieu  de  eiej,  de  sorte  que  le  point  aj  est  le  point  qui  corres- 
pond au  point  (a,  a').  Portons  sur  eid  et  à  partir  du  point  a,  la  lon- 
gueur a,vi  égale  à  la  longueur  de  Tare  diditii  de  la  section  droite,  et, 
sur  la  perpendiculaire  à  etCi  menée  par  v,,  prenons  vjm,  égale  à  la 


portign  de  la  génératrice  du  point  (m,  m!)  coQiprise  entre  ce  point  et  la 
section  droite;  nous  obtenons  ainsi  le  point  mi  correspondant  au  point 
(fit,  m!)  de  la  base. 

Ajoutons  que  les  génératrices  du  cylindre  étant  de  front,  la  longueur 
viiîii  est  égale  à  nW. 

Tangente  au  point  wii  de  la  transformée.  —  Pour  obtenir  cette  tan- 
gente, il  faut  construire  le  triangle  de  l'espace  projeté  liorizontalement 
en  mnt  (417).  Ce  triangle  est  rectangle  dans  l'espace,  et  le  côté  de 
l'angle  droit  projeté  en  nt  est  rabattu  en  Uiti  :  la  longueur  niti  est  la 
sous-tangente,  et,  pour  obtenir  la  tangente  cherchée,  il  n'y  a  plus  qu'à 
prendre,  dans  le  sens  convenable,  vi6i  =  nitt  et  à  joindre  le  point 
mi  au  point  0,. 

Points  d'inflexion  de  la  transformée.  —  Les  points  d'inflexion  cor- 
respondent aux  points  de  la  base  en  lesquels  le  plan  tangent  au 
cylindre  est  perpendiculaire  au  plan  de  base,  c'est-à-dire  est  vertical. 
Ils  correspondent  donc  aux  points  ^  et  A  de  la  base,  c'est-à-dire  qu'ils 
se  trouvent  sur  les  génératrices  des  points  (c,  c')  et  {d,  d')  de  la  section 
droite.  Pour  les  obtenir,  on  portera  donc  sur  eie,  les  longueurs  dfii  et 
«lYi  égales  respectivement  aux  longueurs  des  arcs  a^d^  et  ajCj  de  la 
section  droite,  on  mènera  les  perpendiculaires  à  e^e^  par  les  points  $i  et 
Yi  ainsi  obtenus  et  Ton  prendra,  sur  ces  perpendiculaires,  lihy  et  y,  ji 
égales  à  h'd  :    on  obtient  ainsi  les  points  /ii  et  gx- 

La  tangente  ^lei  en  l'un  quelconque  de  ces  deux  points  s'obtient 
encore  au  moyen  de  la  sous-tangente,  qui  a,  ici,  la  même  longueur 
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pour  les  deux  points;  cette  longueur,  égale  à  JiA'i,  a  été  portée  en  y,£|. 
Le  développement  est  symétrique  par  rapport  à  a,/',,  qui  correspond 
à  la  génératrice  du  point  f. 

428.  Exemple  III.  —  Développer  sur  un  plan  la  surface  latérale  d'un 
cône  oblique  à  hase  circulaire  reposant  sur  le  plan  horizontal  de  pro^ 
jection. 

Soit  (*,  /)  le  sommet  du  cône  dont  la  base  est  une  circonférence  do 
centre  0,  située  dans  le  plan  horizontal.  Supposons  que  l'on  veuille 
développer  la  surface  latérale  de  ce  cône  sur  le  plan  tangent  le  long  do 


* 
la  génératrice  projetée  horizontalement  en  «a,  la  surface  étant  d'ailleurs 
supposée  ouverte  suivant  la  génératrice    projetée   horizontalement 
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en  sg.  Appliquons  la  méthode  générale  exposée  au  n^  422.  Pour  cela, 
inscrivons  une  pyramide  dans  le  cône  et  soit  abcd..,  le  polygone  de 
hase  de  cette  pyramide,  polygone  qui  est  inscrit  dans  la  circonfé- 
rence 0  et  que  Ton  choisit  de  telle  sorte  qu'il  ait  un  sommet  en  a  et 
un  sommet  en  g.  Il  est  d'ailleurs  inutile  de  figurer  les  projections  des 
arêtes  de  la  pyramide  inscrite,  parce  qu'elles  ne  serviraient  qu'à  com- 
pliquer la  figure;  mais,  comme  nous  le  verrons  dans  un  instant,  il  est 
indispensable  d'en  avoir  les  longueurs.  Ces  longueurs  ont  été  obtenues 
en  rendant  les  arêtes  de  front,  au  moyen  de  rotations  effectuées  autour 
de  la  verticale  du  sommet.  On  a  ainsi  obtenu  en  sfa!,  s'P',  «y,  ...  les 
longueurs  des  arêtes  qui  aboutissent  aux  points  a^  by  c^ ...  de  la  base. 


^-y 


1 


Cela  posé,  construisons,  par  la  méthode  exposée  au  n^  209,  le  déve- 
loppement de  la  surface  latérale  de  la  pyramide  inscrite.  Si 
^Oifi^i'-'higi  est  le  développement  ainsi  obtenu,  en  traçant  une  ligne 
continue  passant  par  les  points  gif\eid^...hig%y  on  a  la  transformée 
approchée  de  la  base  du  cône. 
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On  précise  un  peu  le  tracé  de  cette  ligne  en  construisant  les  tan- 
gentes en  quelques-uns  de  ses  points  et  en  déterminant  ses  points 
d'inflexion,  quand  elle  en  a. 

Aux  points  a  et  f  les  tangentes  à  la  base  sont  perpendiculaires  aux 
génératrices  correspondantes  ;  il  en  résulte  qu'aux  points  correspon- 
dants fli  et  fi  les  tangentes  à  la  transformée  sont  perpendiculaires 
respectivement  à  aOi  et  à  a  fi. 

Déterminons  la  tangente  en  un  point  quelconque,  d|,  correspondant 
au  point  d.  Observons,  pour  cela,  que  la  tangente  cherchée  ftiit  avec 
ddi  un  angle  égal  à  celui  que  la  tangente  ds^  menée  en  d  à  la  circon- 
férence 0,  fait  avec  la  génératrice  du  cône  qui  passe  par  le  point  rf. 
Cet  angle  est  situé  dans  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  pro- 
jetée en  sdy  et  on  Tobtient  en  rabattant  ce  plan  tangent  sur  un  plan 
horizontal  ou  sur  un  plan  de  front,  sur  le  plan  horizontal  de  projection 
dans  le  cas  actuel  (*).  Si  Si  est  le  rabattement  du  sommet,  l'angle 
cherché  est  Sids.  Pour  l'obtenir  dans  le  développement,  on  a  construit 
le  triangle  rectangle  o^irfj  égal  au  triangle  rectangle  S|«rf. 

Les  points  d'inflexion  de  la  transformée  sont  les  points  qui  corres- 
pondent aux  points  de  la  base  en  lesquels  les  plans  tangents  au  cône 
sont  verticaux.  Ce  sont  donc,  ici,  les  points  di  et  Ai,  qui  correspondent 
aux  points  d  et  A,  situés  sur  les  génératrices  de  contour  apparent 
horizontal.  Nous  venons  d'ailleurs  d'indiquer  la  construction  de  la 
tangente  au  point  d^  et  on  obtiendrait  de  la  même  manière  la  tan- 
gente au  point  hi. 

Il  est  bon  d'observer  qu'aux  points  ji  et  gt  les  angles  de  la  trans- 
formée et  des  génératrices  correspondantes  doivent  être  supplémentaires. 

429.  Exemple  IV.  —  Un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  est  limité 
par  le  plan  horizontal  de  projection  et  par  un  autre  plan  horizontal. 
On  le  coupe  par  un  plan  de  bout  et  on  développe  sa  surface  latérale 
sur  un  plan  ;  construire  les  transformées  des  bases  et  de  la  section 
ainsi  obtenue. 

L'exemple  actuel  est  destiné  à  montrer  comment  on  construit  les 
asymptotes  d'une  transformée  par  développement. 
Supposons  que  le  cône  ait  son  sommet  au  point  («,  sf)  et  soit  limité 


(*)  On  pouvait  se  dispenser  de  faire  ce  rabattement  en  obseryant  que  Tangle 
cherché  est  égal  à  s'B'y. 
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au  plan  horizontal  de  projection  et  au  plan  horizontal  dd.  Soient 
(a6,  dV)  et  {cd^  dd!)  les  deux  bases  du  cône,  poiq'  le  plan  sécant.  Le 
plan  ef^  mené  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  au  plan 
sécant  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices  projetées  horizontale- 
ment en  sf  et  en  se.  On  en  conclut  que  la  section  du  cône  par  le  plan 
px^  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  respectivement  paral- 
lèles aux  deux  génératrices  projetées  en  sfei  en  se.  L'une  des  branches 
de  cette  hyperbole  est  projetée  horizontalement  en  Ihk  et  verticalement 


m'n' 


en  l'h'k!;  Tautre  branche  est,  de  même,  projetée  horizontalement  en 
mgn  et  verticalement  en  m'rfn'.  Les  asymptotes  de  la  projection  hori- 
zontale, construites  comme  cela  a  été  expliqué  au  n^  398,  sont  ço- 
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et  eoy  et,  quant  aux  asymptotes  de  la  projection  verticale,  elles  sont 
confondues  avec  la  projection  verticale  elle-même. 

Cela  posé,  supposons  que  la  surface  du  cône  ait  été  ouverte  suivant 
l'arête  projetée  en  «a,  et  développée  sur  le  plan  tangent  le  long  de 
Farête  projetée  en  sb. 


Le  développement  de  la  nappe  inférieure  du  cône  est  le  secteur 
circulaire  aicoias,  dont  le  rayon  Sia^  est*  égal  à  ^a',  et  dont  l'arc  a^ui^a^ 
a  même  longueur  que  la  circonférence  ab.  De  même,  le  développement 
de  la  nappe  supérieure  du  cône  est  un  secteur  circulaire  d^vi^dt^  dont 
le  rayon  Sidi  est  égal  à  s'd!^  et  dont  l'arc  ditù^d^  a  même  longueur  que 
la  circonférence  cd. 

La  transformée  de  la  branche  Ihk  est  l'ensemble  des  deux  arcs  lxh% 
et  hih  ;  de  même,  la  transformée  de  la  branche  mgn  est  l'arc  unique 
mi^ini.  Aux  points  (^,  g^  et  (A,  h^  la  tangente  à  la  section  est  perpen- 
diculaire à  la  génératrice  correspondante  du  cône;  donc,  aux  points 
9i,  hi  et  Ai  les  tangentes  sont  perpendiculaires  aux  rayons  respectifs 
^1^19  ^lAi  et  Sih^. 

Construisons  les  asymptotes  de  la  transformée.  Pour  obtenir  une 
direction  asymptotique  de  la  transformée,  il  suffit  de  prendre  l'arc  Oj/V 
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égal  en  longueur  à  Tare  af  et  de  joindre  le  point  s^  au  point  /*i  ainsi 
obtenu.  Pour  obtenir  alors  l'asymptote  correspondante,  on  observe  que 
l'asymptote  est  une  tangente,  et  que  la  sous-tangente  correspondante 
est  f^,  dont  le  sens  est  le  sens  fka.  On  mène  donc  au  point  fx  la  tan- 
gente à  l'arc  ai/*iu>i  et,  dans  le  sens  ({k^a^y  on  prend  /*i7i  égale  à  fo; 
puis  on  mène  ^lOi  parallèle  à  fiSi  et  l'on  obtient  ainsi  une  des  asymp- 
totes de  la  transformée.  On  obtient  l'autre  asymptote  par  des  cons- 
tructions analogues  ou  par  symétrie. 

Ajoutons  qu'il  est  facile  de  s'assurer  que  la  transformée  présente 
deux  points  d'inflexion  situés  sur  l'arc  mi^ifii. 
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1 .  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de 
bout,  et  on  développe  la  surface  latérale  du  cylindre  sur  un  plan  ;  trou- 
ver en  coordonnées  rectilignes  l'équation  de  la  transformée  de  la  section 
plane. 

2.  On  coupe  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout, 
et  on  développe  la  surface  latérale  du  cône  sur  un  plan  ;  trouver,  en  coor- 
données polaires,  Téquation  de  la  transformée  de  la  section  plane. 

3.  La  base  d'un  cylindre  est  nn  cercle  dans  le  plan  borizontal,  et  les 
génératrices  du  cylindre,  inclinées  à  45^  sur  le  plan  horizontal,  sont  de 
front.  On  coupe  ce  cylindre  par  le  premier  plan  bissecteur,  et  on  développe 
la  surface  latérale  sur  un  plan;  construire  la  transformée  de  la  section, 
et  déterminer,  en  particulier,  les  points  d'inflexion  du  développement  de 
cette  section. 

4.  Une  sphère  a  son  centre  dans  le  plan  horizontal.  On  circonscrit  à  cette 
sphère  un  cône  ayant  son  sommet  dans  le  plan  de  front  mené  par  le  centre 
de  la  sphère,  et  on  développe  la  surface  latérale  de  ce  cône  sur  un  plan* 
Construire  la  transformée  de  la  trace  horizontale  du  cône,  la  tangente  en 
on  point  de  la  transformée  et  les  points  d'inflexion. 

5.  La  surface  latérale  d'un  cylindre  circulaire  droit  à  axe  vertical  ayant 
été  développée  sur  un  plan,  on  propose  de  construire  la  projection  verti- 
cale de  la  ligne  tracée  sur  le  cylindre,  et  dont  la  transformée  par  dévelop- 
pement est  une  circonférence  donnée. 
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6.  La  surface  latérale  d'un  cône  circulaire  droit  à  axe  vertical  est  suppo- 
sée développée  sur  un  plan.  Construire  les  projections  de  la  ligne  tracée 
sur  le  cône  et  dont  la  transformée  par  développement  est  une  circonférence 
donnée. 

7.  Résoudre  la  même  question  quand  la  circonférence  donnée  est  rem- 
placée par  une  droite. 


CHAPITRE  m 
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§  I.  —  Détermination  des  points  de  la  section. 

430.  Détermiuatlon  d'un  point  quelconque.  —  La  méthode  générale 
pour  obtenir  un  point  quelconque  d'une  section  plane  d'une  surface 
consiste  à  déterminer  les  points  de  rencontre  des  génératrices  de  la 
surface  avec  le  plan  sécant.  Il  suit  de  là  qu'à  chaque  mode  de  généra- 
tion de  la  surface,  on  peut  faire  correspondre  une  méthode  pour  en 
déterminer  une  section  plane.  Dans  le  cas  général,  c'est-à-dire  quand 
on  n'a  pas  un  mode  simple  de  génération  de  la  surface,  rien  n'empêche 
de  supposer  la  surface  engendrée  par  une  série  de  sections  planes 
définies  d'après  une  loi  déterminée,  et  on  détermine  alors  les  points  de 
rencontre  du  plan  sécant  avec  Tune  de  ces  sections  planes  quelconque, 
L.  Pour  cela,  on  coupe  la  surface  et  le  plan  sécant  par  le  plan  auxi- 
liaire de  la  section  L  considérée.  Ce  plan  auxiliaire  coupe  la  surface 
suivant  la  ligne  L,  le  plan  sécant  suivant  une  droite  D  dont  chaque 
point  de  rencontre  avec  la  ligne  L  est  un  des  points  cherchés.  A  l'aide 
d'autant  de  plans  auxiliaires  que  l'on  veut,  on  a  donc  ainsi  autant  de 
points  que  l'on  veut  de  la  section. 

A  première  vue,  il  semble  que  la  méthode  n'apporte  aucune  sim- 
plification au  problème  puisque  au  lieu  de  déterminer  d'un  seul  coup 
la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  sécant,  on  commence  par 
en  déterminer  plusieurs  autres.  Mais  en  réalité  le  problème  se  trouve 
bien  simplifié;  car  le  plan  auxiliaire  étant  arbitraire,  on  peut  généra- 
lement le  choisir  de  manière  à  obtenir  sans  difficulté  la  section  de  la 
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surface  par  ce  plan,  alors  qu'il  serait  généralement  impossible  d'obte- 
nir cette  même  section  si  le  plan  était  quelconque. 

Si,  en  particulier,  la  surface  est  une  sphère,  on  peut  prendre  comme 
plans  auxiliaires,  soit  des  plans  horizontaux,  soit  des  plans  de  front, 
soit  des  plans  verticaux  passant  par  le  centre  de  la  sphère,  soit  enfin 
des  plans  de  bout  passant  également  par  le  centre  de  la  sphère. 

1«  Le  plan  auxiliaire  est  horizontal  ou  de  front,  —  Si  Ton  coupe 
d'abord  la  sphère  et  le  plan  sécant  par  un  plan  horizontal,  la  section 
iaite  par  ce  plan  dans  la  sphère  est  un  cercle  projeté  horizontalement 
en  vraie  grandeur  suivant  un  cercle  ayant  pour  centre  la  projection 
horizontale  du  centre  de  la  sphère.  De  même  la  section  de  la  sphère 
par  un  plan  de  front  est  un  cercle  qui  se  projette  verticalement  suivant 
un  cercle  de  même  grandeur  ayant  pour  centre  la  projection  verticale 
du  centre  de  la  sphère. 

D'après  cela,  supposons  le  plan  sécant  défini  par  une  horizontale 
((oA,  io7i')  et  par  une  ligne  de  front  (w/*,  uy'f^^  et  soit  (o,  o')  le  centre  de 

la  sphère.  Le  plan  horizontal  auxi- 
liaire a'à'  coupe  le  cercle  de  contour 
apparent  vertical  de  la  sphère  en 
deux  points,  dont  l'un  est  projeté  en 
(a,  a');  il  coupe  donc  la  sphère  sui- 
vant un  cercle  projeté  horizontale- 
ment suivant  une  circonférence  do 
centre  o  et  de  rayon  oa.  Le  même 
plan  auxiliaire  coupe  le  plan  sécant 
suivant  une  horizontale  projetée  ho- 
rizontalement en  bm.  Cette  droite  et 
la  circonférence  oa  se  rencontrent  en 
deux  points,  et  si  m  est  l'un  de  ces 
points,  le  point  (m,  nC)  est  un  point 
de  la  section. 

En  coupant  de  même  par  le  plan 
de  front  cd,  on  voit,  par  un  raison- 
nement tout  pareil,  que  le  point  (n^n') 
est  aussi  un  point  de  la  section. 

2®  Le  plan  auxiliaire  est  vertical 
ou  de  bout  et  passe  par  le  centre  de 
la  sphère. —  Supposons  maintenant  que  l'on  coupe  la  sphère  et  le  plan 
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sécant  par  un  plan  vertical  ou  de  bout  passant  par  le  centre  de  la 
sphère.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  ce  plan  auxiliaire  vertical.  Il 
coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  et  le  plan  sécant  suivant  une 
droite.  Ce  cercle  et  cette  droite  se  projettent  horizontalement  sur  la 
trace  horizontale  du  plan  auxiliaire,  mais  on  n'a  pas  facilement  la  pro- 
jection verticale  du  cercle.  Pour  obtenir,  dans  ce  cas,  les  points  de 


rencontre  de  ces  deux  lignes,  on  rend  le  plan  auxiliaire  qui  les  a 
fournies  parallèle  au  plan  vertical,  en  le  faisant  tourner  autour  de  la 
verticale  du  centre  de  la  sphère.  Comme  après  cette  rotation  la  projec- 
tion verticale  du  cercle  est  confondue  avec  le  contour  apparent  de  la 
sphère  sur  le  plan  vertical,  on  a  sans  difficulté  ses  points  de  rencontre 
avec  la  droite,  après  la  rotation.  On  en  déduit  les  points  de  rencontre, 
avant  la  rotation,  par  une  opération  inverse. 
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On  opérerait  d'une  manière  analogue  si  le  plan  auxiliaire,  au  lieu 
d'être  vertical,  était  de  bout.  On  le  rendrait  d'ailleurs  parallèle  au  plan 
horizontal  par  une  rotation  autour  de  la  ligne  de  bout  passant  par  le 
centre  de  la  spjière. 

D'après  cela,  supposons,  par  exemple,  le  plan  sécant  PaQ'  déter- 
miné par  ses  traces,  et  soit  (o,  o')  le  centre  de  la  sphère.  Le  plan  ver- 
tical dont  la  trace  horizontale  est  oa  coupe  le  plan  donné  suivant  une 
droite  (aa,  (/a!),  qui  est  projetée  verticalement  en  (T'ai,  quand  on  Ta 
rendue  parallèle  au  plan  vertical  par  une  rotation  autour  de  la  verti- 
cale du  point  (o,  o').  Le  même  plan  vertical  coupe  la  sphère  suivant 
un  grand  cercle  dont  la  projection  verticale  est  confondue  avec  le 
cercle  de  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  après  la  même  rota- 
tion. La  droite  ^ai  coupe  ce  cercle  en  deux  points  b'^  et  c',,  qui  sont 
les  projections  verticales  des  points  de  rencontre  après  la  rotation.  On 
en  conclut  que  les  points  (6,  b')  et  (c,  (/)  sont  deux  points  de  la  sec- 
tion avant  la  rotation. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  tous  les  plans  auxiliaires  analogues  au 
plan  oa  passent  par  la  verticale  du  point  (o,  o')  ;  il  en  résulte  que 
toutes  les  droites  analogues  à  (tra,  a'a')  passent  par  le  point  de  ren- 
contre de  cette  verticale  avec  le  plan  PaQ'.  Il  y  a  donc  tout  avantage  à 
déterminer  tout  de  suite  ce  point  (j,  a')»  ®t  c'est  ce  qui  a  été  fait  sur  la 
figure  au  moyen  du  plan  de  front  mené  par  le  point  (o,  o'). 

Si  le  plan  auxiliaire  est  de  bout  au  lieu  d'être  vertical,  on  voit  de 
même  qu'il  y  a  avantage  à  déterminer  tout  de  suite  le  point  de  ren- 
contre (s,  sf)  du  plan  PaQ'  avec  la  ligne  de  bout  passant  par  le  point 
(o,  o').  On  voit  d'ailleurs,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  dans  le  cas 
d'un  plan  auxiliaire  vertical,  que  le  plan  de  bout  o'e'  fournit  deux 
points  (/",  f)  et  {g,  j')  de  la  section. 

431.  Tangente  en  un  point  de  la  section.  —  C'est  l'intersection  du 
plan  tangent  à  la  sphère  en  ce  point  avec  le  plan  sécant. 

Autrement,  si  l'on  mène  par  ce  point  la  perpendiculaire  au  plan  et 
le  rayon  de  la  sphère,  la  tangente  est  perpendiculaire  au  plan  de  ces 
deux  droites. 

De  toutes  façons  on  l'obtient  donc  sans  aucune  difficulté. 

432.  Points  remarquables  de  la  section.  —  On  comprend,  sous  cette 
dénomination,  les  points  sur  les  contours  apparents,  les  points  de  la 
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section  en  lesquels  là  tangente  est  horizontale  et  les  points  de  la  section 
en  lesquels  la  tangente  est  de  front. 

Points  sur  les  contours  apparents.  —  On  obtient  évidemment  les 
points  de  la  section  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  en  cou- 
pant la  sphère  et  le  plan  sécant  par  le  plan  horizontal  mené  par  le 
centre  de  la  sphère. 

On  obtient  de  même  les  points  situés  sur  le  contour  apparent  ver- 
tical en  coupant  la  sphère  et  le  plan  sécant  par  le  plan  de  front  mené 
par  le  centre  de  la  sphère. 

Points  en  lesquels  la  tangente  est  horizontale.  —  Si  la  tangente  en  un 
point  À  de  la  section  est  horizontale,  cela  veut  dire  que  le  plan  tan- 
gent en  A  et  le  plan  sécant  se  coupent  suivant  une  horizontale.  Si 
donc  on  mène  par  le  point  A  le  plan  perpendiculaire  à  la  tangente  en 
ce  point,  ce  plan  est  vertical  ;  mais  comme  il  est  perpendiculaire  à 
une  tangente  en  son  point  de  contact,  il  passe  par  le  centre  de  la 
sphère;  enfin,  comme  il  est  perpendiculaire  à  une  droite  du  plan 
sécant,  il  est  perpendiculaire  au  plan  sécant. 

Ainsi,  si  en  un  point  A  de  la  section  la  tangente  à  cette  ligne  est 
horizontale,  le  plan  mené  par  A  perpendiculairement  à  la  tangente 
est  un  plan  vertical  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  perpendicu- 
laire au  plan  sécant.  Il  en  résulte  que  les  points  tels  que  le  point  A 
sont  ceux  qu'on  obtient  en  coupant  la  sphère  et  le  plan  sécant  par  le 
plan  auxiliaire  vertical  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  perpendi- 
culaire au  plan  sécant.  La  trace  horizontale  de  ce  plan  auxiliaire  est 
évidemment  la  perpendiculaire  menée  par  la  projection  horizontale  du 
centre  de  la  sphère  aux  projections  horizontales  des  horizontales  du 
plan. 

Points  en  lesquels  la  tangente  est  de  front.  —  Un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  qu'on  vient  de  faire  montre  que  ces  points  peuvent  être 
obtenus  en  coupant  la  sphère  et  le  plan  sécant  par  un  plan  auxiliaire 
de  bout  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  perpendiculaire  au  plan 
sécant.  La  trace  verticale  de  ce  plan  auxiliaire  est  la  perpendiculaire 
menée  par  la  projection  verticale  du  centre  de  la  sphère  aux  projec- 
tions verticales  des  lignes  de  front  du  plan. 

Dans  l'épure  ci-contre  (o,  o')  est  le  centre  de  la  sphère  et  le  plan 
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sécant  est  déterminé  par  deux  droites  qui  se  coupent  :  l'horizontale 

(u)A,  co'A')  et  la  ligne  de 
front  (ù)/;  w'/^.  Les  points 
sur  le  contour  apparent  ho- 
rizontal, déterminés  par  la 
méthode  qu'on  vient  d'ex- 
poser, sont  (a,o')  et  (*,*'); 
pareillement,  les  points  sur 
le  contour  apparent  vertical 
sont  (c,  c')  et  (d,  d').  Les 
points  en  lesquels  la  tan- 
gente est  horizontale  ont  été 
obtenus,  comme  cela  vient 
d'être  expliqué,  en  coupant 
par  le  plan  vertical  dont  la 
trace  horizontale  est  oe.  Ce 
plan  vertical  coupe  le  plan 
donné  suivant  une  droite 
qu'on  a  rendue  parallèle  au 
plan  vertical  par  une  rota- 
tion autour  de  la  verticale 
du  centre  de  la  sphère,  et 
qui  est  alors  projetée  verti- 
calement en  tfjAi  (•).  Les 
anciennes  projections  étant 
op  et  oy,  on  en  conclut 
que  les  points  cherchés  sont 
(e,  e')  et  (A-,  A').  Les  tan- 
gentes en  ces  points  étant  parallèles,  la  droite  (eA-,  e'k!)  est  un  dia- 
mètre du  cercle  section  ;  de  plus,  comme  ces  tangentes  sont  horizon- 
tales, elles  sont  parallèles  à  (wA,  co'A')  ;  donc,  aux  points  e  et  *,  les 
tangentes  sont  perpendiculaires  à  «A,  de  sorte  que  cette  droite  est 
l'un  des  axes  de  la  projection  horizontale  de  la  section,  c  et  A  étant 
d'ailleurs  les  sommets  situés  sur  cet  axe. 
On  a  déterminé  d'une  manière  analogue  les  points  (/,  /')  et  (m,  mf) 


(•;  Accidentellement  le  point  €\  se  trouve  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  (d,  d'). 
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en  lesquels  la  tangente  est  de  front.  Les  points  V  et  m!  sont  deux 
sommets  de  la  projection  verticale  de  la  section. 

Pour  faire  la  ponctuation  de  la  projection  horizontale,  on  observe 
que  le  point  (d,  d!)  étant  vu  en  projection  horizontale,  parce  qu'il  est 
sur  rhémisphère  supérieur  de  la  sphère,  l'arc  adb  est  vu  et  l'arc  aeb 
est  caché. 

On  voit  d'une  manière  analogue  que  l'arc  c'cdd!  de  la  projection  ver- 
ticale est  vu,  tandis  que  l'arc  dmld!  est  caché. 


§  II.  —  Détermination  des  axes  "des  projections  de  la  section. 

433.  Première  méthode.  —  Toute  section  plane  d'une  sphère  est  un 
cercle  dont  les  projections  sont  des  ellipses.  Or  on  a  vu  (165)  que  si 
Ton  projette  un  cercle  sur  un  plan  P,  que  nous  supposons  horizontal 
pour  fixer  les  idées,  le  grand  axe  de  l'ellipse  ainsi  obtenue  est  la  pro- 
jection, sur  le  plan  P,  du  diamètre  horizontal  du  cercle;  quant  au 
petit  axe,  il  est  la  projection,  sur  le  même  plan,  du  diamètre  perpen- 
diculaire au  diamètre  horizontal,  c'est-à-dire  du  diamètre  qui  est  en 
même  temps  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  du  cercle.  Les 
tangentes  au  cercle  aux  extrémités  de  ce  diamètre  de  plus  grande  pente 
étant  perpendiculaires  à  ce  même  diamètre  sont  horizontales. 

D'après  cela,  une  première  méthode  pour  déterminer  les  axes  des 
projections  d'une  section  plane  d'une  sphère  résulte  de  la  méthode 
suivie  (432)  pour  déterminer  les  points  de  la  section  en  lesquels  la 
tangente  à  cette  ligne  est  horizontale  ou  de  front. 

Soit  donc  (o,  o')  la  sphère  considérée  coupée  par  le  plan  défini  par 
l'horizontale  (wA,  u>'A')  et  par  la  frontale  (o)/",  to/').  Si  l'on  détermine, 
comme  au  n^  432,  les  points  de  la  section  en  lesquels  la  tangente  est 
horizontale,  on  obtient  les  points  (a,  a!)  et  (6,  b').  Nous  avons  vu 
(432)  que  ab  est  un  axe  de  la  projection  horizontale,  et  nous  ve- 
nons de  montrer  que  c'est  le  petit  axe  de  cette  projection.  Pour 
trouver  le  grand  axe,  il  faut  construire  la  projection  horizontale 
du  diamètre  horizontal  de  la  section.  Or,  le  centre  de  la  section 
est  projeté  au  point  (»,  a'),  milieu  de  (aé,  a'b');  le  diamètre 
horizontal  est  donc  projeté  verticalement  en  a'r/  et  horizontalement 
suivant  la  perpendiculaire  à  ab  menée  par  <s.  Pour  avoir  ses  extré- 
mités, il  n'y  a  donc  qu'à  couper  la  sphère  par  le  plan  auxiliaire  <jV 

ANTOMAU.  —  GioX.  DBSCR.  24 
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qui  donne  un  cercle  dont  la  projection  horizontale  a  pour  centre  le 
point  0  et  pour  rayon  oc.  Ce  cercle  rencontre  la  perpendiculaire  à 


ab  menée  par  <r  en  deux  points  d  et  e,  qui  sont  les  extrémités  du 
grand  axe  de  la  projection  horizontale  de  la  section. 

On  détermine  d'une  manière  analogue,  d'abord  le  petit  axe  p'q\  et 
ensuite  le  grand  axe  r'a'  de  la  projection  verticale. 

434.  Deuxième  méthode.  —  Supposons  que  le  plan  sécant  soit  verti- 
cal ou  de  bout,  par  exemple  de  bout,  et  soit  a!b'  sa  trace  verticale.  II 
n'y  a  pas  lieu,  dans  ce  cas,  de  déterminer  les  axes  de  la  projection  ver- 
ticale, puisqu'elle  se  réduit  à  la  portion  de  droite  a'b'. 

Pour  trouver  les  axes  de   la  projection  horizontale,  on  observe 
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que  le   diamètre   horizontal   du   cercle   est  de    bout,    puisque  le 

plan  du  cercle  section  est  lui-même  de 
bout.  Mais  le  centre  de  ce  cercle  est  le 
point  ((T,  o'),  intersection  du  plan  sécant  et 
de  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  menée 
parle  centre  de  la  sphère;  il  en  résulte  que 
le  grand  axe  de  la  projection  horizontale 
est  situé  sur  la  ligne  de  rappel  du  point 
(ff,  </).  Il  ne  reste  donc  plus,  pour  achever 
de  le  déterminer,  qu'à  trouver  sa  longueur. 
Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  la 
longueur  du  grand  axe  est  égale  à  la  lon- 
gueur du  diamètre  de  la  section  et  que, 
d'autre  part,  la  projection  verticale  de  la 
section  est  une  portion  de  droite  de  même 
longueur  que  le  diamètre.  Si  donc  on  prend 
9c='sd=  ^  5  on  obtiendra  en  cd  le  grand  axe  de  la  projection  horizon- 
tale. 

Il  faut  maintenant  trouver  le  petit  axe  de  cette  même  projection, 
c'est-à-dire  la  projection  horizontale  du  diamètre  de  plus  grande  pente. 
Ce  diamètre  de  plus  grande  pente  est  ici  de  front  puisque  les  horizon- 
tales du  plan  sécantsont  des  lignes  de  bout,  et  ses  projections  sont  ab  et 
afb\  Il  est  situé  dans  le  plan  de  front  mené  par  le  centre  de  la  sphère 
et  coupe  celle-ci  en  deux  points  (a,  a')  et  (6,  6').  Il  en  résulte  que  les 
points  a  et  6  sont  les  sommets  situés  sur  le  petit  axe  de  la  projection 
horizontale. 

La  construction  des  axes  de  la  projection  horizontale  est  donc  immé- 
diate dans  ce  cas  particulier,  et  l'on  a,  bien  entendu,  par  analogie,  une 
construction  tout  aussi  simple  des  axes  de  la  projection  verticale  quand 
le  plan  sécant  est  vertical  au  lieu  d'être  de  bout. 

Cela  posé,  une  deuxième  méthode  pour  déterminer  les  axes  des  pro- 
jections d'une  section  plane  d'une  sphère  consiste  à  ramener  le  cas  gé- 
néral au  cas  particulier  qu'on  vient  d'examiner,  par  des  changements 
de  plans  de  projection. 

Soit  (o,  o')  le  centre  de  la  sphère  et  soient  (wA,  oi'A'j  et  (a*/*,  co'/*') 
les  deux  droites  qui  déterminent  le  plan  sécant.  Pour  trouver  les  axes 
de  la  projection  horizontale,  nous  prendrons  comme  plan  vertical  de 
projection  le  plan  vertical  mené  par  le  centre  de  la  sphère  perpendi- 
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culairement  au  plan  sécant  ;  la  ligne  de  terre  sera  alors  la  perpendicu- 
laire abèi  o»h  menée  par  le  point  o.  Nous  prendrons  de  plus,  comme  plan 
horizontal,  celui  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  qui  coupe  le 

plan  sécant  suivant  la  droite 

^2\  .^ "yfy^l^  [cdydd!).  La  droite  cd  est  la 

'^'  trace  horizontale  du  plan 

sécant  dans  le  nouveau  svs- 
tème  de  projections,  et,  pour 
avoir  la  trace  verticale,  il 
n'y  a  qu'à  joindre  au  point  a 
la  nouvelle  projection  verti- 
cale d'un  point  du  plan,  par 
exemple  du  point  (w,  «'). 
On  obtient  cette  projection 
verticale  nouvelle  en  prenant 
aiWi,  égale  à  la  distance  du 
point  (co,  u)')  au  plan  hori- 
zontal, distance  qui  est  me- 
surée par  o'o".  On  a  donc 
en  oi^i  la  trace  verticale  du 
plan  sécant,  et  on  en  déduit 
les  axes  ab  et  pq  de  la  pro- 
jection horizontale  comme 
cela  a  été  expliqué  plus 
haut. 

Pour  trouver,  de  même, 
les  axes  de  la  projection  ver- 
ticale, nous  prendrons  comme  plan  horizontal  de  projection  le  plan  de 
bout  mené  par  le  centre  de  la  sphère  perpendiculairement  au  plan  sé- 
cant ;  la  ligne  de  terre  sera  alors  la  perpendiculaire  x%yt  à  taf  menée  par 
le  point  o'.  Nous  prendrons  de  plus,  comme  plan  vertical,  le  plan  de 
front  mené  par  le  centre  de  la  sphère  et  qui  coupe  le  plan  sécant  sui- 
vant la  droite  [gk^g'k).   La  droite  g'k  est  la  trace  verticale  du  pian 
sécant  dans  le  nouveau  système  de  projection,  et,  pour  obtenir  la  trace 
horizontale,  il  n'y  a  qu'à  joindre  au  point  p  la  nouvelle  projection  ho- 
rizontale d'un  point  du  plan,  du  point  (ru,  u>')  par  exemple.  On  obtient 
d'ailleurs  cette  projection  horizontale  nouvelle  en  prenant  Pitoi  égale  à 
la  distance  du  point  (o»,  <«>')  au  plan  vertical,  distance  qui  est  mesurée 
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par  oOi.  On  a  donc  ainsi  en  Itini  la  trace  horizontale  du  plan  sécant 
dans  le  système  jpsJ/j,  et  on  en  déduit  les  axes  l'm!  et  r^sf  de  la  projec- 
tion verticale  comme  cela  a  été  expliqué  plus  haut. 


§  III.  —  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  sphère. 

435.  Méthode  générale  pour  trouver  les  points  de  rencontre  d'une 
droite  et  d*une  surface.  —  La  méthode  générale  pour  trouver  les 
points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  surface  consiste  à  couper  la 
surface  par  un  plan  auxiliaire  passant  par  la  droite  et  à  prendre  les 
points  de  rencontre  de  la  droite  avec  la  section  ainsi  obtenue.  La  sim- 
plicité des  constructions  dépend  évidemment  du  choix  du  plan  mené 
par  la  droite. 

Dans  le  cas  particulier  oii  la  surface  est  une  sphère  on  peut  prendre 
comme  plan  auxiliaire  soit  un  plan  projetant  la  droite,  soit  le  plan 
déterminé  par  la  droite  et  par  le  centre  de  la  sphère.  De  là  résultent 
les  deux  méthodes  que  nous  allons  exposer. 


436.  Première  méthode.  —  Soit  à  trouver  les  points  de  rencontre  de 
la  droite  (d,  rf)  avec  la  sphère  {o^o^).  Prenons  comme  plan  auxiliaire  le 

plan  projetant  horizontalement  la 
droite.  Ce  plan  coupe  la  sphère 
suivant  un  cercle,  dont  les  points 
de  rencontre  avec  la  droite  sont 
les  points  demandés.  Pour  obte- 
nir ces  points  de  rencontre,  rabat- 
tons le  plan  auxiliaire  sur  le  plan 
horizontal  mené  par  le  centre  de 
la  sphère.  Le  cercle  section  se  ra- 
bat suivant  la  circonférence  dé- 
crite sur  ab  comme  diamètre.  Le 
point  ((D,  (!>')  oii  la  droite  rencontre 
le  plan  horizontal  mené  par  (o,  o') 
reste  fixe,  et,  pour  obtenir  le  ra- 
batteme;it  de  la  droite,  il  suffit 
d'en  rabattre  un  pointquelconque, 
fc,  c')  par  exemple.  Ce  point  se  rabattant  d'ailleurs  en  Cu  on  a  en  a>Ci 
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le  rabattement  de  la  droite  :  il  en  résulte  que  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  et  de  la  sphère  sont  rabattus  en  wij  et  en  ni.  Par  une  opé- 
ration inverse  on  en  déduit  les  points  de  rencontre  demandés  (m,  m') 
et  {n^n'). 


437.  Deuxième  méthode.  —  Soit  encore  à  trouver  les  points  de  ren- 
contre d'une  droite  (d,  d!)  avec  la  sphère  (o,  o').  Prenons  maintenant 
comme  plan  auxiliaire  le  plan  déterminé  par  la  droite  et  par  le  centre 
de  la  sphère.  Ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  dont  les 

points  de  rencontre  avec  la  droite  sont 
les  points  cherchés.  Pour  les  obtenir, 
on  rabat  le  plan  du  cercle  sur  le  plan 
horizontal  mené  par  le  centre  de  la 
sphère  ou  sur  le  plan  de  front  mené 
par  le  même  point.  Supposons  que 
Ton  rabatte  sur  le  plan  horizontal 
mené  par  le  centre  de  la  sphère.  Le 
grand  cercle  se  rabat  suivant  le  grand 
cercle  de  contour  apparent  horizon- 
tal, et,  pour  obtenir  le  rabattement 
de  la  droite,  il  suffit  de  joindre  le 
point  (i>,  qui  reste  fixe,  au  rabatte- 
ment Ci  d'un  point  (c,  </).  Les 
points  cherchés  sont  donc  rabattus 
en  nii  et  en  ni  ;  on  en  déduit  leurs 
projections  m,  m',  n,  n'  en  relevant 
les  points  wii  et  ni. 


438.  Remarque.  —  Cette  méthode  suppose  que  la  droite  (d,  rf')  ne 
passe  pas  par  le  centre  de  la  sphère.  Si  la  droite  passait  par  le  centre 
de  la  sphère,  il  serait  préférable  d'employer  la  première  méthode  ou, 
mieux  encore,  d'observer  que  les  points  demandés  s'obtiennent  en 
portant  sur  la  droite  (d,  d'),  à  partir  du  point  (o,  o')  et  de  part  et  d'au- 
tre de  ce  point,  une  longueur  égale  au  rayon  de  la  sphère. 

La  méthode  suivante  serait  encore  applicable  à  ce  cas  particulier. 

439.  Cas  où  la  droite  rencontre  le  diamètre  vertical  ou  le  diamètre 
de  bout  de  la  sphère.  —  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  droite 
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rencontre  le  diamètre  vertical  de  la  sphère.  Faisons  alors  tourner 
la  droite  autour  de  ce  diamètre  jusqu'à   ce  qu'elle  soit  de  front, 

et  soient  mi  et  ni  les  points  de  rencontre 
de  la  nouvelle  projection  verticale  de  la 
droite  avec  le  cercle  de  contour  apparent  de 
la  sphère  sur  le  plan  vertical.  Si  Ton  re- 
marque que  la  sphère  est  de  révolution 
autour  de  son  diamètre  vertical,  comme 
d'ailleurs  autour  de  tout  diamètre,  on  en 
conclut  que  w;  et  n\  sont  les  projections 
verticales  des  points  cherchés  après  la  rota- 
tion. On  en  déduit  les  projections  verticales 
anciennes  w!  et  n',  puis  les  projections 
horizontales  m  et  n. 

Au  fond  cette  méthode  est  identique  à  la 
deuxième.  Mais  elle  est  présentée  sous  une 
forme  légèrement  différente  et,  sous  cette 
forme,  elle  s'applique  au  cas  où  la  droite 
passe  par  le  centre  de  la  sphère. 
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i .  On  coupe  une  sphère  par  le  plan  diamétral  qui  passe  par  la  ligne  de 
terre,  ce  qui  donne  un  grand  cercle  r.  Dans  le  plan  de  profil  du  centre  de 
la  sphère,  on  mène  la  tangente  inclinée  à  45<>  sur  les  deux  plans  de  projec- 
tion, et  on  coupe  la  sphère  par  les  deux  plans  menés  par  cette  tangente  et 
tangents  au  grand  cercle  F.  Représenter  le  solide  qui  reste  de  la  sphère 
quand  on  enlève  la  portion  qui  est  intérieure  au  tétraèdre  déterminé  par 
les  trois  plans. 


2.  Les  coordonnées  du  centre  d'une  sphère  de  W^^  de  rayon  sont  :  0, 
90™"»,  65"™.  On  coupe  cette  sphère  :  I©  par  le  plan  bissecteur  du  premier 
dièdre;  2^  par  un  plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère,  faisant  un  angle 
de  6C«  avec  le  plan  horizontal,  et  dont  les  horizontales  font  un  angle  de  45^ 
avec  le  plan  vertical.  Représenter  la  partie  solide  de  ia  sphère  comprise 
dans  Tun  des  dièdres  formés  par  ces  deux  plans.  Ligne  de  terre  suivant  le 
petit  axe  de  la  feuille. 
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3.  Par  un  point  a,  de  coordonDées  i20*'",  0,  0,  on  mène  un  plan  P2Q 
tel  que    Vax  =  10^    et    Q'oo?  =  50<».    Dans  ce  plan  on  prend  un  point 

(c,  c')  de  coordonnées  0,  78™"  et  80"".  Du  point 
G  comme  centre  on  décrit  un  cercle  de  44""  de 
rayon  dans  le  plan  PaQ'.  Une  sphère  passant  par  ce 
cercle  a  son  centre  dans  le  plan  de  profil  mené  par 
le  centre  de  la  feuille.  On  considère  le  diamètre  de 
cette  sphère  qui  passe  par  le  point  M  de  coordon- 
nées 60"",  0,  0,  et  on  coupe  la  sphère  par  le  plan 
diamétral  perpendiculaire  à  cette  droite.  Représenter 
la  partie  solide  de  la  sphère  comprise  entre  le  plan 
ainsi  mené  et  le  plan  PaQ',  en  conservant  le  point 
le  plus  haut  de  la  sphère. 

4.  Les  coordonnées  du  centre  [o,  0')  d'une  sphère  sont  x,  60"",  70"". 
La  sphère  a  50""  de  rayon.  On  coupe  cette  sphère  par  un  plan  PaQ'  {fig, 
du  problème  3)  tel  que  'fax  =  45<*  et  ^ax  =  60«.  La  droite  ?%  passe 
par  le  point  0,  projection  horizontale  du  point  (0,  o'),  ce  qui  détermine  la 
yaleur  de  x.  On  coupe  aussi  la  sphère  par  le  plan  vertical,  P,  mené  par 
Pa  et  par  le  plan  de  bout,  Q',  mené  par  Q'a.  Représenter  :  1»  la  partie 
solide  de  la  sphère  située  au-dessus  du  plan  PaQ',  en  arrière  du  plan  P 
et  au-dessous  du  plan  Q'  ;  2^  la  projection  de  ce  solide  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  P  et  à  PaQ'. 

6.  Un  tétraèdre  SABC  a  sa  face  ÂBG  horizontale  ;  cette  face  est  un  trian- 
gle équilatéral  de  120""  de  côté,  et  les  hauteurs  du  tétraèdre  issues  de  A, 
de  B  et  de  G  sont  égales  respectivement  à  100"",  90""  et  80"".  Une  sphère 
est  concentrique  à  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre  et  est  tangente  au  côté 
BC.  Gonstruire  la  projection  horizontale  de  la  partie  du  tétraèdre  située 
hors  de  la  sphère. 

6.  Sphère  et  pyramide.  —  Une  sphère  de  120""  de  diamètre  a  son  centre 
situé  À  100""  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  90""  en  avant  du  plan 
vertical  de  projection. 

Une  pyramide  a  son  sommet  situé  sur  la  ligne  de  terre  à  80""  à  gauche 
de  la  ligne  de  rappel  du  centre  de  la  sphère;  sa  base  est  un  hexagone 
régulier  inscrit  dans  le  cercle  d'équateur  de  la  sphère  ;  un  côté  de  cet  hexa- 
gone est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

On  demande  de  déterminer  Tintersection  des  deux  surfaces  et  de  repré* 
senter  la  sphère  seule,  avec  Tentaille  pratiquée  dans  sa  masse  par  la  pyra- 
mide. 

On  indiquera  clairement  la  méthode  suivie  : 

1»  Pour  trouver  un  point  couraat  (m,  m*)  de  Tintersection  et  la  tangente 
en  ce  point  (constructions  à  Tencre  rouge}  ; 
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2^  Pour  troayer  en  projection  horizontale  et  verticale   les    axes    des 

ellipses  projections  de  Tintersection  de  la  sphère 
par  une  des  faces  de  la  pyramide  (constructions  à 
Tencre  bleue). 

{Ecole  des  Ponts  et  Chaussées^  cours  préparatoires , 

concours  de  1894.) 

7.  Intersection  dMne  sphère  de  centre  (0,  CK)  par 
une  pyramide  triangulaire  ayant  son  sommet  (S,  S') 
sur  la  surface  de  la  sphère  et  une  face  parallèle  à  la 
ligne  de  terre. 

Déterminer  complètement  la  section  plane. 

(Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne,  concours  de  i889.) 


8.  Pénétration  d^une  sphère  par  une  pyramide  triangulaire,  ayant  pour 

base  sur  le  plan  de  profil  Q?Q'  un  triangle 
isocèle  AiBiCi.  L'arête  se  en  projection 
horizontale  passe  par  le  point  o,  et  s^a%  s'b' 
passent  en  projection  verticale  par  o' ; 
(à-Cy  s'c')  est  horizontale. 

Construire  Tintersection  des  trois  arêtes 
et  des  trois  faces  de  la  pyramide  avec  la 
sphère.  Mener  les  tangentes  en  un  des 
points  dlntersection  de  Tarête  horizontale 
avec  la  sphère. 

Représenter  à  part  le  solide  commun  et 
développer  ses  faces  planes. 

(Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne, 

concours  de  i895.) 


9.  Etant  donnée  une  sphère  dont  le  centre  se  trouve  dans  le  pre- 
mier dièdre  à  égale  distance  du  plan  horizontal  et  du  plan  vertical 
(oto  =  o\ù  =  50™")  et  dont  le  rayon  R  est  égal  à  la  moitié  de  cette  dis- 
tance (R  =  25"™),  on  demande  de  construire  les  projections  d'un  tronc  de 
pyramide  triangulaire   ABCAiBiGi   satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

1*  Les  plans  de  base  ABC  et  AiBiGt  sont  tangents  à  la  sphère^  parallèles 
à  la  ligne  de  terre  et  font  un  angle  de  45**  avec  la  partie  postérieure  du 
plan  horizontal  ; 

2^  Les  arêtes  AAi,  BBi,  i\C\  prolongées  passent  par  le  point  co;  elles 
sont  tangentes  à  la  sphère  et  font  entre  elles  des  angles  égaux. 

On  placera  Tarête  AAi  dans  le  plan  de  profil  o'ioo  et  de  manière  à  faire 
avec  le  plan  horizontal  le  plus  grand  angle  possible. 

On  indiquera  les  intersections  de  la  sphère  et  des  faces  du  tronc  de 

pyramide. 

{Ecole  navale,  concours  de  1885.) 
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10.  Une  sphère  de  rayon    R  =  30»"  e^t  tangente  an  plan  horizontal  de 

cote  zéro  au  point  o.  D*an  point  A,  situé  dans  ce  plan 
a  une  distance  OA  =  lOu"™,  on  mène  successive- 
ment : 

i"*  Les  deux  tangentes  à  la  sphère  faisant  avec  la  Ter- 
ticale  un  angle  de  40°  ; 

2«  Les  deux  tangentes  à  la  sphère  faisant  avec  Thori- 
zontale  OA  un  angle  de  23<'.- 
Ces  quatre  tangentes  étant  considérées  comme  les  arêtes  d*une  pyra- 
mide indéfinie  de  sommet  A,   tracer  la  projection  du  volume  commun  à 
la  sphère  et  à  cette  pyramide. 

{École  navale,  concours  de  1895.) 

il.  Un  tétraèdre  SABC  repose  par  sa  hase  ABC  sur  le  plan  horizontal  ; 
Tangle  trièdre  S  est  trirectangle  ;  les  côtés  de  la  base  sont 

AB  =  209»»,  BC  =  193»»  et  AC  =  149»». 

AB  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  (A   à  droite)  et  à  une  distance  de  cette 
ligne  de  22»». 

Construire  Tintersection  de  ce  tétraèdre  et  de  la  sphère  qui  passe  par  le 
point  S  et  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC. 

Pour  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  le  solide  commun  à  la  sphère  et 

au  tétraèdre. 

(École  deSaint-Cyr,  concours  de  1892,) 


12.  On  donne  dans  le  premier  dièdre  un  point   A   dont  la  cote  sa   est 


cm 


',9  ;    réioignement  aa^  2«»,2  ;  et  un  point  G  dont  la  cote  75/  est  5^»,3, 

réloignement  y^*  4'»,8,  et  dont  la  distance  au 
plan  de  profil  de  A  vers  la  droite  est  5*», 2.  La 
droite  AG  est  une  diagonale  du  parallélépipède 
rectangle  dont  une  face  est  horizontale,  une 
autre  parallèle  au  plan  vertical  ;  trouver  :  i^  les 
projections  du  parallélépipède  ;  2<>  celles  de  la 
sphère  qui  lui  est  circonscrite. 

Parles  milieux  M,  N,  P  des  trois  arêtes  DH, 
BG,  EF  on  fait  passer  un  plan  ;  trouver  les  inter- 
sections de  ce  plan  avec  le  parallélépipède,  avec 
la  sphère,  et  les  vraies  grandeurs  de  ces  sections. 

Pour  la  mise  à  Tencre,  on  supprimera  la  portion  de  la  sphère  située 
au-dessus  du  plan  sécant,  et  la  portion  de  parallélépipède  située  au- 
dessous. 

{École  de  Saint-Cyr,  concours  de  1885.) 


13.  Un  tétraèdre  est  placé  sur  le  plan  horizontal.  Un  des  côtés  de  la 
base  ab  (a  est  à  gauche)  est  parallèle  à  œy  et  distant  de  celte  ligne  de  3^»,5. 
Sa  longueur  est  de  10^»  ;  les  deux  autres  côtés  ont  pour  longueurs 
ac  =  t2«»,3,    bc  =  1 1«».  L'arête    Sa  =  13*^»  ;  Tarêle    Se  =  12'=m,5  ;  l'an- 
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gie  dièdre  formé  par  les  deux  faces  abc  et  Soc  est  de  70<>.  Construire  ce  té- 
traèdre. A  partir  du  sommet  S  on  prend  sur  Sa  une  longueur  SO  =  S^^™, 
et  du  point  0  comme  centre  on  décrit  une  sphère  passant  par  le  sommet  S. 
Trourer  Tintersection  de  cette  sphère  avec  le  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  Tencre  on  supposera  enlevée  toute  la  portion  du  tétraè- 
dre détachée  par  la  sphère. 

{Saint-Cyr,  i'«  épreuve,  1887,) 

14.  Un  tétraèdre  SABC,  dont  la  face  ABC  est  située  sur  le  plan  hori- 
zontal, est  déterminé  de  la  manière  suivante  :  le  sommet  S  a  pour  cote 
':^^  et  pour  éloignement  3®"^.  L*aréte  SA  est  dans  un  plan  de  profil  et  le 
point  A  a  pour  éloignement  ii^^^'tS.  La  face  SBC  (B  à  gauche)  est  parallèle 
au  plan  vertical.  Les  faces  SAB  et  SAC  font  chacune  avec  le  plan  de  profil 
qui  contient  Tarète  SA  un  angle  de  45<*.  Sur  Tarète  SB  on  prend,  entre  S 
et  B,  un  point  D  à  2<^™  du  sommet  S,  et  par  ce  point  D  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  à  Tarèle  SB  ;  ce  plan  coupe  SC  en  £  et  SA  en  F. 

1<*  Construire  les  projections  du  triangle  DËF. 

2<*  On  considère  la  sphère  qui  a  DE  pour  diamètre.  Représenter  le  solide 

commun  à  celte  sphère  et  au  tétraèdre. 

(Saint'Cyr,  1888,) 

15.  Un  tétraèdre  SABC  dont  Tangle  trièdre  S  est  trirectangle,  a  sa  base 
ABC  sur  le  plan  horizontal.  AB  est  sur  la  ligne  de  terre  (A  vers  la  gauche) 
et  a  pour  longueur  140°^°^.  La  projection  horizontale  du  sommet  S  est  un 
point  i  dont  les  distances  aux  points  A  et  B  sont  A;  =  105™*^  et 
Bs  =  49"». 

Construire  ce  tétraèdre,  puis  son  intersection  avec  la  sphère  ayant  S 

pour  centre  et  passant  par  le  centre  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  la  partie  du  volume  du  tétraèdre 

extérieure  à  la  sphère  S. 

(Saini'Cyr,  1891.) 

16.  i^  Construire  un  tétraèdre  TABG  dont  la  base  ABC  est  sur  le  plan 
horizontal,  connaissant  les  longueurs  des  six  arêtes  :  BC  =  200™™, 
CA  =  189»™,  AB  =  loi"™,  TA  =  113™»,  TB  =  107™™,  TC  =  131™™ 
(BC  parallèle  à  a?y  à  la  distance  de  30™™,  B  à  droite,  A  plus  éloigné  que 
BC  de  xy). 

2^  Construire  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  dont  la  trace  hori- 
zontale, tangente  à  AB,  a  pour  centre  la  projection  t  de  T,  et  dont  les  gé- 
nératrices font  avec  le  plan  horizontal  un  angle  égal  à  TincUnaison  de  la 
face  BTC  sur  le  plan  horizontal. 

3<»  Construire  llnterseclion  de  la  pyramide  et  du  cône.  Tangentes  aux 
points  remarquables.  Représenter  la  portion  de  la  pyramide  extérieure  au 
cône,  portion  supposée  opaque. 

[Saint  Cyr,  1893.) 
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17.  Une  sphère  de  centre  0,  de  rayon  égal  i  9**,  est  tangente  an  plan 
horizontal.  Soit  AB  un  diamètre  horixontal  de. la  s[4ière,  C  le  milieu  dn 
rayon  OA,  D  le  point  le  pins  éleTé  de  la  sphère.  Par  les  trois  points  B,  C,  D 
mener  trois  parallèles  faisant  des  angles  de  45®  arec  le  plan  horizontal  et 
perpendiculaires  à  ia  direction  AB.  Trouver  la  projection  horizontale  de 
rintersection  de  la  sphère  et  de  la  surface  prismatique  indéfinie  ayant  ces 
trois  parallèles  pour  arêtes  latérales. 

Représenter  la  portion  (supposée  opaque}  de  la  sphère  comprise  dans  la 
surface  prismatique.  Construire  les  sommets  des  ellipses  formant  la  pro- 
jection de  rintersection,  et  écrire  les  cotes  des  points  correspondants. 

Mener  les  tangentes  à  ces  ellipses  en  leurs  points  situés  sur  les  projec- 
tions des  arêtes. 

Construire  les  projections  des  points  de  HntersecUon  déterminés  par  le 
plan  horizontal  décote  16. 

Mener  à  rintersection  les  tangentes  parallèles  aux  côtés  du  triangle 
BCD  et  écrire  les  cotes  des  points  de  contact. 

(Saint-Ctfr,  i895.) 
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§  I.  —  Construction  des  points  de  la  section. 

440.  Le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  Taxe.  —  Lorsqu'on  coupe 
une  surface  de  révolution  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  la 
section  se  compose  d'un  ou  de  plusieurs  parallèles.  Ces  parallèles  ont 
pour  centre  commun  le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  sécant, 
de  sorte  que  chacun  d'eux  est  déterminé  par  un  point.  Pour  obtenir 
un  point  de  chacun  de  ces  parallèles,  il  suffit  d'ailleurs  de  déterminer 
les  points  de  rencontre  du  plan  sécant  avec  une  génératrice  de  la 
surface  de  révolution. 

Le  problème  est  particulièrement  simple  lorsque  l'axe  de  la  surface 
est  vertical  ou  de  bout,  car  l'une  des  projections  de  l'un  quelconque 
des  parallèles  d'intersection  se  réduit  alors  à  une  droite,  et  l'autre 
projection  est  un  cercle  égal  au  parallèle. 

441.  Le  plan  sécant  passe  par  l'axe*  —  Lorsque  le  plan  sécant  passe 
par  l'axe  la  section  est  une  méridienne  de  la  surface,  et  nous  avons 
appris  plus  haut  (271,  272,  etc.)  à  la  constmire  dans  les  principaux 
cas;  nous  n'y  reviendrons  donc  pas. 

442.  Méthode  générale  pour  obtenir  les  points  d'une  section  par  un 
plan  quelconque.  —  La  méthode  à  suivre  pour  obtenir  un  point  quel- 
conque d'une  section  plane  d'une  surface  de  révolution  consiste  à 
déterminer  les  points  de  rencontre  des  génératrices  de  la  surface  avec  le 
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plan  sécant.  La  simplicité  des  constructions  dépend  du  choix  de  la 
génératrice  et  ce  choix  dépend  lui-même  de  la  position  de  Taxe  par 
rapport  aux  plans  de  projection. 

1»  Quelle  que  soit  la  position  de  Taxe,  on  peut  prendre  comme  géné- 
ratrices les  parallèles  de  la  surface.  Pour  obtenir  alors  des  points  de 
la  section,  on  prend  un  point  quelconque  A  sur  la  directrice  et  on 
détermine  les  points  de  rencontre  du  parallèle  de  ce  point  avec  le  plan 
sécant.  Pour  cela,  on  construit  d'abord  Tintersection  du  plan  de  ce 
parallèle  avec  le  plan  sécant,  puis  on  cherche  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  ainsi  obtenue  avec  le  parallèle. 

D'après  cela,  pour  obtenir  tous  les  points  de  la  section,  il  n'y  a  qu'à 
répéter  les  mêmes  constructions  en  faisant  décrire  une  fois  toute  la 
directrice  au  point  A. 

Pour  tracer  la  courbe  section,  on  observe  qu'il  y  a,  en  général,  deux 
points  de  cette  ligne  sur  chaque  parallèle.  Chacun  de  ces  points,  quand 
le  point  A  se  déplace  dans  un  sens  déterminé  sur  la  directrice,  décrit 
une  branche  de  courbe  dont  on  obtient  deux  arcs  en  joignant  les  deux 
points  aux  deux  points  respectivement  voisins  obtenus  quand  le  point  A 
passe  d'une  première  position  à  une  position  voisine.  En  procédant 
ainsi,  de  proche  en  proche,  on  obtient  les  deux  branches  de  courbe 
décrites  respectivement  par  les  deux  points  et  qui  se  rejoignent  quand 
les  deux  points  viennent  se  confondre. 

2«  Quand  on  connaît  une  méridienne  de  la  surface  et  que  l'axe  est 
vertical  ou  de  bout,  on  peut  avoir  avantage  à  déterminer  les  points  de 
la  section  en  prenant  comme  génératrices  les  méridiennes  de  la  surface. 
Le  plan  de  l'une  quelconque  de  ces  méridiennes  coupe  le  plan  sécant 
suivant  une  droite  a,  dont  les  points  de  rencontre  avec  la  méri- 
dienne [A  sont  des  points  de  la  section.  Pour  déterminer  ces  points,  on 
rabat  le  plan  de  la  méridienne  ii  sur  le  plan  de  la  méridienne  connue, 
en  le  faisant  tourner  autour  de  l'axe;  la  droite  a  prend  alors  une 
position  Al  dans  laquelle  elle  rencontre  la  méridienne  connue  en  des 
points  qui  sont  les  positions  des  points  cherchés  après  le  rabattement» 
et  il  n'y  a  plus  alors  qu'à  faire  une  opération  inverse.  Cette  méthode 
a  été  employée  dans  le  cas  de  la  sphère  (430,  2®). 

443.  Tangente  en  un  point  courant  de  la  section.  —  La  tangente 
en  un  point  quelconque  de  la  section  peut  être  obtenue  de  deux  ma- 
nières :  soit  en  la  considérant  comme  l'intersection  du  plan  tangent 
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en  ce  point  avec  le  plan  de  section,  soit  en  la  considérant  comme  la 
perpendiculaire  menée  par  le  point  au  plan  des  deux  normales.  On  a 
appris  d'ailleurs  à  construire  la  normale  au  plan  sécant  (119)  et  la 
normale  à  la  surface  (337). 

4^4.  Parallèles  Umltes.  —  Nous  avons  vu  (442,  1^)  que  si  Ton  con- 
sidère la  surface  comme  engendrée  par  ses  parallèles,  sur  chacun  de 
ces  parallèles  il  y  a  en  général  deux  points  de  la  section  :  on  appelle 
parallèles  limites  ceux  pour  lesquels  ces  deux  points  sont  confondus. 
Il  est  aisé  de  les  obtenir.  Pour  cela,  il  y  a  deux  cas  à  examiner  suivant 
que  le  parallèle  limite  cherché  a  un  rayon  nul  ou  différent  de  zéro. 

Lorsque  le  parallèle  limite  a  un  rayon  nul,  il  se  réduit  à  un  point 
situé  sur  Taxe  de  la  surface,  et  le  plan  sécant  passe  par  ce  point.  Ces 
sortes  de  parallèles  limites  s'obtiennent  donc  en  prenant,  parmi  les 
points  de  rencontre  de  Taxe  et  du  plan  sécant  s'il  y  en  a  plusieurs, 
ceux  qui  appartiennent  en  même  temps  à  la  surface.  Il  est  bien 
entendu,  d'ailleurs,  que  l'axe  et  le  plan  sécant  ne  peuvent  avoir  plu- 
sieurs points  communs  que  si  le  premier  est  contenu  dans  le  second. 

Supposons  donc  que  le  parallèle  limite  n'ait  pas  un  rayon  nul.  Dans 
ce  cas,  puisqu'il  a  deux  points  communs  confondus  avec  le  plan 
sécant,  c'est  qu'il  est  tangent  à  ce  plan.  Appelons  A  le  point  de  con- 
tact et  D  la  tangente  au  parallèle  en  ce  point.  Cette  tangente  est  évi- 
demment contenue  dans  le  plan  sécant,  de  sorte  que  le  plan  perpendi- 
culaire à  D  mené  par  A  est  perpendiculaire  au  plan  sécant;  mais  le 
plan  mené  par  A  perpendiculairement  à  D  est  perpendiculaire  à  une 
tangente  au  parallèle  limite  et  passe  par  l'axe  de  la  surface;  il  est  donc 
confondu  avec  le  plan  mené  par  l'axe  perpendiculairement  au  plan 
sécant.  D'après  cela,  pour  obtenir  les  parallèles  cherchés  on  mènera 
par  Taxe  le  plan  auxiliaire  perpendiculaire  au  plan  sécant,  et  Ton 
cherchera,  par  la  méthode  exposée  au  n^  442,  2*,  les  points  de  la 
section  situés  dans  ce  plan  auxiliaire.  Les  parallèles  des  points  ainsi 
obtenus  seront  les  parallèles  limites  de  la  deuxième  espèce. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  points  qui  fournissent  ces  parallèles  se 
trouvent  sur  la  droite  d'intersection  du  plan  auxiliaire  et  du  plan 
sécant,  droite  qui  passe  par  les  points  communs  à  l'axe  et  au  plan 
sécant.  Cette  droite  fournit  donc  aussi  les  parallèles  limites  de  rayon 
nul,  quand  il  y  en  a. 
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Nous  appellerons  points  limites  les  points  de  la  section  situés  sur  les 
parallèles  limites. 

4^5.  Tangente  en  un  point  limite.  —  Appelons  encore  A  un  point 
limite  et  distinguons  deux  cas  suivant  que  le  parallèle  du  point  A 
n'est  pas  ou  est  de  rayon  nul. 

1°  Supposons  d'abord  que  le  parallèle  du  point  A  ne  soit  pas  de 
rayon  nul  et  appelons  D  la  tangente  en  A  à  ce  parallèle.  Nous  avons 
déjà  dit  (444)  que  cette  tangente  est  contenue  dans  le  plan  de  section  ; 
d'autre  part,  elle  est  évidemment  dans  le  plan  tangent  en  A  à  la  sur- 
face; donc  elle  est  la  tangente  cherchée. 

^  Supposons  maintenant  que  le  parallèle  du  point  A  soit  de  rayon 
nul.  Alors  le  point  A  est  sur  l'axe  et  le  lieu  des  tangentes  en  A  à  la 
surface  est  en  général  un  cône  de  révolution.  Le  plan  sécant  coupe  en 
général  ce  cône  suivant  deux  génératrices,  qui  sont  les  tangentes 
demandées  ;  de  sorte  qu'en  général  le  point  A  est  un  point  double  de 
la  section  à  tangentes  distinctes. 

446.  Points  à  l'infini.  —  Pour  qu'un  point  de  la  section  soit  à  l'in- 
ttni,  il  faut  que  le  rayon  du  parallèle  correspondant  soit  infini.  Si  donc 
la  méridienne  n'a  pas  une  asymptote  perpendiculaire  à  l'axe,  il  faut 
que  le  parallèle  qui  donne  le  point  à  l'infini  soit  lui-même  à  l'infini. 
Mais  le  cône  circonscrit  à  la  surface  le  long  de  ce  parallèle  à  l'infini 
n'est  autre  chose  qu'un  cône  asymptote  à  la  surface  ;  par  suite,  les 
points  à  l'infini  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  section  des  divers  cônes 
asymptotes  par  le  plan  sécant. 

Si  un  cône  asymptote  se  réduit  à  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe, 
c'est-à-dire  si  la  méridienne  a  une  asymptote  perpendiculaire  à  l'axe, 
le  plan  sécant  coupe  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par  cette 
asymptote  suivant  une  droite  qui  est  la  direction  d'un  point  à  l'infini. 

447.  Asymptotes.  —  Quand  un  point  s'éloigne  indéfiniment,  la 
tangente  à  la  section  en  ce  point  a  pour  limite  l'asymptote  au  point  à 
l'infini  correspondant.  L'asymptote  correspondant  à  un  point  à  l'infini 
est  donc  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  tangent  en  ce  point  à 
l'infini.  Comme  le  plan  tangent  au  point  à  Tinfini  est  tangent  au  cône 
asymptote,  que  d'autre  part  le  point  à  Tinfini  est  lui-même  sur  ce 
cône,  il  en  résulte  que  les  asymptotes  d'une  section  plane  d'une  surface 
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de  révolution  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  section  obtenue  en  cou- 
pant le  cône  asymptote  par  le  même  plan. 

448.  Méridiens  limites.  —  Supposons  que  pour  avoir  les  points  de 
la  section  on  considère  la  surface  comme  engendrée  par  ses  méri- 
diennes, ce  qui  revient  à  déterminer  les  points  de  la  section  situés  sur 
les  méridiens  successifs  de  la  surface.  Le  plan  d'une  méridienne 
coupe  le  plan  sécant  suivant  une  droite  a.  Lorsque  cette  droite  est 
tangente  à  la  méridienne  correspondante  le  plan  de  cette  méridienne 
s'appelle  un  méridien  limite. 

Il  est  aisé  d'obtenir  tous  les  méridiens  limites,  quand  il  y  en  a.  Obser- 
vons en  effet  que  la  droite  A  passe  par  le  point  de  rencontre  S  de  l'axe 
de  la  surface  et  du  plan  sécant. Pour  les  méridiens  limites  les  droites 
analogues  à  a  sont  des  tangentes  menées  par  S  aux  méridiennes  limites. 
Mais  le  lieu  des  tangentes  menées  par  le  point  S  aux  diverses  méri- 
diennes de  la  surface  est  le  cône  de  sommet  S  circonscrit  à  la  surface  ; 
il  en  résulte  que  les  droites  A  sont  à  l'intersection  de  ce  cône  et  du 
plan  sécant.  L'une  quelconque  de  ces  droites  et  l'axe  déterminent  le 
plan  d'un  méridien  limite. 

449.  Tangente  en  un  point  situé  sur  un  méridien  limite.  —  Lors- 
<|u'un  point  de  la  section  est  situé  sur  un  méridien  limite,  la  tangente 
à  la  section  en  ce  point  est  confondue  avec  la  tangente  à  la  méridienne 
correspondante  ;  car  la  tangente  à  cette  méridienne  est  contenue  à  la 
fois  dans  le  plan  sécant  et  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point 
considéré. 

450.  Remarque.  —  Il  est  bon  d'observer,  en  terminant,  que  le  plan 
mené  par  l'axe  perpendiculairement  au  plan  sécant  étant  un  plan 
de  symétrie  pour  la  surface  et  pour  le  plan  sécant  est  un  plan  de  symé- 
trie de  la  section.  Il  en  résulte  que  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan 
sécant  est  un  axe  de  symétrie  de  la  section. 

431.  Un  exemple  de  section  plane.  —  Comme  application,  propo- 
sons-nous de  construire  une  section  plane  d'un  tore  de  révolution  à 
axe  vertical.  Soit  (02,  o'z^  l'axe  du  tore  défini  en  outre  par  sa  méri- 
dienne (t>'ci>i.  Supposons  le  plan  sécant  déterminé  par  la  droite  (aA,  a'b') 
située  dans  le  plan  horizontal  coV|  et  par  le  point  (0, 0')  situé  sur  l'axe. 

AirrOMAftl.  —  OÊOM.  DE8CR.  23 
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Pour  construire  la  section  obtenue  en  coupant  le  tore  par  ce  plan, 
nous  avons  à  construire  :  !<>  les  points  sur  les  parallèles  limites  ; 
2^  les  points  sur  les  méridiens  limites;  3<>  un  point  quelconque  et  la 
tangente  en  ce  point  ;  4<>  les  points  sur  les  contours  apparents. 

1®  Points  sur  les  parallèles  limites.  —  Le  plan  perpendiculaire  au 
plan  sécant  mené  par  l'axe  (4ï4)  coupe  le  plan  sécant  suivant  la  droite 
(oc^  o'd)  ;  cette  droite  amenée  dans  le  plan  de  front  de  Taxe  en 
(oci,  oVi)  rencontre  la  méridienne  en  deux  points  dont  les  projections  ver- 
ticale sont  dt  et  el  ;  il  en  résulte  que  les  points  (rf,  rf')  et  (e,  e')  sont 
les  points  situés  sur  les  parallèles  limites.  Aux  points  d  et  e  les  tan- 
gentes sont  perpendiculaires  à  oc  (445),  tandis  qu'elles  sont  horizon- 
tales aux  points  d!  et  e'. 

2®  Points  sur  les  méridiens  limites.  —  On  peut  circonscrire  à  la  surface 
deux  cônes  de  sommet  (o,  o')  (448).  L'un  de  ces  cônes  est  un  cône  véri- 
table et  n'est  pas  coupé  par  le  plan  sécant;  l'autre  se  réduit  au  plan  ho- 
rizontal f'g' qui  coupe  la  surface  suivant  le  parallèle  ofei  le  plan  sécant 
suivant  la  droite  (fg,  f'g')  ;  il  en  résulte  que  les  points  (^  f)  et  {g^  g") 
sont  les  points  situés  sur  le  méridien  limite,  dont  la  trace  horizontale 
est  d'ailleurs  fg.  En  f  et  en  g  la  tangente  est  fg^  tandis  qu'elle  est 
f'g'  en  f  et  en  5' (449). 

3^*  Construction  d^un  point  courant  et  de  la  tangente  en  ce  point.  — 
Pour  obtenir  un  point  quelconque  de  la  section,  considérons  un  pa- 
rallèle quelconque  de  la  surface  projeté  verticalement  en  h'I'.  Le 
plan  de  ce  parallèle  coupe  la  surface  suivant  deux  parallèles;  il  coupe 
le  plan  sécant  suivant  une  droite  (m/,  m'I').  Cette  droite  rencontre  les 
deux  parallèles  en  quatre  points  de  la  section  :  (m,  m')  ;  (/,  /')  ;  (A,  kf)  ; 
{n,  n'j. 

Construisons  la  tangente  au  point  (m  ,m').  Pour  cela,  menons  la  nor- 
male (<Tm,  ff'm')  à  la  surface,  la  normale  (mp^  m'p')  au  plan  sécant, 
et  menons  par  le  point  (m,  m')  la  perpendiculaire  (mf,  m't')  au 
plan  de  ces  deux  normales,  en  construisant  d'abord  une  horizontale 
ipq^p'q')  de  ce  plan  et  une  frontale  (r*,  ?Vj.  La  droite  (m<,  m'()  est 
la  tangente  demandée. 

kc^  Points  sur  les  contours  apparents.  —  Les  points  sur  le  contour 
apparent  horizontal  s'obtiennent  en  coupant  par  le  plan  horizontal 
<dVi  :  on  obtient  ainsi  les  deux  points  (a,  a!)  et  (6,  b'). 
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En  coupant  de  même  par  le  plan  de  front  mené  par  Taxe,  on  obtient 
les  points  (w,  u')  et  (v,  v^  situés  sur  le  contour  apparent  vertical. 

Ponctuation.—  Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  la  section 
tracée  sur  la  surface  du  tore  supposée  opaque.  Le  point  (rf,  df)  situé 
au-dessous  du  plan  horizontal  to'w'i  étant  caché  en  projection  hori- 
zontale, l'arc  adb  est  caché  et  Tare  amfkvenglb  est  vu. 

Pour  la  projection  verticale,  le  point  (a,  a')  étant  évidemment  ca- 
ché, il  en  est  de  même  de  l'arc  u'a'm'f'kv'  ;  mais  le  point  (n,  n')  est 
aussi  caché  par  le  parallèle  du  point  (m,  m')  ;  donc  l'arc  v'e!n'g[  est 
aussi  caché.  Le  reste  de  la  courbe  est  vu  en  projection  verticale. 

452.  Remarque.  —  D'après  la  manière  même  dont  on  a  construit  les 
points,  il  est  clair  que  la  droite  oc  est  un  axe  de  symétrie  de  la  pro- 
jection horizontale. 

453.  Points  de  rencontre  d*une  droite  et  d'une  surface  de  révolution. 
—  Comme  pour  la  sphère  (435),  on  peut  obtenir  les  points  de  rencontre 
d'une  droite  et  d'une  surface  de  révolution  en  coupant  la  surface  par 
un  plan  passant  par  la  droite  :  les  points  communs  à  la  section  obte- 
nue et  à  la  droite  sont  les  points  cherchés.  On  prend  généralement 
comme  plan  sécant  l'un  des  plans  projetant  la  droite,  afin  de  n'avoir 
à  construire  qu'une  seule  projection  de  la  section. 

Il  y  a  toutefois  exception  quand  la  droite  est  perpendiculaire  à  Taxe 
ou  rencontre  l'axe.  Dans  le  premier  cas  on  coupe  par  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe,  parce  qu'il  coupe  la  surface  suivant  des  parallèles  ; 
dans  le  deuxième  cas  on  coupe  par  le  plan  du  méridien  qui  contient 
la  droite. 

Cette  méthode  est  applicable  à  toutes  les  surfaces  ;  mais  pour  les 
surfaces  particulières  il  y  a  des  méthodes  particulières  qui  seront  don- 
nées ultérieurement  ou  qui  ont  déjà  été  données. 


§  IL  —  Sections  planes  des  quadriques  de  révolution. 

454.  Détermination  des  points  de  la  section.  —  On  détermine  les 
points  d'une  section  plane  d'une  quadrique  de  révolution  par  Tune  des 
méthodes  générales  exposées  au  n°  442.  Toutefois,  quand  la  quadrique 
est  une  surface  gauche  de  révolution,  il  y  a  avantage  à  prendre  comme 
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génératrices  les  droites  ti'acées  sur  la  surface  et  à  déterminer,  par 
suite,  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  le  plan  sécant. 

458.  Nature  de  la  section.  —  Rappelons  d'abord  que  si  la  surface  est 
un  cylindre  de  révolution,  la  section  par  un  plan  est  du  genre  ellipse 
quand  le  plan  n'est  pas  parallèle  à  l'axe,  et  elle  est  un  système  de  deux, 
droites  parallèles  à  l'axe,  quand  le  plan  est  lui-même  parallèle  à 
cette  droite. 

Lorsque  la  surface  est  un  cône,  la  nature  de  la  section  est  fournie 
par  le  théorème  de  Dandelin. 

Quand  la  surface  est  un  ellipsoïde,  la  section  est  toujours  du  genre 
ellipse;  elle  peut  être  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  dans 
le  cas  d'un  hyperboloïde  ;  elle  peut  même  être  un  système  de  deux 
droites  réelles  qui  se  coupent  ou  qui  sont  parallèles  quand  l'hyperbo- 
loïde  est  à  une  nappe.  Enfin,  quand  la  surface  est  un  paraboloïde  de 
révolution,  la  section  est  du  genre  ellipse  si  le  plan  sécant  n'est  pas 
parallèle  à  l'axe,  et  elle  est  une  parabole  dans  le  cas  contraire. 

Nous  considérons  tous  ces  résultats  comme  des  conséquences  de 
rétude  analytique  des  quadriques.  Nous  voyons  d'ailleurs  qu'il  ne  peut 
y  avoir  doute  sur  la  nature  d'une  section  plane  d'une  quadrique  de 
l'évolution  que  si  cette  quadrique  est  un  hyperboloïde.  On  sait  du 
reste,  dans  ce  cas,  que  la  section  est  de  même  nature  que  celle  qu'on 
obtient  en  coupant  le  cône  asymptote  par  le  même  plan,  et  on  sait 
déterminer  la  nature  d'une  section  plane  de  ce  cône  (405). 

456.  Axes  et  sommets  de  la  section.  —  On  peut  encore  trouver  la 
nature  d'une  section  plane  d'une  quadrique  de  révolution  en  détermi- 
nant ses  axes  et  ses  sommets.  Nous  avons  vu  plus  haut  (450)  qu'on 
obtient  un  axe  d'une  section  plane  d'une  surface  de  révolution  quel- 
conque en  prenant  la  droite  d'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan 
mené  par  l'axe  perpendiculairement  au  plan  sécant.  Comme  cette 
construction  donne  en  même  temps  les  points  sur  les  parallèles  limites, 
il  y  a  tout  avantage  à  l'utiliser  pour  reconnaître  la  nature  de  la  section 
quand  la  surface  est  une  quadrique. 

Pour  cela,  appelons  A  l'axe  ainsi  obtenu,  et  observons  qu'il  ren- 
contre la  surface  en  deux  points  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou 
confondus,  à  distance  finie  ou  infinie.  Supposons  que  le  plan  coupe 
eflTcctivement  la  surface  ;  alors  : 
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1»  Si  les  deux  points  de  rencontre  de  ^  et  de  la  surface  sont  imagi- 
naires, la  section  est  une  hyperbole  ; 

2°  Si  ces  deux  points  de  rencontre  sont  rcels  et  distincts,  la  section 
est  du  genre  ellipse  ou  hyperbole.  Pour  trancher  la  question,  appe- 
lons A  et  B  ces  deux  points  de  rencontre  et  observons  que  le  milieu 
de  AB  est  le  centre  de  la  section.  Coupons  le  plan  sécant  par  le  plan 
perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu,  et  appelons  Aj  la  droite  d'inter- 
section :  cette  droite  est  le  second  axe  de  la  section.  Déterminons  alors 
les  points  de  rencontre  de  ^^  avec  la  surface  :  si  ces  points  sont  ima- 
ginaires, la  section  est  une  hyperbole  ;  s'ils  sont  réels,  c'est  une 
ellipse.  Dans  Thypothèse  que  nous  examinons,  il  ne  peut  pas  se  pré- 
senter d'autres  cas. 

S"»  Si  les  deux^oints  de  rencontre  de  a  et  de  la  surface  sont  con- 
fondus, la  section  est  un  système  de  deux  droites,  et  le  plan  de  section 
est  tangent  à  la  surface,  à  moins  que  la  surface  ne  soit  un  cône. 

4°  Si  un  seul  point  de  rencontre  est  à  dislance  finie,  on  a  une  para- 
bole ;  et  enfm  si  lesdeux  points  sont  à  Finfîni,  on  a  deux  droites  paral- 
lèles. 

Ajoutons  que  les  points  de  rencontre  de  la  surface  avec  A  et  avec 
Al  sont  les  sommets  de  la  section. 

457.  Projection  de  la  section  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe.  — 

Supposons  Taxe  vertical,  et  cherchons  la  projection  horizontale  de  la 
section.  Nous  supposerons,  pour  cela,  que  le  plan  sécant  soit  de  bout, 
et  nous  étudierons  successivement  chaque  surface. 

I.  —  La  surface  est  un  cylindre,  —  La  projection  horizontale  de  la 
section  est  alors  un  cercle  confondu  avec  la  base  du  cylindre. 

II.  —  La  surface  est  un  cône,  —  Quelle  que  soit  la  nature  de  la  sec- 
tion, sa  projection  horizontale  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  de  rencontre  de  Taxe  avec  le  plan  horizontal,  et  la  directrice 
correspondante  est  la  projection  horizontale  de  la  droite  d'intersection 
du  plan  sécant  et  du  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mené  par  le  som- 
met du  cône. 

Soient  en  effet  (o,  o')  le  sommet  du  cône  et  rxq'  le  plan  sécant  cou- 
pant le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mené  par  le  sommet  du  cône 
suivant  la  ligne  de  bout  (pq,  p'q').  Soit  (m,  m')  un  point  de  la  section  ; 
traçons  le  parallèle  de  ce  point  et  menons  mp  perpendiculaire  à  pq. 
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puis  cherchons  à  exprimer  le  rapport 


mo 


mp 


Pour  cela,  appelons  to 


l'angle  de  auj'  avec  arj/  et  6  le  demi-angle  au  sommet  du  cône.  On  a 


évidemment    om  =  sm'i  =  oWi  sin  8  ;    d'autre  part,  on  a 

mp  =  mfp'  =  m'q'  cos  c»  ; 
il  en  résulte 

mo        o'm\  sin  0 

mp       m'q'  cos  «d 

Mais  les  deux  droites  parallèles  m\m'  et  o'q'  donnent 

o'm\       o'd 


donc 


m' 9' 


?'«" 


oV 


mo  __  oa'        sin  0 
mp        q'a'       cos  eu 


mo 


ce  qui  montre  que  le  rapport  ^^    est  constant.  Ainsi  le  point  o  est 

bien  un  foyer  de  la  projection  horizontale,  et  la  directrice  correspon- 
dante est  pq^  de  sorte  que  Taxe  focal  est  la  perpendiculaire  of  menée 
du  point  0  sur  la  trace  horizontale  du  plan  sécant. 
On  peut  encore  démontrer  cette  propriété  de  la  manière  suivante  : 
Supposons  d'abord  que  la  surface,  au  lieu  d'être  un  cône,  soit  un 
hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  et  à  axe  vertical.  Coupons  la 
surface  par  un  plan  et,  appelons  A  l'intersection  de  ce  plan  avec  celui 
du  cercle  de  gorge.  En  vertu  des  propriétés  des  contours  apparents 
démontrées  au  n°  297,  la  projection  horizontale  de  la  section  est  dou- 
blement tangente  à  la  projection  horizontale  du  cercle  de  gorge,  et  la 
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corde  de  contact  est  la  projection  horizontale  de  a.  Cette  propriété 
subsiste  évidemment  quel  que  soit  le  rayon  du  cercle  de  gorge.  Suppo- 
sons alors  que  ce  rayon  tende  vers  zéro  :  l'hyperboloïde  devenant  un 
cône,  on  en  conclut  que  toute  section  plane  d'un  cône  de  révolution  à  axe 
vertical  est  projetée  horizontalement  suivant  une  conique  doublement 

tangente  à  un  cercle  de  rayon  nul,  pro- 
jection du  sommet  du  cône.  La  corde 
de  contact  est  la  projection  horizontale 
de  l'intersection  du  plan  sécant  avec  le 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par 
le  sommet  du  cône. 

III.  —  La  surface  est  une  sphère.  — 
Soient  (o,  o')  le  centre  de  la  sphère 
et  pa^  le  p)an  sécant.  La  section  est  un 
cercle  projeté  horizontalement  suivant 
une  ellipse  dont  le  petit  axe  perpendicu- 
laire à  dp  est  égal  à  ab^  et  dont  le  grand 
axe  parallèle  à  ap  est  égal  à  a'V  (434). 

IV.  —  La  surface  est  un  ellipsoïde.  —  Supposons  d'abord  que  la 
surface  soit  un  ellipsoïde  allongé.  Figurons  la  méridienne  principale 

de  cet  ellipsoïde,  et  soient  (oï,  o'z')  l'axe 
et  p%q[  le  plan  sécant.  La  projection  ho- 
rizontale de  la  section  est  une  ellipse 
dont  l'un  des  axes  est  perpendiculaire  à 
la  trace  horizontale  du  plan,  tandis  que 
l'autre  est  parallèle  à  cette  même  trace. 
Si  d'ailleurs  a!  et  b'  sont  les  points  de 
rencontre  de  aç'  avec  la  projection  ver- 
ticale de  la  méridienne  principale,  l'axe 
perpendiculaire  à  op  est  égal  à  a6,  et  en 
outre,  a  et  6  sont  les  sommets  situés  sur 
cet  axe. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'axe  parallèle 
à  OLP  est  inférieur  à    a'b'.  En  effet,  la 
section  par  le  plan  paqr'  est  homothé- 
tique  à  la  section  par  le  plan   piXifi 
mené  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  parallèlement  à  paç'.  Les  projections 
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horizontales  des  deux  sections  sont  donc  aussi  homothétiques.  Or,  les 
axes  de  la  section  par  le  plsm  piOL^q\  sont  (ai6|,ai6i)et  le  diamètre  de 
Tellipsoïde  perpendiculaire  à  (ai6i,  ai^i)  dans  le  plan  PiOiiq't.  Ce  dia- 
mètre est  de  bout  et  a  même  longueur  que  le  petit  axe  de  la  méridienne; 
donc  il  est  plus  petit  que  a\b[.  Mais  la  projection  horizontale  de  ce  dia- 
mètre est  Taxe  parallèle  à  «p  dans  la  projection  horizontale  delà  section 
par  le  plan  ptOLiq'i  ;  de  plus  il  est  évidemment  le  grand  axe  de  cette  projec- 
tion, puisqu'il  est  le  diamètre  du  cercle  de  contour  apparent  sur  le  plan 
horizontal  ;  donc  Taxe  parallèle  à  «p  dans  la  projection  horizontale  de 
la  section  par  le  plan  piXi^i  est  le  grand  axe  de  cette  projection  et 
est  inférieur  à  a[b\ .  Il  en  résulte,  par  raison  d'homothétie,  que  l'axe 
parallèle  à  xp  dans  la  projection  horizontale  de  la  section  "par  le  plan 
poiq'  est  le  grand  axe  de  cette  projection  et  est  inférieur  à  a'I/. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  l'ellipsoïde  soit  aplati,  et  si  l'on 
appelle  encore  a'b'  la  corde  déterminée  par  la  méridienne  principale 
sur  la  trace  verticale  du  plan  sécant,  supposé  de  bout^  on  voit  par  le 
même  raisonnement  que  l'axe  parallèle  à  ap  dans  la  projection  hori- 
zontale de  la  section  est  le  grand  axe  de  cette  projection  et  est  supé- 
rieur à  C'A'. 

En  rapprochant  ces  résultats  de  celui  qui  est  relatif  à  la  sphère,  on 
voit  que  le  grand  axe  de  la  projection  horizontale  de  la  section  est 
parallèle  à  ap  et  que,  de  plus  : 

Il  est  égal  à  a!V  dans  le  cas  de  la  sphère  ; 

Il  est  inférieur  à  a^b'  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  allongé  ; 

II  est  supérieur  à  a'b'  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  aplati.  Ajoutons,  pour 
généraliser,  que  a'b'  est  la  corde  déterminée  par  le  plan  sécant  dans  la 
méridienne  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  sécant,  et  rappelons 
que  le  plan  horizontal  est  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  Taxe. 

V.  —  La  surface  est  un  hyperboloîde.  —  Nous  nous  occuperons 
simultanément  de  Thyperboloïde  à  une  nappe  et  de  l'hyperboloïde  à 
deux  nappes,  et  nous  distinguerons  trois  cas  suivant  que  la  section  est 
du  genre  ellipse,  du  genre  hyperbole  ou  du  genre  parabole. 

!«'  Cas.  —  Considérons  deux  hyperboloïdes  conjugués  de  révolution 
autour  d'un  axe  vertical,  qui  est  transverse  pour  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes  et  non  transverse  pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe.  Soient  Hs 
et  Hi  les  hyperboles  méridiennes  respectives  de  ces  deux  surfaces  et 
a'b'  la  trace  verticale  du  plan  sécant,  que  nous  supposons  toujours  de 


39i 


SECTIONS    PLANES   DES    SURFACES 


bout.  On  sait  que  ce  plan  coupe  les  deux  hyperboloïdes  et  leur  cône 
asymptote  suivant  des  coniques  homothétiques  et  concentriques.  Sup- 
posons que  ces  coniques  soient  des  ellipses  proprement  dites,  et  appe- 
lons : 

ol  et  o'i  les  points  de  rencontre  de  la  trace  verticale  du  plan  sécant 
avec  H|  ; 

b'  et  h\  les  points  de  rencontre  avec  les  asymptotes  de  Hi  et  de  H»  ; 

d  et  ci  les  points  de  rencontre  avec  Hj. 

Les  trois  sections  étant  liomothétiques  et  concentriques,  leurs  pro- 


jections  horizontales  sont  aussi  homothétiques  et  concentriques.  Or,  si 
Ton  appelle  w'  le  milieu  de  Vh\^  la  projection  horizontale  de  la  section 
dans  le  cône  asymptote  a  pour  centre  le  point  w  et  pour  foyer  le 
point  0  (457,  II),  de  sorte  que  oto  est  Taxe  focal  des  trois  projections, 
dont  trois  sommets  respectifs  sont  a,  b  et  c.  D'autre  part,  soient  f 
et  ç>  les  foyers  respectifs  homologues  à  o  dans  les  projections  horizon- 
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laies  des  sections  de  Thyperboloïde  à  une  nappe  engendré  par  Hi  et 
de  rhyperboloïde  à  deux  nappes  engendré  par  H2.  Le  point  w  étant 
le  centre  d'homotliétie  des  projections  liorizontales,  on  a 

0)0  (1)/*  too 

iiib  ci>a  'oc 
La  comparaison  des  deux  premiers  rapports  montre  que  wa  étant 
supérieur  à  (06,  on  a  w/'  >  wo  ;  la  comparaison  du  premier  et  du 
troisième  rapport  montre  de  même  que  Ton  a  wo  <  wo.  Si  donc  on 
appelle  f  et  f  les  foyers  de  la  projection  horizontale  de  la  section 
faite  dans  Thyperboloïde  à  une  nappe,  o  et  0'  les  points  analogues 
relatifs  à  Thyperboloïde  à  deux  nappes,  on  voit  que  le  point  0  est  com- 
pris entre  f  et  f\  tandis  qu'il  est  extérieur  au  segment  ©<p'. 

2^  Cas.  —  Supposons  maintenant  que  les  trois  sections  soient  des 


hyperl)oles,  et  conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  premier 
cas.  En  raisonnant  encore  comme  dans  ce  cas,  on  a  les  égalités 

(1)0  tùf  fOO 

lu  6         tua         (OC 
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L'égalité  du  premier  et  du  deuxième  rapport  montre  alors  que  u)/" 
est  inférieur  à  wo,  tandis  que  l'égalité  du  premier  et  du  troisième 
rapport  montre  que  coo  est  supérieur  à  wo.  //  en  résulte  que  le 
point  0  est  compris  entre  les  points  o  et  o'  et  qu'il  est  extérieur  au 
segment  ff. 

La  figure  suppose  que  la  trace  verticale  du  plan  sécant  coupe  les 
deux  hyperboles  méridiennes.  Elle  coupe  d'ailleurs  toujours  l'hyper- 
bole Hj,  mais  elle  peut  être  tangente  à  l'hyperbole  Hi,  et  elle  peut 
même  ne  pas  couper  du  tout  cette  hyperbole.  Si  elle  est  tangente  à 
l'hyperbole  Ht,  la  section  dans  l'hyperboloïde  à  une  nappe  est  un  sys- 
tème de  deux  droites,  et  le  point  o  est  toujours  situé  entre  les  points 
©  et  o'. 

Si  elle  ne  coupe  pas  l'hyperbole  H,,  la  section  dans  l'hyperboloïde 
à  une  nappe,  projetée  sur  le  plan  horizontal,  admet  lao  comme  axe 
non  transverse.  Pour  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  les  résultats  ne 

changent  pas. 

3«  Cas.  —  Supposons 
enfin  que  les  trois  sec- 
tions soient  paraboli  - 
ques  et  conservons  encore 
les  mêmes  notations. 

La  trace  verticale  afb'c' 
du  plan  sécant  est  main- 
tenant parallèle  à  une 
asymptote  des  hyper- 
boles Hi  et  H2.  Les 
projections  horizontales 
des  sections  dans  les 
deux  hyperboloïdes  sont 
deux  paraboles  égales 
ayant  pour  sommets  res- 
pectifs a  ci  c.  Les  axes 
de  ces  deux  paraboles 
sont  encore  dirigés  sui- 
vant la  ligne  tt\  et 
sont  de  même  sens. 
Si  Ton  appelle  f  le  foyer  de  la  projection  horizontale,  et  a  le  som- 
met de  cette  projection,  les  points  0,  a  et  /*  se  présentent  dans  l'ordre 
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afo  pour  rhyperboloïde  à  une  nappe  et  dans  Tordre  fdo  ou  foa  pour 
rhyperboloïde  à  deux  nappes. 

Ces  divers  résultats  s'obtiennent  en  considérant  une  section  parabo- 
Ii(|ue  comme  la  limite  d'une  section  elliptique  ou  hyperbolique  dans 
le  cas  de  rhyperboloïde  à  une  nappe,  et  de  même  dans  le  cas  de  rhy- 
perboloïde à  deux  nappes. 

VI.  —  La  surface  est  un  paraboloîde.  —  Dans  ce  cas,  si  l'on  sup- 
pose toujours  que  le  plan  sécant  ne  soit  pas  parallèle  à  l'axe,  la  sec- 
tion est  une  ellipse  dont  la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  est  un  cercle. 

Soient  en  effet  (oz,  oV)  Taxe  de  la  surface,  P  la  parabole  méri- 
dienne et  (/df  la  trace  verticale  du  plan  sécant  supposé  encore  de 
bout.  Construisons  un  point  quelconque  de  la  section  au  moyen  du 
parallèle  (ai,  a'b%  et  cherchons  la  tangente  en  m  à  la  projection 
horizontale  de  la  section.  Employons,  pour  cela,  la  méthode  du  plan 

des    deux    normales.    En 
p\  //  menant  la    normale   à  la 

méridienne  P  au  point 
(a,  0%  on  voit  que  la  nor- 
male à  la  surface  au  point 
(m,  m^)  est  projetée  en  om 
et  en  o'm'.  D'autre  part,  si 
Ton  mène  la  normale  au 
plan  sécant  par  le  point 
(o,  0%  on  voit  que  la  tan- 
gente à  la  section  au  point 
(m,  m')  est  perpendiculaire 
au  plan  des  deux  droites 
(om,  o'm')  et  (oa>,  oV). 
Une  horizontale  de  ce  plan 
étant  (mio,  m'w'),  la  tan- 
gente en  m  à  la  projection 
horizontale  de  la  section 
est  la  perpendiculaire  à 
711  0)  menée  par  le  point  m. 
Autrement  dit,  la  droite  mw  est  la  normale  en  m  à  la  projection 
horizontale  de  la  section.  Mais  on  a  ooj  =  pw,  et,  quand  le  point 
(fw,  m')  décrit  la  section,  pui'  demeure  constante  en  longueur;  car. 


J \L 


— J" 


398  SECTIONS    PLANES    DES    SURFACES 

paramètre  de  la  parabole  P,  en  vertu  de  la  propriété  de  la  sous-nor- 
male ;  en  outre,  Tangle  po'J  est  invariable,  parce  que  les  directions 
de  ses  côtés  sont  invariables.  11  en  résulte  que  le  triangle  rectangle 
po'tj  est  de  grandeur  invariable  et,  par  conséquent,  que  la  longueur 
pta'  est  constante  ;  mais  alors  la  longueur  Oco,  qui  est  égale  à  pui', 
est  aussi  constante  et  le  point  co  est  un  point  fixe. 

Donc  la  normale  en  m  à  la  projection  horizontale  de  la  section 
passe  par  un  point  lixe  w  ;  donc,  eniin,  la  projection  horizontale  de 
la  section  est  une  circonférence  de  centre  co. 

Le  point  (d  est  d'ailleurs  distinct  du  point  o  tant  que  le  plan  sécant 
n'est  pas  perpendiculaire  à  l'axe. 

458.  Points  de  rencontre  d*une  droite  et  d'un  paraboloîde  de  révo- 
lution. —  La  propriété  qu'on  vient  d'établir  pour  les  sections  planes 
d'un  paraboloîde  de  révolution  peut  être  utilisée  dans  la  détermination 
des  points  de  rencontre  de  cette  surface  avec  une  droite.  Il  sulïîl  de 
couper  la  surface  par  un  plan  passant  par  la  droite  et  de  projeter  la 
section  et  la  droite  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Par  exemple, 
si  l'axe  est  vertical,  on  coupe  par  le  plan  qui  projette  verticalement  la 
droite,  et  on  détermine  les  points  de  rencontre  de  la  projection  hori- 
zontale de  la  droite  avec  le  cercle  projection  horizontale  de  la  section. 
On  obtient  ainsi  les  projections  horizontales  des  points  cherchés,  et  on 
en  déduit  les  projections  verticales  par  des  lignes  de  rappel. 

On  a  vu  d'ailleurs  (453)  que  la  méthode  employée  convient  à  toutes 
les  surfaces,  mais  les  constructions  ne  sont  réellement  simples  que 
dans  le  cas  du  paraboloîde  de  révolution. 


§  IH.  —  Surface  engendrée  par  une  conique  en  toiiniant 

autour  (Tun  ojce, 

459.  Théorème.  —  La  surface  engendrée  par  une  conique  en  tour- 
nant autour  (Tun  axe  est  en  général  du  qnatHème  ordre  ;  elle  est  du 
second  ordre  quand  la  projection  de  Vaxe  de  révolution  sur  le  plan  de 
la  courbe  est  un  axe  de  symétrie  de  cette  courbe. 

Supposons  en  eftet  l'axe  de  révolution  vertical  et  le  plan  de  la  co- 
nique perpendiculaire  au  plan  vertical.  Soient  (os,  oV)  l'axe  de  révolu- 
tion, {aby  a'b')  la  coniijue  et  j>i^  son  plan.  Le  plan  mené  par  l'axe 
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perpendiculairement  à  pa^'  coupe  ce  dernier  plan  suivant  une  droite 
de  front  (oe,  oV),  qui  n'est  pas,  par  hypothèsCj  un  axe  de  la  conique 
(aô,  a'b^;  de  sorte  que  oe  n'est  pas  un  axe  de  la  projection  horizon- 
tale ab  de  cette  conique. 

Cela  posé,  pour  trouver  le  degré  de  la  surface  S  engendrée  par  la 
révolution  de  {ab^  alb')  autour  de  (os,  oV),  cherchons  le  nombre  des 


points  de  rencontre  de  cette  surface  avec  une  droite  quelconque  (d,  d), 
A  cet  effet,  faisons  tourner  (rf,  d)  autour  de  Taxe;  elle  engendre  alors 
un  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  (os,  oV),  et  ses  points  de 
rencontre  avec  la  surface  S  décrivent  des  parallèles  communs  à  cette 
surface  et  à  l'hyperboloïde.  Nous  pouvons  obtenir  facilement  ces  paral- 
lèles communs.  Pour  cela,  coupons  la  surface  S  et  l'hyperboloïde  par 
le  plan  p-xq'.  La  section  dans  la  surface  S  est  la  conique  (aô,  a!b')  et  la 
section  dans  l'hyperboloïde  est  une  conique  dont  la  projection  horizon- 
tale Y>  qui  n'est  pas  figurée  dans  l'épure,  admet  oe  comme  axe  de 
symétrie  (450).  Les  deux  coniques  ab  et  y  ont  quatre  points  communs; 
soit  c  l'un  de  ces  points.  Le  parallèle  décrit  par  le  point  (c,  c')  en  tour- 
nant autour  de  [oz^  o'z')  est  un  parallèle  commun  aux  deux  surfaces.  Il 
rencontre  la  droite  ((/,  d)  en  un  point  (m,  m'),  qui  est  un  des  points  de 
rencontre  de  la  droite  (d,  d)  avec  la  surface  S. 
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A  chaque  point  de  rencontre  des  deux  coniques  y  et  ab  correspond 
ainsi  un  point  de  rencontre  de  (d,  d!)  et  de  S.  Comme  y  et  ab  se  ren- 
contrent en  quatre  points,  il  en  résulte  que  la  surface  S  est  coupée  en 
quatre  points  par  une  droite  quelconque  ;  donc  la  surface  S  est  en 
général  du  quatrième  degré. 

Ces  conclusions  sont  en  défaut  quand  les  quatre  points  de  rencontre 
de  ab  et  de  y  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  oe  ;  car  à  deux 
points  symétriques  par  rapport  à  oe  il  correspond  un  seul  parallèle 
commun  aux  deux  surfaces  et,  par  suite,  un  seul  point  de  rencontre  de 
(rf,  <ï)  et  de  S.  Il  en  résulte  que  dans  ce  cas  la  surface  S  est  du  second 
degré. 

Dire,  d'ailleurs,  que  les  quatre  points  communs  k  ab  eik  y  sont 
deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  oe,  revient  à  dire  que  oe,  qui 
est  un  axe  de  symétrie  de  y,  est  aussi  un  axe  de  symétrie  de  ab;  mais 
alors  (oe,  oV)  est  un  axe  de  symétrie  de  la  conique  donnée.  Et  comme 
(oe,  oV)  est  la  projection  de  {oz,  o'z')  sur  le  plan  pay',  on  voit  bien  que 
la  surface  engendrée  est  du  second  degré  quand  la  projection  de  Taxe 
de  révolution  sur  le  plan  de  la  conique  est  un  axe  de  symétrie  de 
celle-ci,  et  dans  ce  cas  seulement. 

460.  Corollaire.  —  Pour  qu'une  conique^  qui  tourne  autour  (Tun 
axe^  engendre  une  quadrique^  il  faut  et  il  suffit  que  la  projection  de 
l'axe  de  révolution  sur  le  plan  de  la  conique  soit  un  axe  de  symétrie  de 
cette  courbe. 

C'est  nécessaire  d'après  ce  qui  a  été  démontré  au  n<*  450,  et  c'est 
suffisant  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir. 

C'est  même,  si  l'on  veut,  nécessaire  et  suffisant  d'après  la  tin  de  la 
démonstration  du  théorème  précédent. 

n  reste  alors  à  déterminer  la  nature  de  cette  quadrique.  Pour  cela, 
nous  examinerons  plusieurs  cas  d'après  la  nature  de  la  conique  généra- 
trice et  nous  utiliserons  les  résultats  obtenus  au  n»  457. 

461.  Premier  cas.  —  La  conique  génératrice  est  du  genre  ellipse,  — 
Nous  supposons  toujours,  bien  entendu,  que  la  projection  de  l'axe  de 
révolution  sur  le  plan  de  la  conique  génératrice  est  un  axe  de  symé- 
trie de  cette  conique,  de  manière  que  la  surface  engendrée  soit  bien 
une  quadrique. 

Cela  posé,  prenons  l'axe  de  révolution  (oz,  oV)  vertical,  le    plan 
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Tpi((  de  la  conique  de  bout,  mais  ni  parallèle  ni  perpendiculaire  à 

Taxe,  et  examinons  les  divers  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 

1®  Supposons  que  la  projection  horizon- 
tale de  l'ellipse  soit  un  cercle  :  la  surface 
engendrée  est  alors  une  portion  de  cylindre 
ou  de  paraboloïde  suivant  que  le  centre  du 
cercle  est  ou  n'est  pas  au  point  o.  En  eifet, 

\o la  projection  horizontale  de  la  section  de  la 

quadrique  par  le  plan  pagr'  n'est  un  cercle 
que  dans  ces  deux  cas,  qui  s'excluent  d'ail- 
leurs l'un  l'autre  (457). 
2»  Supposons  que  la  projection  horizontale  soit  une  ellipse  ayant 

son  grand  axe  parallèle  à  ajo,  et  soit  a!V  la 
projection  verticale  de  cette  ellipse.  Dans 
ce  cas,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  la  sur- 
face engendrée  ne  peut  être  qu'une  portion 
de  sphère,  une  portion  d'ellipsoïde  allongé 
ou  une  portion  d'ellipsoïde  aplati. 

C'est  une  portion  de  sphère  si  le  grand 
axe  cd  de  la  projection  horizontale  est  égal 
à  dy\ 

C'est  une  portion  d'ellipsoïde  allongé  si  le 
grand  axe  ci  est  inférieur  à  dV  ; 

C'est  enfin  une  portion  d'ellipsoïde  aplati 
si  le  grand  axe  ci  est  supérieur  à  dV, 
3""  Supposons  enfin  que  la  projection  horizontale  soit  une  ellipse 
ayant  son  grand  axe  perpendiculaire  à  ap,  et  soient  f  et  f  les  foyers 
de  cette  ellipse.  Alors,  en  vertu  des  résultats  obtenus  plus  haut  (457), 
la  surface  ne  peut  être  qu'une  portion  de  cône  ou  d'hyperboloïde  à 
une  ou  à  deux  nappes.  C'est  d'ailleurs,  en  vertu  des  mêmes  résultats  : 
Une  portion  de  cône  si  l'un  des  points  f  ou  f  est  en  o  ; 
Une  portion  d'hyperboloïde  à  une  nappe  si  le  point  o  est  compris 
entre  f  çX  f'\ 

Une  portion  d'hyperboloïde  à  deux  nappes  si  le  point  o  est  extérieur 
au  segment  //"'. 


462.  Deuxième  cas.  —  La  conique  génératrice  est  une  hyperbole.  — 
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Dans  ce  cas  la  surface  engendrée  ne  peut  être  qu'un  cône  ou  un  hyper- 

boloïde  à  une  ou  à  deux  nappes  (457,  Y, 
2®  cas).  Pour  trancher  la  question,  prenons 
toujoui*s  l'axe  de  révolution  (oz,  oV)  ver- 
tical, le  plan  p%q'  de  la  conique  perpendi- 
culaire au  plan  vertical,  et  appelons  f  et  f 
les  foyers  de  la  projection  horizontale.  Les 
résultats  obtenus  au  n*  457  nous  montrent 

jè\SL alors  que  : 

j  i*  Si   l'axe  non  transverse  est  perpen- 

diculaire à  oLp^  la  surface  engendrée  est 
un  hyperboloïde  à  une  nappe; 
2«  Si  l'axe  transverse  est  perpendiculaire  à  «p  et  si,  de  plus,  l'un 
des  points  /*ou  f  est  en  o,  la  surface  engendrée  est  un  cône; 

3®  Enfin  si  l'axe  transverse  est  perpendiculaire  à  ap  sans  que  le 
point  0  soit  foyer,  la  surface  engendrée  est  un  hyperboloïde  à  une 
ou  à  deux  nappes  suivant  que  le  point  o  est  extérieur  au  segment  ff  ou 
compris  entre  les  points  f  et  /"'. 

463.  Troisième  cas.  —  La  conique  génératrice  est  une  jjarabole.  — 
—  Dans  ce  cas  la  surface  engendrée  est  encore  :  ou  une  portion  de 
cône,  ou  une  portion  d'hyperboloïde  à  une  nappe  ou  une  portion 
d'hyperboloïde  à  deux  nappes  (457).  C'est  d'ailleurs  :  un  cône  si  lo 
point  0  est  le  foyer  de  la  projection  horizontale,  un  hyperboloïde  à 
une  nappe  si  a  et  f  étant  le  sommet  et  le  foyer  de  la  projection  hori- 
zontale, les  trois  points  o,  a,  f  se  présentent  dans  l'ordre  afo  ;  c'est 
enfin  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  si  les  trois  points  o,  o,  f  ne  se 
présentent  pas  dans  l'ordre  fao  ou  foa. 

464.  Application.  —  Déterminer  la  surface  engendrée  par  un  cercle 
situé  dans  un  plan  de  bouty  tournant  autour  d'un  ace  vertical,  et  dont 
un  foyer  de  la  projection  horizontale  coïncide  avec  le  pied  de  taxe  sur 
le  plan  horizontal. 

Soit  poiç'  le  plan  du  cercle  donné  (aA,  a'b');  on  reconnaît  d'ail- 
leurs que  (ai,  a'I/)  représente  un  cercle  en  s'assurant  que  le  grand 
axe  de  la  projection  horizontale  est  parallèle  à  pot.  et  égal  à  a'b'.  Sup- 
posons que  la  projection  horizontale  (o  de  l'axe  de  révolution  soit  un 
foyer  de  l'ellipse  aé,  et  cherchons  la  nature  de  la  méridienne  engen- 
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drée  par  (aé,  a'b')  en  tournant  autour  de  la  verticale  du  point  w. 
Pour  cela,  traçons  le  parallèle  d'un  point  quelconque  (m,  w!)  du 
cercle  générateur,  et  soit  (wii,  mi)  l'un  des  points  de  rencontre  de  ce 
parallèle  avec  le  plan  du  méridien  principal  :  (mi,  mi)  est  un  point  de  la 
méridienne.  Cherchons  la  normale  à  la  méridienne  en  ce  point.  Pour 


Tobtenir,  il  suffit  de  connaître  son  point  de  rencontre  avec  l'axe.  Or  ce 
point  est  l'intersection  de  Taxe  et  du  plan  normal  au  cercle  générateur 
au  point  (m,  rn!)  situé  sur  le  même  parallèle  que  le  point  (m„  mi). 
D'autre  part,  ce  plan  normal  est  le  plan  mené  par  le  rayon  {om^  o'm') 
perpendiculairement  au  plan  du  cercle  ;  il  est  donc  déterminé  par  la 
normale  (oj,  o'^)  au  plan  du  cercle  et  par  le  rayon  [om^  o'm!).  Le  plan 
de  front  mené  par  l'axe  coupe  le  plan  normal  suivant  la  droite 
(Ac,  AV)  parallèle  à  {og^  o'g');  il  en  résulte  que  le  point  (c,  &)  est  le 
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sommet  du  cône  des  normales  relatif  au  parallèle  du  point  (m,  iw'); 
donc  la  normale  à  la  méridienne  au  point  (m,,  m\)  est  (cmi,  (/m[). 
Soit  (/  le  point  de  rencontre  de  cette  normale  avec  la  parallèle  à  xy 
menée  par  o'.  Nous  allons  montrer  que  le  point  «/  est  un  point  fixe  en 
prouvant  que  la  longueur  oV  est  constante. 

Pour  cela,  menons  {cm^  c'm'),  c'est-à-dire  la  normale  à  la  surface  au 
point  (m,  m'),  et  observons  que  le  plan  normal  en  (m,  m')  au  cercle 
générateur  est  aussi  défini  par  les  deux  droites  {om^  o'm')  et  (cm,  cW); 
il  est  donc  coupé  suivant  la  droite  (orf,  o'd')  par  le  plan  horizontal  oW; 
et  comme  le  plan  normal  est  perpendiculaire  à  la  tangente  (m^  m!l') 
au  cercle  générateur,  il  s'ensuit  que  od  est  perpendiculaire  à  mt,  puis- 
que (od,  o'd')  est  une  horizontale  du  plan  des  deux  normales.  Or, 
quand  on  amène  le  point  (m,  m')  dans  le  plan  du  méridien  principal, 
cW  vient  en  cW  et,  par  suite,  d'  vient  en  o';  il  en  résulte  que 
oV  =  (od.  Mais  si  Ton  appelle  /i  le  point  de  rencontre  de  wm  avec  la 
perpendiculaire  à  mt  menée  par  le  second  foyer  f  de  la  projection 

horizontale,  on  a  wd  =  -~  ;  d'ailleurs  (afi  est  le  grand  axe  de  l'el- 
lipse ab;  donc  W,  qui  est  égale  à  wct,  est  égale  au  demi-grand  axe  de 
la  projection  horizontale  du  cercle  générateur. 

Il  suit  bien  de  là  que  le  point  o'  est  un  point  fixe,  c'est-à-dire  que  la 
méridienne  est  une  ligne  dont  les  normales  passent  par  un  point  fixe; 
donc  la  méridienne  est  un  cercle  dont  le  centre  n'est  pas  sur  l'axe,  et  la 
surface  engendrée  est  un  tore. 

On  peut  voir,  en  outre,  que  le  plan  pa^'  est  un  plan  bitangent  à  ce 
tore.  Comme  la  méridienne  se  compose  de  deux  cercles  symétriques 
par  rapport  à  o',  il  suffit  de  prouver,  pour  cela,  que  a^'  est  tangente  à 
la  circonférence  qui  a  pour  centre  o^  et  pour  rayon  (j'mi.  A  cet  effet, 
construisons  la  normale  à  la  méridienne  au  point  (n,  n').  Les  construc- 
tions sont  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  pour  le  point  (mi,  mj), 
et  la  normale  cherchée  est  projetée  verticalement  suivant  la  perpendi- 
culaire à  oLç'  menée  par  n';  mais  cette  normale  passe  par  a',  donc  «/n' 
est  un  rayon  de  la  méridienne,  et  ce  rayon  est  perpendiculaire  à  «9'. 
Ceci  prouve  bien  que  la  droite  aq'  est  tangente  à  la  circonférence  de 
centre  </  et  de  rayon  &m\  et  que,  par  suite,  le  plan  pnq'  est  double- 
ment tangent  au  tore. 

On  sait,  du  reste,  que  tout  plan  bitangent  à  un  tore  coupe  cette 
surface  suivant  deux  cercles. 
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1.  Un  hyperbolo!de  de  révolution  à  aie  vertical  est  engendré  par  une 
droite.  Constniire  la  section  faite  dans  cette  surface  par  un  plan  passant 
par  le  centre  et  par  une  droite  donnée. 

2.  Un  hyperbolblde  de  révolution  à  axe  vertical  est  engendré  par  une 
droite  (G,  O-  On  le  coupe  par  un  plan  de  bout  dont  la  trace  verticale  est 
parallèle  à  G'.  Trouver  la  nature,  le  sommet  et  les  foyers  de  la  section. 

3.  Construire  la  trace  sur  le  plan  bissecteur  du  deuxième  dièdre  d*un 
hyperbololde  de  révolution  à  une  nappe  dont  Taxe  est  une  droite  de  front. 

4.  On  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  par  un  plan  P,  et  Ton  suppose 
que  Ton  connaisse  :  1^  un  axe^  A,  en  grandeur  et  position  de  la  section 
ainsi  obtenue  ;  2^  un  point  de  Tellipsoïde  et  le  plan  tangent  en  ce  point  : 
construire  Tellipsoïde. 

Pour  construire  l'ellipsoïde,  il  suffit  de  connaître  la  section  par  le 
plan  P  et  Taxe  de  révolution.  11  y  a  d^ailleurs  deux  cas  à  examiner  suivant 
que  Taxe  connu  de  la  section  par  le  plan  P  est  ou  n*est  pas  la  projection 
de  Taxe  de  révolution  sur  le  plan  P.  Prenons,  par  exemple,  le  premier 
cas,  et  soit  Q  le  plan  tangent  donné,  dont  le  point  de  contact,  également 
donné,  est  A.  Le  plan  R  mené  par  A  perpendiculairement  au  plan  P  est 
un  lieu  de  Taxe  de  révolution.  La  normale  en  A  au  plan  Q  rencontre  R 
en  un  point  0  qui  est  sur  Taxe  de  révolution.  La  sphère  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  ÔA  comme  rayon  est  inscrite  dans  Tellipsolde 
suivant  le  parallèle  du  point  A  ;  elle  coupe  le  plan  P  suivant  un  cercle 
ayant  son  centre  sur  A  et  doublement  tangent  à  la  section  de  Tellipsoïde 
par  le  plan  P,  en  deux  points  B  et  G,  d'ailleurs  inconnus;  mais  la  section 
par  le  plan  P  est  alors  déterminée,  ce  qui  fait  connaître  les  points  B  et  G. 
On  en  conclut  que  le  parallèle  du  point  M  est  Tintersection  de  la  sphère 
OA  par  le  plan  ABC  ;  donc  l'axe  de  révolution  est  la  perpendiculaire  menée 
du  point  0  sur  le  plan  ABC. 

Ces  indications  sufRsent  pour  résoudre  complètement  le  problème  dans 
les  deux  cas  signalés. 

5.  Une  ellipse  située  dans  un  plan  de  front  tourne  autour  d*une  droite 
(a6,  a'I/)  de  ce  plan.  Construire  la  section  faite  dans  la  surface  engendrée, 
par  un  plan  dont  on  donne  les  traces. 
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6.  Un  cercle  situé  dans  le  plan  vertical  tourne  autour  de  la  ligne  de 
terre.  Section  du  tore  ainsi  engendré  par  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de 
terre. 

7.  L*axe  d*un  ellipsoïde  de  révolution  est  une  droite  du  plan  vertical  non 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Ck)uper  cet  ellipsoïde  par  un  plan  de 
bout  tel  que  la  projection  horizonlale  de  la  section  soit  un  cercle. 

8.  On  donne  les  axes  AÂ'  et  BB'  d'une  ellipse  si- 
tuée dans  le  plan  horizontal.  Cette  ellipse  est  la 
méridienne  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour 
du  grand  axe  A  A'.  Construire  la  section  faîte  dans 
cette  surface  par  un  plan  passant  par  AB  et  coupant 
la  verticale  du  point  0  à  une  hauteur  égale  à  OA . 

9.  Cadre  27cm  sur  42cm.  _  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  de  la 

feuille. 
is/       ,  On  donne  : 

j     /^    r'  I®  Un  axe  vertical    (o,  ws')    ainsi  défini  : 

2o  Une  circonférence  située  dans  le  plan  de 


^^X 


f^     ^^      yf^^\  2o  Une  circonférence  située  dans  le  plan  de 

I  X^-f/é"! —     )         front  passant  par  l'axe.  Le  rayon  de  cette 


^y 


X 


I 
\ 

\ 


r 


\    / 


circonférence  est  de  4^™,  la  projection  verti- 
-f- — ^  i"^ ^     cale  de  son  centre  est  à  (J«"  au-dessus  du 


plan  horizontal  et  à  7'"^  à  gauche  de  cojs'. 
\  Cette  circonférence  en  tournant  autour  de 

\         l'axe  engendre  un  tore. 

} [ — lo-j 1 —       On  demande  de  représenter  la  partie   du 

^v.^y  /         tore  (supposé  plein)  comprise  entre  le  plan 

\j  /  bi tangent    R'aS    et  le  plan  parallèle  dont  la 

S^\  ^/  trace  verticale  U'V  passe  par  le  point  </.  Ces 

"^ "^  deux  plans  sont  perpendiculaires    au    plan 

vertical.  (R.  Malloizel.) 

iO.  On  donne  deux  droites  D  et  A  qui  ne  se  coupent  paH,  et  l'on  fait 
tourner  D  autour  de  A.  Trouver  la  section  faite  par  un  plan  de  bout  dans 
la  surface  ainsi  engendrée. 

il.  On  donne  un  axe  vertical  o,  a?  =  0,  y  =  lO*"»,  et  une  parabole 
dont  la  projection  horizontale  P  a  pour  sommet  a?  =  —  5«",  y  =  12em 
et  pour  foyer    x  -=.  —  4,    y  =  i2. 

La  projection  verticale  F  de  cette  parabole  est  une  droite  passant  par 
le  point    a?  =  —  5,    ^  =  0    et  par  le  point    «  =  0,    s  =  5. 

1°  Déterminer  la  méridienne  principale  de  la  surface  de  révolution 
engendrée  par  la  parabole  (P,  P')  en  tournant  autour  de  la  verticale  o. 
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20  Construire  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  de  front  F, 

y  =  (iO-f-4v^2)  centimètres. 

3**  Etablir  la  ponctuation  de  la  même  surface,  en  ne  conservant  que  la 
région  derrière  le  plan  de  front  F  et  au-dessous  du  plan  horizontal 
z  =  iO*". 

k^  On  établira  en  même  temps  la  ponctuation  de  la  parabole  (P,  P')  sur 

cette  région  de  surface. 

[École  normale  y  concours  de  1893.) 


LIVRE  IV 


LES  INTERSECTIONS  DE  SURFACES 


CHAPITRE  PREMIER 

INTERSECTION  DE  DEUX  SURFACES  CONIQUES 

OU  CYLINDRIQUES 


Si.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  même  sommet^  ou  de  deux 
cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles, 

46^).  Intersection  de  deux  cônes  de  rndme  sommet.  —  Lorsque  deux 
cônes  ont  le  même  sommet,  leur  intersection  se  compose  d'un  sys- 
tème de  génératrices.  Appelons  en  eifet  S  le  sommet  commun,  et 
soit  M  un  point  de  Tintersection  des  deux  surfaces.  La  droite  SM  étant 
située  sur  les  deux  surfaces  à  la  fois,  fait  partie  de  leur  intersection. 
Tout  point  de  l'intersection  étant  ainsi  situé  sur  une  génératrice  com- 
mune aux  deux  surfaces,  cette  intersection  est  nécessairement  un 
système  de  génératrices  ;  de  sorte  qu'il  suffit  d'avoir  un  point  de 
chaque  génératrice  pour  connaître  toute  l'intersection. 

Pour  avoir  un  point  d'une  génératrice  commune,  on  coupe  les  deux 
cônes  par  une  surface  auxiliaire  dont  l'intersection  avec  chacun  des 
cônes  soit  facile  à  obtenir.  Soient  g  et  <ti  les  intersections  respectives 
ainsi  obtenues  :  tout  point  commun  à  cj  et  à  (Xj  appartient  à  l'inter- 
section des  deux  cônes  et  détermine  une  génératrice  commune. 

Comme  Ton  sait  déterminer  une  section  plane  d'un  cône,  on  peut 
toujours  prendre  comme  surface  auxiliaire  un  plan  ne  passant  pas  par 
le  sommet  commun.  Si,  en  particulier,  les  deux  cônes  ont  leurs  bases 
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dans  le  même  plaii,  pour  avoir  les  génératrices  communes,  il  suffit 
de  joindre  au  sommet  commun  les  points  de  rencontre  des  deux  bases, 
ce  qui  revient  à  prendre  le  plan  des  deux  bases  comme  surface  auxi- 
liaire. 

On  peut  aussi,  dans  certains  cas,  couper  les  deux  cônes  par  une 
sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  commun,  parce  que  l'on  sait 
construire  les  points  de  rencontre  des  génératrices  d'un  cône  et  d'une 
sphère  et  par  suite  Tintersection  d'une  sphère  et  d'un  cône. 

Le  problème  suivant  nous  en  fournit  un  exemple. 

466.  Problème.  —  Trouver  les  génératrices  communes  à  deux  cônes 
de  révolution  de  même  sommet. 

On  peut  supposer  que  le  plan  des  axes  des  deux  cônes  soit  le  plan 
horizontal  de  projection;  du  reste,  on  peut  toujoure  se  ramener  à  ce 
cas  par  un  rabattement. 

Soient  donc  oa  et  ob  les  axes  des  deux  cônes,  que  nous  supposerons 
en  outre  déterminés  par  leurs  demi-angles  au  sommet.  Le  plan  hori- 
zontal coupe  le  premier  cône  suivant  deux  génératrices  faisant  avec  oa 
un  angle  égal  au  demi-angle  au  sommet  de  ce  cône  :  soit  og  l'une 
d'elles.  Soit  de  même  ok  Tune  des  génératrices  déterminées  par  le 
plan  horizontal  dans  le  second  cône.  Du  point  o  comme  centre,  décri- 
vons une  sphère  S  de  rayon  arbitraire,  et  soient  g^  g^  ^j  Ai  les  points 
de  rencontre  avec  les  droites  respectives  og  et  ok.  La  sphère  S  coupe 

le  premier  cône  suivant  deux  cercles 
situés  dans  les  plans  menés  par  g  et 
par  ^1  perpendiculairement  à  oa.  Si 
a  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  à 
oa  menée  par  le  point  g^  l'un  de  ces 
cercles  a  pour  centre  le  point  a  et 
pour  rayon  ag.  En  menant  de  même 
kh  perpendiculaire  à  o6,  on  voit 
que  la  sphère  S  coupe  le  second 
cône  suivant  deux  cercles,  dont  l'un^ 
situé  dansle  plan  vertical  kb,  a  pour 
centre  le  point  b  et  pour  rayon  bk. 
On  obtient  des  génératrices  communes  aux  deux  cônes  en  joignant  le 
point  0  aux  points  communs  à  ces  deux  cercles. 
Ces  points  sont  projetés  horizontalement  à  l'intersection  c  de  ag 
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et  de  bk.  Pour  les  déterminer,  il  suffit  de  prendre  ag  par  exemple 
comme  ligne  de  terre,  ce  qui  revient  à  prendre  comme  plan  vertical 
de  projection  le  plan  vertical  mené  par  ag,  La  projection  verticale  du 
cercle  déterminé  dans  le  premier  cône  est  alors  la  circonférence  de 
centre  o  et  de  rayon  ag.  Les  projections  verticales  des  points  cher- 
chés sont  (/  et  ci,  à  Tintersection de  celte  circonférence  et  de  la  ligne 
de  rappel  menée  par  c.  Quant  aux  génératrices  communes  correspon- 
dantes, ce  sont  les  lignes  qui  joignent  le  point  o  aux  points  (c,  d)  et 
(c,  ci). 

En  associant  de  toutes  les  manières  possibles  un  des  cerc^  déter- 
minés dans  le  premier  cône  avec  un  des  cercles  déterminés  dans  le 
deuxième,  on  obtient  toutes  les  génératrices  communes.  On  constate 
sans  difficulté  qu^il  y  en  a  au  plus  quatre,  deux  à  deux  symétriques  par 
rapport  au  plan  des  axes. 

467.  Intersection  de  deux  cylindrrs  dont  les  génératrices  sont  pa- 
rallèles. —  L'intersection  de  deux  cylindres  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  est  un  système  de  génératrices.  On  s'en  assure  comme  pour 
deux  cônes  de  même  sommet,  en  observant  que  deux  cylindres  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  peuvent  être  considérés  comme  deux 
cônes  ayant  le  même  sommet  à  Tinfini. 

On  détermine  d'ailleurs  des  points  de  l'intersection  des  deux  sur- 
faces, et  par  suite  leurs  génératrices  communes,  en  les  coupant  encore 
par  une  surface  auxiliaire  qui  est  en  général  un  plan  quelconque  non 
parallèle  aux  génératrices  ou  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices, 
comme  dans  le  problème  suivant  : 

468.  Problème.  —  Trouver  les  génératrices  communes  à  deux  cylin" 
drcs  de  révolution  dont  les  axes  sont  parallèles. 

On  coupe  les  deux  cylindres  par  un  plan  ([uelconque  perpendicu- 
laire aux  axes.  Les  sections  obtenues  sont  deux  cercles  avant  deux 
points  communs,  si  les  deux  cylindres  ont  des  génératrices  communes. 
On  obtient  ces  génératrices  en  menant  les  parallèles  aux  axes  par  les 
points  communs  à  ces  deux  cercles. 

Dans  l'épure  ci-après,  le  premier  cylindre  est  défini  par  son  axe 
(  j,  2%  par  son  demi-contour  apparent  g  sur  le  plan  horizontal  et  par 
son  demi-contour  apparent  f  sur  le  plan  vertical.  Pareillement,  le 
second  cylindre  estdélini  par  son  axe  (zi,  si),  par  son  demi-contour 
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apparent  g,  sur  le  plan  horizontal  et  par  son  demi-contour  apparent  /J 
sur  le  plan  vertical.  On  a  coupé  les  deux  cylindres  par  le  plan  de  section 
droite  passant  par  le  point  (o,  o');  ce  plan,  qui  coupe  (:■,  z',)  au  point 
(m,  11'),  a  <^t(3  rabattu  sur  le  plan  horizontal  mené  par  l'horizontale 
(oh,  dU),  de  sorte  que  tes  deux  sections  droites  sont  rabattues  :  la 


première  suivant  une  circonférence  de  rayon  égal  à  celui  du  premier 
cylindre  et  décrite  du  point  o  comme  centre;  la  deuxième  suivant  une 
circonférence  de  rayon  égal  à  celui  du  secrmd  cylindre  et  décrite  du 
point  lOi,  rabattement  du  point  lo,  comme  centre.  Ces  deux  circonfé- 
rences se  coupent  en  deux  points  m,  et  p,,  qui  sont  relevés  respective- 
ment en  (m,  m')  et  en  [p,  p').  Les  deux  cylindres  ont  donc  deux 
{tt^nératrices  communes  qu'on  obtient  en  menant  les  parallèles  aux 
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axes  par  les  points  (m,  m')  et  (p,  p');  elles  sont  représentées  en 
(7717,  m'q')  et  en  [pr^  p'r^). 

^\\.  —  Intersection  de  deux  cônes  ou  de  deux 

cylindres  quelconques, 

469.  Détermlnatioii  d'un  point  courant  de  rintersectlon.  —  La  mé- 
thode générale  pour  construire  Tintersection  de  deux  surfaces  coniques 
ou  cylindriques  consiste  à  déterminer  les  points  de  rencoiAe  d'une 
surface  avec  les  génératrices  de  l'autre.  Si,  d'ailleurs,  on  appelle  S 
et  Si  les  deux  surfaces,  pour  déterminer  les  points  de  rencontre  d'une 
génératrice  de  la  surface  S,  par  exemple,  avec  la  surface  Si,  on  coupe 
la  surface  Si  par  un  plan  auxiliaire  passant  par  cette  génératrice 
(388  et  389).  Les  divers  plans  auxiliaires  que  l'on  emploie  ainsi  pour 
obtenir  les  divers  points  de  l'intersection,  passent  donc  par  une  droite 
lixe  ou  sont  parallèles  à  un  plan  fixe.  Si  les  deux  surfaces  sont  des 
cônes,  ils  passent  par  la  ligne  des  sommets;  si  l'une  des  surfaces  est 
un  cône  et  l'autre  un  cylindre,  ils  passent  par  la  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre  menée  par  le  sommet  du  cône;  enfin,  si  les  deux 
surfaces  sont  des  cylindres,  ils  sont  parallèles  aux  génératrices  des  deux 
cylindres  et,  par  suite,  au  plan  déterminé  par  les  parallèles  à  ces 
génératrices  menées  par  un  point  quelconque  de  l'espace. 

470.  Tangente  en  un  point  de  rintersectlon.  —  La  tangente  en  un 
point  courant  de  l'intersection  est  située  dans  les  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  en  ce  point.  On  l'obtiendra  donc  en  déterminant  Tinter- 
section  de  ces  deux  plans  tangents.  On  a  déjà  un  point  de  cette  inter- 
section, le  point  en  lequel  on  veut  mener  la  tangente;  il  suffit  donc, 
pour  déterminer  celle-ci,  d'en  connaître  un  autre  point.  Il  y  a  avantage, 
pour  cela,  à  se  servir  d'un  plan  auxiliaire  donnant  d'autres  points  de 
l'intersection  des  deux  surfaces. 

Cette  construction  de  la  tangente  n'est  en  défaut  que  si  les  deux 
surfaces  ont  le  même  plan  tangent  au  point  considéré.  Nous  nous  occu- 
perons plus  loin  (482)  de  l'examen  de  ce  cas. 

471.  Génératrices  limites.  — On  appelle  ^^néra/rtce^ /imi^e«  les  géné- 
ratrices de  chaque  surface  qui  sont  tangentes  à  l'autre.  La  détermina- 
tion de  ces  génératrices  résulte  de  leur  définition  : 
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Si  les  deux  surfaces  sont  descônes,  on  les  obtient  en  coupant  chaque 
cône  par  les  plans  tangents  à  l'autre  menés  par  le  sommet  du  premier  ; 
si  Tune  des  surfaces  est  un  cône  et  l'autre  un  cylindre,  on  coupe  le 
cône  par  les  plans  tangents  au  cylindre  menés  par  son  sommet,  et  le 
cylindre  par  les  plans  tangents  au  cône  parallèles  aux  génératrices  du 
cylindre;  enfin,  si  les  deux  surfaces  sont  des  cylindres,  on  coupe 
chaque  cylindre  par  les  plans  tangents  parallèles  à  l'autre.  Tous  ces 
cas  rentrent  d'ailleurs  dans  un  seul  si  Ton  considère  un  cylindre 
comme. la  limite  d'un  cône  dont  le  sommet  s'est  éloigné  indéfiniment 
dans  la  direction  des  génératrices. 

Lorsqu'un  point  M  de  l'intersection  se  trouve  sur  une  génératrice 
limite,  la  tangente  à  l'intersection,  en  ce  point,  est  confondue  avec  la 
génératrice  limite.  Supposons  en  effet  que  le  point  M  soit  sur  une  gé- 
nératrice limite,  G,  appartenant  à  la  surface  S.  La  génératrice  G  est 
évidemment  contenue  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  S;  elle  est 
aussi  contenue  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  Si,  puisqu'elle 
est  une  génératrice  limite  :  elle  est  donc  la  tangente  en  M  à  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces. 

Il  y  a  exception  quand  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  Si  est  aussi 
tangent  à  la  surface  S  au  même  point.  Mais  ce  cas  a  été  réservé  plus 
haut  (470),  et  nous  y  reviendrons  bientôt  (482). 

472.  Plans  limites  ;  pénétration  et  arrachement.  —  Les  plans  auxi- 
liaires qui  fournissent  les  points  situés  sur  les  génératrices  limites,  et 
qui,  par  suite,  sont  tangents  soit  à  l'une  soit  à  l'autre  surface,  s'appel- 
lent des  plans  limites.  Quand  les  deux  surfaces  sont  du  second  degré 
et  se  coupent^  il  y  a  deux  plans  limites.  Si  ces  deux  plans  sont 
tangents  à  la  même  surface,  on  dit  qu'il  y  a  pénétration  de  l'une  des 
surfaces  par  l'autre  ;  si,  par  exemple,  les  deux  plans  sont  tangents  à 
la  surface  Si,  il  y  a  pénétration  de  la  surface  S  par  la  surface  Si.  Dans 
ce  cas  l'intersection  se  compose  de  deux  parties  distinctes,  une  courbe 
d'entrée  et  une  courbe  de  sortie  :  nous  verrons  en  effet  que  toutes  les 
génératrices  de  Si  rencontrent  en  deux  points  distincts  la  surface  S. 

Si,  au  contraire,  les  deux  plans  limites  sont  l'un  tangent  à  la  pre- 
mière surface  et  l'autre  tangent  à  la  deuxième,  on  dit  qu'il  y  a  arra- 
chement ou  entaille. 

473.  Points  sur  les  contours  apparents- —  On   les  obtient  par  la 
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méthode  ordinaire,  en  déterminant  les  points  de  rencontre  de  chaque 
surface  avec  les  génératrices  de  contour  apparent  de  l'autre  surface. 

kl\.  Gonsiructlon  de  rintersection.  —  Quand  on  veut  exécuter  une 
épure  relative  à  Tintersection  dedeux  surfaces  coniquesou  cylindriques, 
on  détermine,  dans  Tordre  indiqué  ci-après  :  1»  les  points  situés  sur 
les  génératrices  limites  ;  2^  les  points  sur  les  contours  apparents  ; 
3<>  les  points  à  Tintini  et  les  asymptotes  ;  4®  un  point  quelconque  et  la 
tangente  en  ce  point.  Nous  nous  occuperons  plus  loin  de  la  détermi- 
nation des  points  à  l'infini  et  des  asymptotes. 

Supposons  que  tous  ces  points  aient  été  déterminés,  et  voyons 
comment  on  pourra  construire  l'intersection.  Pour  cela,  imaginons 
qu'un  point  M  se  déplace  sur  la  directrice  de  l'une  des  surfaces,  et  la 
décrive  une  fois  dans  un  sens  déterminé  ;  puis,  pour  chaque  position 
du  point  M,  prenons  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  corres- 
pondante, sur  la  première  surface,  avec  la  deuxième  surface.  En  sui- 
vant alors  les  déplacements  simultanés  du  point  M  et  des  points  de 
rencontre  ainsi  obtenus,  on  arrive  au  tracé  de  la  courbe  d'intersec- 
tion. 

Ajoutons  que  l'on  peut,  habituellement,  tracer  l'une  des  projections 
de  rintersection  en  faisant  abstraction  de  l'autre,  qui  s'en  déduit  faci- 
lement par  des  lignes  de  rappel. 

475.  Cas  où  les  directrices  des  deux  surfaces  sont  des  courbes 
planes.  —  Toutes  les  constructions  indiquées  plus  haut  s'exécutent 
facilement  quand  les  directrices  sont  des  courbes  planes  dont  on 
donne  les  plans  et  les  projections.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
les  surfaces  soient  des  cônes,  et  proposons-nous  de  construire  la  pro- 
jection horizontale  de  l'intersection. 

Pour  cela,  appelons  s  et  *i  les  projections  horizontales  des  som- 
mets, B  et  Bi  les  projections  horizontales  des  bases  et  A  la  pro- 
jection horizontale  de  l'intersection  des  plans  des  bases.  La  ligne 
des  sommets  coupe  les  plans  des  bases  en  des  points  dont  les  projec- 
tions horizontales  respectives,  supposées  déterminées,  sont  cr  et  ai. 
Il  en  résulte  que  les  divers  plans  auxiliaires  employés  pour  déterminer 
les  points  successifs  de  rintersection  coupent  la  base  du  premier  cône 
suivant  des  droites  dont  les  projections  horizontales  passent  par  a,  et 
la  base  du  deuxième  cône  suivant  des  droites  dont  les  projections  hori- 
zontales passent  par  cxi. 
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Détermination  des  points  de  l'intersection.  —  Convenons  de  désigner 
l'un  quelconque  de  ces  plans  auxiliaires  par  les  projections  horizon- 
tales de  deux  droites  qui  le  définissent,  et  considérons  un  plan  auxi- 
liaire quelconque,  sujl  par  exemple.  Il  coupe  le  plan  de  base  du  pre- 
mier cône  suivant  la  droite  projetée  en  <ya  et  tangente  à  la  l)ase  ;   il 


\ 


'^---.\ 


-^ 
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est  donc  tangent  au  premier  cône  suivant  la  génératrice  projetée  en  «X|. 
La  droite  va  coupe  A  au  point  a  ;  donc  le  plan  auxiliaire  considéré 
coupe  le  plan  de  base  du  deuxième  cône  suivant  la  droite  projetée 
en  a9|.  Cette  droite  rencontre  Bi  aux  points  «2  et  a',;  doncle  plan 
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auxiliaire  sv%  coupe  le  deuxième  cône  suivant  deux  génératrices  pro- 
jetées en  *iai  et  en  ^ta',.  Ces  deux  génératrices  rencontrent  ^a^  aux 
points  a  et  a^,  qui  sont  les  projections  horizontales  de  deux  points 
de  l'intersection.  D'ailleurs,  le  plan  s<sa  est  un  plan  mené  par  ^i  et  tan- 
gent au  cône  s  ;  donc,  les  génératrices  projetées  en  soj  et  en  sa',  sont 
deux  génératrices  limites  du  cône  *i  (471  et  472),  et  ces  projections 
elles-mêmes  sont  tangentes  en  a  et  en  Oi  à  la  projection  horizon- 
tale de  l'intersection. 

En  répétant  le  [même  raisonnement  avec  les  plans  auxiliaires  «d^, 
«dY,  «oS,  sexe,  on  détermine  ainsi  successivement  tous  les  points  re- 
marquables de  la  projection  horizontale  de  l'intersection  :  points 
situés  sur  les  génératrices  limites  et  points  situés  sur  les  contours 
apparents. 

Tangente  en  un  point,  —  Pour  construire  la  tangente  en  un  point  de 
l'intersection,  par  exemple  au  point  c  obtenu  au  moyen  du  plan  auxi- 
liaire sts^y  il  faut  construire  l'intersection  du  plan  tangent  au  cône  s 
suivant  s^i  avec  le  plan  tangent  au  cône  Si  suivant  Si^,  c'est-à-dire 
suivant  les  génératrices  projetées  respectivement  en  *pi  et  en  Si%.  A 
cet  effet,  observons  que  ces  deux  plans  tangents  coupent  les  bases  res- 
pectives des  cônes  suivant  deux  droites  dont  les  projections  horizon- 
tales sont  :  la  tangente  ^1^1  à  B  pour  le  premier  et  la  tangente  ^^9 
à  Bi  pour  le  second.  Or,  si  l'on  coupe  les  deux  plans  tangents  par  un 
plan  auxiliaire  quelconque,  par  le  plan  st^  par  exemple,  on  obtient 
deux  droites  projetées  respectivement  en  sti  et  en  «i^g,  car  <r(  ren- 
contre ^iti  au  point  /j,  tandis  que  c^^^  rencontre  ^s^s  au  point  t^. 
Hais  sti  6t  Sit^  se  rencontrent  au  point  ^,  qui  est  la  projection  hori- 
zontale d'un  point  de  l'intersection  des  deux  plans  tangents  ;  il  en 
résulte  que  la  tangente  en  c  à  la  projection  horizontale  de  l'intersec- 
tion est  te. 

Jonction  des  points.  —  Après  avoir  indiqué  la  construction  des 
divers  points  et  de  la  tangente  en  un  point  quelconque,  montrons 
comment  il  faudra  procéder  pour  joindre  ces  points,  dans  le  tracé  de 
la  courbe.  Pour  cela,  partons  d'un  point  quelconque,  ei  par  exemple. 
Ce  point  est  le  quatrième  sommet  d'un  quadrilatère  ei^isej  dont  les 
quatre  côtés  passent  respectivement  par  les  quatre  points  fixes  5,  *,, 
a  et  ffi.  Quand  les  trois  sommets  ei,  s  et  e,  de  ce  quadrilatère  décrivent 
respectivement  B,  a  et  Bi,  le  point  Ci  décrit  la  projection  horizontale 
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de  rintersection  ;  d'ailleurs  tous  ces  points  se  déplacent  en  même 
temps  que  le  point  e,  de  sorte  qu'il  suffit  de  suivre  leurs  déplacements 
simultanés  pour  tracer  la  courbe.  En  remarquant  alors  que  les  plans 


— ^,^c- 


"*^--^ 


\ 

\ 
\ 


ae^i  et  90(91  sont  des  plans  auxiliaires  limites»  et  en  procédant  comme 
pour  l'intersection  de  deux  pyramides  (215),  nous  obtenons  successi- 
vement les  arcs  Cid,  da^  adt^  difi^  /*ic,  ce,  etc.,  quand  le  point  s  passe 
successivement  de  s  en  y?  de  y  en  a,  de  a  en  y,  de  y  ©û  ^ï  de  S  en  ^, 
de  p  en  e,  etc. 

Ponctuation.  —  Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  l'en- 
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semble  des  deux  corps.  Alors,  dans  le  cône  s,  la  génératrice  de  con- 
tour apparent  sej  est  cachée  entre  les  génératrices  de  contour  apparent 
*iYi  et  *iPi  du  cône  «i,  parce  que  les  plans  auxiliaires  ffw,  et  coci 
sont  au-dessous  des  plans  auxiliaires  crydi  et  apsi  ;  la  génératrice  «oj 
n'est  cachée  que  du  point  gi  à  la  génératrice  «lys. 

Pour  le  cône  «i,  la  génératrice  «iy»  est  vue  du  point  *i  au  point  d; 
là  elle  pénètre  dans  le  cône  s  et  est  cachée  jusqu'au  point  de  sortie  rfi. 
Pareillement,  la  génératrice  Si%  est  vue  jusqu'au  point  A,  cachée 
de  ^  à  la  génératrice  *5i  et  vue  ensuite.  Habituellement  d'ailleurs  on 
ne  trace  pas  les  portions  de  génératrices  de  contour  apparent  d'un 
cône  intérieures  à  l'autre  :  c'est  ce  qui  a  été  fait  dans  l'épure. 

Enfin,  pour  voir  si  un  point  de  l'intersection  est  vu  ou  caché,  on 
examine  s'il  est  à  l'intersection  de  deux  génératrices  vues  toutes  les 
deux  :  ce  n'est  que  dans  ce  cas  qu'il  est  vu.  Par  exemple,  le  point  a 
est  vu  pour  cette  raison,  mais  le  point  ei  est  caché,  parce  que  la 
génératrice  Si^  du  côqe  *i  est  cachée.  On  voit,  de  cette  manière,  que 
les  arcs  dadi  et  batgi  sont  vus,  tandis  que  les  autres  sont  cachés. 

476.  Remarque  I.  —  Les  constructions  restent  les  mêmes  quand  les 
bases  des  deux  cônes  sont  dans  le  même  plan,  sauf  que  les  points  g 
et  <Ji  coïncident  et  que  l'on  peut  prendre  pour  la  droite  A  une  droite 
quelconque  du  plan  des  deux  bases.  Il  est  cependant  plus  commode 
de  s'en  passer,  comme  nous  le  verrons  bientôt  (494). 

477.  Remarque  II.  —  Quand  les  surfaces  sont,  l'une  un  cône  et  l'autre 
un  cylindre,  la  ligne  des  sommets  est  remplacée  par  la  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre  menée  par  le  sommet  du  cône  ;  les  autres 
constructions  subsistent  sans  modifications. 

478.  Remarque  III.  —  Enfin,  quand  les  deux  surfaces  sont  des  cylin- 
dres, la  ligne  des  sommets  est  à  l'infini  dans  un  plan  parallèle  aux 
génératrices  des  deux  cylindres.  On  mène  alors  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  la  parallèle  aux  génératrices  du  premier  cylindre 
et  la  parallèle  aux  génératrices  du  second.  Ces  deux  droites  détermi- 
nent un  plan  P  dont  on  construit  les  intersections  respectives  a  et  Ai 
avec  les  plans  de  base  des  deux  cylindres  :  le  point  a  du  n^  473  devient 
ainsi  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  A,  et  le  point  aj  devient 
le  point  à  l'infini  dans  la  direction  Ai  ;  quant  aux  autres  construc- 
tions, elles  ne  subissent  aucune  modification. 
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§  III.  —  Points  doubles  et  points  doubles  apparents, 

479.  Cas  où  l'intersection  présente  des  points  multiples.  —  Consi- 
dérons deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques  S  et  Si.  L'intersection 
de  ces  deux  surfaces  peut  présenter  des  points  multiples  dans  l'un 
des  trois  cas  suivants  :  i^  quand  une  génératrice  de  l'une  des  surfaces 
rencontre  une  génératrice  multiple  de  l'autre  surface  ;  2**  quand  une 
génératrice  de  l'une  des  surfaces  passe  par  le  sommet  à  distance  finie 
ou  infinie  de  l'autre  surface;  3<>  quand  les  deux  surfaces  ont  le  même 
plan  tangent  en  un  de  leurs  points  communs. 

480.  Premier  cas.  —  //  existe^  sur  l'une  des  surfaces,  des  généra- 
trices qui  rencontrent  une  génératrice  multiple  de  Vautre  surface. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  surface  5i  ait  une  génératrice 
double  Gi.  Il  est  aisé  alors  d'avoir  les  génératrices  de  S  qui  la  ren- 
contrent;   il  suffit,  pour  cela,  de  couper  S  par  le  plan  qui  passe 

par  Gi  et  par  le  sommet  de  S,  si  cette  surface 
est  un  cône,  par  le  plan  qui  passe  par  Gi  et  qui 
est  parallèle  aux  génératrices  de  S,  si  cette  sur- 
face est  un  cylindre  :  chacune  des  génératrices 
d'intersection  répond  à  la  question. 

Soit  donc  G  une  de  ces  génératrices  rencon- 
trant Gi  au  point  M.  Si  l'on  suppose,  pour  fixer 
les  idées,  que  Gi  soit  une  génératrice  double  de 
la  surface  Si,  toute  droite  passant  par  M  coupe 
Si  en  deux  points  confondus  avec  M;  il  en  est 
de  même  de  G.  et,  par  suite,  M  est  un  point  double  de  l'intersec- 
tion. En  ce  point  viennent  d'ailleurs  se  croiser  les  lignes  d'intersection 
de  la  surface  S  avec  les  deux  nappes  de  Si  qui  passent  par  Gi. 

Les  tangentes  en  M  à  l'intersection  sont  contenues  dans  le  plan 
tangent  à  S  suivant  la  génératrice  G  et  dans  les  plans  tangents  à  S| 
suivant  la  génératrice  Gi.  Le  premier  de  ces  plans  coupe  chacun  des 
autres  suivant  une  droite,  qui  est  l'une  des  tangentes  en  M  à  l'inter- 
section. Le  nombre  des  tangentes  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou 
confondues,  est  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  la  génératrice  Gj  sur 
la  surface  Si. 
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Le  raisonnement  s'applique,  bien  entendu,  au  cas  où  la  généra- 
trice 61.  serait  à  Tinlini;  dans  ce  cas  le  point  M  serait  un  point  mul- 
tiple à  l'infini  et  les  tangentes  seraient  les  asymptotes  correspondantes. 

481.  Deuxième  cas.  —  //  existe,  sur  Vune  des  surfaces,  une  généra- 
trice qui  passe  par  le  sommet  de  Vautre, 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'une  génératrice  de  la  surface  S 

passe  par  le  point  Si,  sommet  de  la  surface 

\    /  Si.  n  est  clair  alors  que  le  point  Si  est  un 

^1/^^^        point  multiple, réel  ou  isolé,  de  l'intersection. 

^^,^-^7[y  On  peut  d'ailleurs  supposer  que  le  point  Si 

Ç,^-"""'^^     /  \\  ®^^  ^  distance  finie,  le  cas  où  le  point  Si  est 

/  ^X  \  à  l'infini  s'en  déduisant  sans  difficulté. 

/        1    \  Soit  alors  SiM  une  des  branches  de  Tinter- 

/■'*        1     A        section  qui  passent  par  Si  et  soit  M  un  point 

t  \y        de  cette  branche.de  courbe.  La  tangente  en 

Si  à  cette  ligne  est  évidemment  la  limite 
de  SiM  quand  le  point  M  se  rapproche  indéfiniment  de  Si;  mais  SiM 
est  une  génératrice  du  cône  Si  ;  donc  sa  position  limite  sera  également 
une  génératrice  du  cône  Si.  Si  donc  on  appelle  SiG  la  génératrice 
de  S  qui  passe  par  Si,  les  tangentes  à  l'intersection  au  point  Si  se- 
ront les  génératrices  déterminées  dans  le  cône  Si  par  le  plan  tangent 
à  la  surface  S  le  long  de  SiG. 

Il  suit  de  là  que  le  point  Si  est  un  point  multiple  de  l'intersection 
d'un  ordre  de  multiplicité  égal  au  degré  de  la  surface  Si,  si  cette  sur- 
face est  algébrique. 

Le  raisonnement  subsiste  entièrement  quand  le  point  Si  est  à  l'infini, 
et  même  quand  la  génératrice  SiG  est  elle-même  à  l'infini. 

Dans  le  cas  où  SiG  est  sur  le  cône  Si,  elle  fait  partie  de  l'intersection 
des  deux  surfaces,  et  les  conclusions,  relativement  aux  tangentes, 
s'appliquent  au  reste  de  l'intersection.  Toutefois,  l'ordre  de  multiplicité 
du  point  Sj  sur  le  reste  de  l'intersection  est  diminué  d'une  unité. 

482.  Troisième  cas.  —  Les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent 
en  un  de  leurs  points  communs. 

Quand  deux  surfaces  quelconques  ont  le  même  plan  tangent  en  un 
de  leurs  points  communs,  ce  point  est  un  point  multiple  de  leur 
intersection.  Cette  propriété  des  surfaces  se  démontre  analytiquement 
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quand  les  surfaces  sont  quelconques,.et,  pour  deux  surfaces  coniques 
ou  cylindriques,  on  peut  s'en  rendre  compte  géométriquement  de  la 
manière  suivante  : 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  que  les  surfaces  S  et  Si  soient  deux 
cônes  de  sommets  respectifs  S  et  Sj,  que  les  directrices  respectives  D 
et  Di  soient  deux  courbes  planes  situées  dans  le  même  plan,  et  soit  g 
la  trace  de  la  ligne  des  sommets  sur  ce  plan.  Par  hypothèse  les  deux 
surfaces  ont  le  même  plan  tangent  au  point  M  ;  soit  aÂÂi  la  trace  de 
ce  plan  tangent  commun  sur  le  plan  des  bases,  de  sorte  que  le  plan 
tangent  commun  est  S(7AÂi.  Coupons  les  deux  surfaces  par  un  plan 
SaBBi  voisin  du  plan  tangent  commun .  Nous  obtenons  ainsi  dans  le 
cône  S  un  système  de  génératrices,  dont  deux,  SB  et  SC,  sont  voi- 
sines de  SA;  nous  obtenons  de  même  dans  le  cône  Si  un  système  de 
génératrices,  dont  deux,  SiBi  et  SiC|,  sont  voisines  de  SjAi.  Ces  quatre 
génératrices  fournissent  quatre  points  de  l'intersection  voisins  du 
point  M.  Considérons  alors  les  trois  points  B,  C^  et  P,  comme  mobiles 
respectivement  sur  D,  sur  Di  et  sur  l'intersection  des  deux  cônes. 
Quand  le  point  B  parcourt  l'arc  BAC,  le  point  Ci  parcourt  l'arc  CiAiB, 
et  le  point  P  parcourt  un  arc  PMR  de  l'intersection  passant  par  M.  En 
considérant  de  même  les  trois  points  B,  Bi  et  T,  on  voit  que  si  le 
point  B  parcourt  l'arc  BAC,  le  point  Bi  parcourt  l'arc  BtAiCi,  et  le 
point  T  décrit  un  arc  TMQ  de  l'intersection  passant  par  le  point  M.  Le 
point  M  est  donc  le  point  de  croisement  de  deux  arcs  de  l'intersection, 
c'est-à-dire  qu'il  est  un  point  double  de  cette  intersection. 

La  tangente  en  M  au  premier  de  ces  arcs  est  la  limite  des  posi- 
tions de  la  sécante  PR  quand  le  point  P  et  le  point  R  se  rapprochent 
indéfiniment  du  point  M,  c'est-à-dire  quand  le  plan  S<rB  se  rapproche 
indéfiniment  du  plan  tangent  commun  SaA;  de  même,  la  tangente 
en  M  au  deuxième  arc  est  la  limite  des  positions  de  la  sécante  QT 
<{uand  le  plan  SaB  se  rapproche  indéfiniment  du  plan  SaA.  Or  dans 
le  quadrilatère  PQRTSSi  la  diagonale  SSi  est  divisée  harraoniquement 
par  les  deux  autres,  et  cette  propriété  subsiste  quand  le  quadrilatère 
est  infiniment  petit.  Si  donc  on  appelle  E  et  F  les  points  de  rencontre 
de  SSi  avec  les  tangentes  en  M  à  l'intersection,  les  quatre  points 
S,  Si,  E,  F  forment  une  division  harmonique.  En  joignant  le  point  M 
aux  points  S  et  Si,  on  voit  ainsi  que  les  tangentes  au  point  M  forment 
un  faisceau  harmonique  avec  les  génératrices  des  deux  surfaces  qui 
passent  par  ce  point. 
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Celte  propriété  des  tangentes  en  M  peut  être  utilisée  quelquefois 
pour  la  construction  des  tangentes  en  ce  point,  bien  qu'il  ne  soit  en 
général  pas  possible  d'effectuer  exactement  cette  construction.  Pour 
obtenir  approximativement  l'une  quelconque  de  ces  tangentes,  on  se 
sert  de  ce  qu'on  appelle  une  courbe  d'erreur.  Par  exemple,  si  l'on 
veut  construire  approximativement  la  tangente  en  M  à  l'arc  QMT,  on 


suppose  qu'une  tangente  roule  sur  l'arc  QMT  et,  pour  chacune  de  ses 
positions,  on  détermine  sa  trace  sur  le  plan  des  bases.  Le  lieu  de  cette 
trace  est  une  ligne  L  qui  coupe  en  un  point  I  la  trace  du  plan  tangent 
commun;  la  tangente  en  M  à  l'arc  QMT  est  alors  évidemment  la  droite 
MI.  Pour  avoir  le  point  I,  il  suffit  d'ailleurs  de  construire  le  petit  arc 
de  la  ligne  L  voisin  du  point  I.  On  y  arrive  en  prenant  sur  l'arc  QMT 
quelques  points  de  part  et  d'autre  du  point  M,  et  en  cherchant  les 
traces,  sur  le  plan  des  bases,  des  tangentes  en  ces  points,  ce  que  l'on 
sait  faire  puisque  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  étant  distincts 
du  point  M,  on  sait  construire  les  tangentes  correspondantes.  Les 
traces  une  fois  obtenues,  il  ne  reste  plus  qu'à  les  joindre  par  un  trait 


424 


INTERSECTIONS   DE  SURFACES 


continu  pour  avoir  approximativement  Tare  qui  donne  le  point  I. 
C'est  la  ligne  L  qui  est  la  courbe  d'erreur  de  la  question. 

483.  Définition  des  points  doubles  apparents.  —  Lorsqu'on  projette 

une  courbe  C  d'un  point  0  sur  un 
plan  P,  il  arrivegénéraleraent  qu'il 
existe  des  projetantes  telles  que 
OAA',  qui  rencontrent  la  courbe  C 
en  deux  points  A  et  À'.  La  trace  a 
de  cette  projetante  sur  le  plan  P 
est  alors  la  projection  de  deux 
points  A  et  A'  de  la  courbe  C;  en 
d'autres  termes,  le  point  a  est  un 
point  double  de  la  projection  c  de 
la  courbe  C  ;  on  l'appelle  un  point 
double  apparent.  Si  le  point  0  est 
à  l'infini  dans  une  direction  per- 
pendiculaire au  plan  horizontal, 
on  a  un  point  double  apparent  de 
la  projection  horizontale;  s'il  est  à  l'infini  dans  une  direction  perpen- 
diculaire au  plan  vertical,  on  a  un  point  double  apparent  de  la  pro- 
jection verticale. 

484.  Ligne  des  points  doubles.  —  Il  est  bien  clair  qu'il  serait  utile, 
pour  l'exactitude  du  tracé  de  la  courbe  c,  de  connaître  les  points  dou- 
bles apparents  de  cette  courbe.  Malheureusement  il  n'est  pas  possible, 
en  général,  de  déterminer  exactement  ces  points.  Mais  on  peut,  dans 
certains  cas,  construire  une  ligne  sur  laquelle  ils  se  trouvent  et  qu'on 
appelle  la  ligne  des  points  doubles. 

Bornons-nous  à  examiner  le  cas  où  la  courbe  C  est  l'intersection 
de  deux  quadriques,  et  oii  c  est  la  projection  orthogonale  de  C  sur  le 
plan  P.  Dans  ce  cas,  si  a  estun  point  double  apparent  de  c,  la  perpendi- 
culaire menée  par  ce  point  au  plan  P  est  une  corde  commune  aux  deux 
quadriques  ;  soit  I  le  milieu  de  cette  corde.  Si  l'on  considère,  dans  la 
première  quadrique,  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  perpen- 
diculaires au  plan  P,  le  point  I  est  dans  ce  plan  ;  mais  le  point  I  est 
aussi  dans  le  plan  diamétral  conjugué  des  mêmes  cordes  par  rapport  à  la 
deuxième  quadri({uc  ;  donc  il  est  à  l'intersection  de  cesdeux  plans.  D'ail- 
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leurs,  le  point  I  étant  projeté  en  a  sur  le  plan  P,  on  voit  que  la  projec- 
tion, sur  le  plan  P,  de  ^intersection  des  deux  plans  diamétraux,  passe 
par  le  point  a  et  par  les  points  analogues.  §i  Ton  observe  maintenant 
que  dans  une  quadrique  le  plan  diamétral  qui  correspond  à  une  direc- 
tion de  cordes  n'est  autre  chose  que  le  plan  de  la  courbe  de  contact 
du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  parallèlement  à  cette  direction,  on 
peut  énoncer  les  deux  résultats  qui  suivent  : 

1®  Lés  points  doubles  apparents  de  la  projection  horizontale  de  Vin- 
tersection  de  deux  quadriques  sont  situés  sur  la  projection  horizontale 
de  l'intersection  des  plans  de  contour  apparent  horizontal  des  deux  sur- 
faces :  la  projection  horizontale  de  cette  droite  s'appelle  la  ligne  des 
points  doubles  en  projection  horizontale  ; 

2*  Les  points  doubles  apparents  de  la  projection  verticale  de  l'inter- 
section de  deux  quadriques  sont  situés  sur  la  projection  verticale  de 
IHntersection  des  plans  de  contour  apparent  vertical  des  deux  surfaces  : 
la  projection  verticale  de  cette  intersection  s'appelle  la  ligne  des  points 
doubles  en  projection  verticale. 

485.  Nombre  des  points  doubles  apparents.  —  Il  suit  de  là  qu'une 
quelconque  des  projections  de  Tintersection  de  deux  quadriques  pré- 
sente au  plus  deux  points  doubles  apparents.  Prenons,  par  exemple, 
la  projection  horizontale,  et  soit  8  la  ligne  des  points  doubles  en  pro- 
jection horizontale.  Les  cordes  verticales  communes  aux  deux  quadri- 
ques étant  projetées  sur  8,  sont  situées  dans  le  plan  vertical  mené 
par  8,  et  sont,  par  suite,  deux  cordes  communes  aux  coniques  déter- 
minées par  ce  plan  dans  les  deux  surfaces  ;  mais  il  est  bien  clair  que 
ces  deux  coniques  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  sécantes  communes 
verticales,  et  il  en  résulte  que  le  nombre  des  points  doubles  apparents 
en  projection  horizontale  est  bien  au  plus  égal  à  deux. 

486.  GonstrucUon  des  points  doubles  apparents.  —  On  peut  même, 
dans  certains  cas,  construire  ces  points  doubles  apparents.  Montrons, 
par  exemple,  comment  on  peut  construire  les  points  doubles  appa- 
rents en  projection  horizontale.  Pour  cela,  inxaginons  qu'on  ait  pris 
le  plan  vertical  mené  par  8  comme  plan  vertical  de  projection,  et 
figurons  les  deux  coniques  H  et  E  déterminées  par  ce  plan  dans  les 
deux  surfaces.  Ces  deux  coniques  ont  deux  cordes  communes  AAi  et 
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BBi  verticales,  c'est-à-dire  perpendiculaires  à  8.  Si  on  coupe  les  deux 
coniques  et  le  système  de  ces  deux  cordes  par  une  droite  D  on  obtient, 
d'après  le  théorème  de  Desargues,  trois  couples  de  points  en  involu- 
tion,  dont  les  projections  horizontales  sont  aussi  trois  couples  de 
points  en  involution  :  soient  (a,  6),  (a,  a')  et  (p,  ^')  ces  trois  couples 
de  points  situés  bien  entendu  sur  S  ;  a  et  6  sont  justement  les  points 
doubles  apparents. 
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Avec  une  deuxième  droite  Di  on  obtient  trois  nouveaux  couples  de 
points  en  involution:  ce  sont  (a,  6),  (aj,  a',)  et  (Pi,  pi).  Il  en  résulte  que 
les  points  doubles  apparents,  a  et  6,  sont  les  points  communs  à  ces 
involutions. 

Rappelons  la  construction  classique  de  ces  deux  points.  Pour  cela, 
traçons  un  cercle  quelconque  dans  le  plan  horizontal,  prenons  un 
point  0  sur  ce  cercle,  joignons-le  aux  points  a,  a',  p,  p',  etc.,  et  cons- 
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tniisons  les  pôles  b>  et  toi  des  deux  faisceaux  en  involution  ainsi  obte- 
nus. La  droite  oxoi  coupe  le  cercle  en  deux  points  e  et  o  qui,  joints  au 
point  0,  donnent  les  rayons  Oe  et  Oo  communs  à  ces  deux  faisceaux. 
Les  points  de  rencontre  de  o  avec  ces  deux  rayons  sont  les  points  a  et 
b  demandés. 

Il  est  bien  entendu  que  si  Ton  peut  tracer  les  deux  coniques  H  et  E, 
il  est  inutile  de  recourir  à  ces  involutions.  Dans  le  cas  contraire,  la 
solution  que  nous  venons  de  donner  permet  de  déterminer  les  points 
doubles  apparents  quand  on  sait  trouver  les  points  de  rencontre  des 
deux  droites  D  et  D|  avec  chacune  des  deux  surfaces.  Au  reste,  les 
droites  D  et  Di  sont  assujetties  à  la  seule  condition  d'être  situées  dans 
le  plan  vertical  mené  par  8.  D'après  cela,  quand  on  a  à  construire  l'in- 
tersection de  deux  cônes  du  second  degré,  on  saura  déterminer  la  ligne 
des  points  doubles  en  projection  horizontale  et  en  projection  verticale, 
ainsi  que  les  points  doubles  eux-mêmes,  dans  certains  cas. 

§  IV.  —  Points  à  tinfini  et  asymptotes, 

187.  Points  à  rinfini  dans  l'intersection  de  deux  cônes.  —  En  tout 
point  M  de  Tintersection  de  deux  cônes  viennent  se  croiser  en  général 
deux  génératrices  appartenant  respectivement  aux  deux  surfaces.  Si 
donc  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment,  c'est  que  les  deux  génératrices 
qui  se  croisent  en  ce  point  sont  parallèles.  D'après  cela,  pour  que  l'in- 
tersection de  deux  surfaces  coniques  présente  des  points  à  l'infini,  il 
faut  qu'il  existe  sur  l'une  des  surfaces  des  génératrices  parallèles  à  des 
génératrices  de  l'autre  surface.  A  chaque  couple  de  génératrices  paral- 
lèles appartenant'respectivement  aux  deux  cônes,  correspond  un  point 
à  l'infini  de  l'intersection.  On  obtient  donc  les  directions  des  points  à 
l'infini  de  l'intersection,  quand  il  y  a  des  points  à  l'infini,  en  prenant 
les  génératrices  du  premier  cône  qui  sont  parallèles  à  des  génératrices 
du  second  :  ce  sont  les  directions  de  ces  génératrices  parallèles  qui 
fournissent  les  directions  des  points  à  l'infini,  c'est-à-dire  les  directions 
asymptoliques  de  l'intersection. 

D*ailleurs,  pour  trouver  les  génératrices  du  premier  cône  qui  sont 
parallèles  à  des  génératrices  du  second,  on  transporte  celui-ci  parallè- 
lement à  lui-même  de  manière  à  faire  coïncider  son  sommet  avec 
celui  du  premier  (308).  Les  génératrices  communes  au  premier  cône 
et  au  second  cône  ainsi   transporté,   génératrices   ([u'on  sait  déter- 
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miner  (463),  sont  alors  les  génératrices  du  premier  cône  parallèles  à  des 
génératrices  du  second,  et  donnent  les  directions  des  points  à  l'infini. 
Si  S  est  le  premier  cône,  Si  le  second  et  SA  une  génératrice  com- 
mune au  cône  S  et  au  cône  Si  transporté,  un  point  à  l'infini  de  l'in- 
tersection est  le  point  de  rencontre  à  l'infini  de  SA  et  de  la  parallèle  à 
SA  menée  par  Si,  parallèle.qui  est  bien  entendu  sur  le  cône  Si. 

488.  Asymptotes.  —  Quand  un  point  s'éloigne  indéfiniment  sur  une 
branche  de  courbe,  on  sait  que  la  tangente  en  ce  point  a  pour  limite 
l'asymptote,  à  distance  finie  ou  infinie,  correspondant  à  la  branche  de 
courbe.  D'après  cela,  soient  SA  et  SiAi  deux  génératrices  parallèles 
appartenant  respectivement  aux  deux  cônes.  Il  y  a,  sur  l'intersection, 
un  point  à  l'infini  dans  la  direction  de  ces  deux  droites,  et  l'asymp- 
tote correspondante,  considérée  comme  la  tangente  en  ce  point  à  Tin- 
fini,  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  cônes  suivant  SA 
et  suivant  Si  Ai. 

Il  y  aura  ou  il  n'y  aura  pas  d'asymptote  suivant  que  ces  deux  plans 
tangents  se  couperont  ou  ne  se  couperont  pas. 

489.  Points  &  rinflni  dans  rintersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

—  Pour  qu'un  point  de  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre 
s'éloigne  indéfiniment,  il  faut  :  ou  que  la  génératrice  du  cône  et  la 
génératrice  du  cylindre  qui  passent  par  ce  point  deviennent  paral- 
lèles ;  ou  que  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe  par  ce  point 
s'éloigne  indéfiniment.  Dans  le  premier  cas,  il  y  a  sur  le  cône 
une  génératrice  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  la  direction 
de  cette  génératrice  donne  la  direction  du  point  à  l'infini  de  l'intersec- 
tion. Dans  le  second  cas,  le  cylindre  ayant  une  ou  plusieurs  généra- 
trices à  l'infini  est  à  nappes  infinies.  D'ailleurs,  quand  un  cylindre  a 
des  nappes  infinies,  il  a  des  plans  de  directions  asymptotiques,  et 
les  génératrices  à  Tinfini  sont  les  droites  à  l'infini  dans  ces  plans  ;  de 
sorte  que  si  une  génératrice  du  cône  rencontre  une  génératrice  du 
cylindre  qui  est  à  l'infini  dans  un  plan  P  de  directions  asymptotiques 
de  ce  cylindre,  elle  est  nécessairement  parallèle  au  plan  P.  On  obtien- 
dra donc  les  directions  des  points  à  l'infini  de  cette  espèce,  s'il  y  en  a, 
en  prenant  les  génératrices  du  cône  qui  sont  parallèles  au  plan  P  et 
aux  plans  analogues,  c'est-à-dire  en  prenant  les  génératrices  d'inter- 
section du  cône  avec  les  plans  menés  par  son  sommet  parallèlement 
aux  plans  des  directions  asymptotiques  du  cylindre. 
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En  résumé,  pour  obtenir  les  points  à  Tinlini  de  Tintersection  d'un 
cône  et  d'un  cylindre,  on  mène  par  le  sommet  du  cône  la  parallèle 
aux  génératrices  du  cylindre  et  les  plans  parallèles  aux  plans  des 
directions  asymptotiques  de  ce  cylindre. 

Alors  les  points  à  Tinfini  cherchés  sont  :  1"^  sur  la  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre  menée  par  le  sommet  du  cône,  si  cette  paral- 
lèle est  située  sur  la  surface  du  cône  ;  2®  sur  les  génératrices  d'inter- 
section du  cône  avec  les  plans  parallèles  aux  plans  des  directions 
asymptotiques,  si  ces  plans  coupent  le  cône. 


490.  Asymptotes  dans  rintersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre-  — 

Les  points  à  l'infini  étant  ainsi  obtenus,   il  reste  à  déterminer  les 
asymptotes  correspondantes. 

i®  Supposons  que  la  parallèle  sa  aux  génératrices  du  cylindre, 
menée  par  le  sommet  du  cône,  soit  située  sur  la  surface  du  cône.  Pour 
trouver  Tasymptote  correspondante,  cherchons  les  points  de  rencon- 
tre d'une  génératrice,  «a,  du  cône  avec  le  cylindre.  Coupons,  pour 

cela,  les  deux  surfaces  par  le  plan 
auxiliaire  mené  par  sa  parallèlement 
aux  génératrices  du  cylindre,  et  qui 
est  défini  par  les  deux  droites  sa  et 
SG,  Soit  m  le  point  de  rencontre  de  sa 
avec  l'une  des  génératrices,  6m,  déter- 
minées par  ce  plan  auxiliaire  dans  le 
cylindre  :  le  point  m  est  un  point  de 
l'intersection  des  deux  surfaces,  et  la 
tangente  en  m  à  cette  intersection  est 
l'intersection  du  plan  tangent  au  cône 
suivant  sa  avec  le  plan  tangent  au  cy- 
lindre suivant  bni.  Quand  sa  se  rappro- 
che indéfiniment  de  w,  le  point  m 
s'éloigne  indéfiniment  et  décrit  une 
branche  infinie  dont  l'asymptote  est  la 
limite  de  la  tangente  en  m.  Or  cette 
tangente  est  toujours  située  dans  le  plan  langent  au  cône  suivant  sa  ; 
d'autre  part,  quand  sa  se  rapproche  indéfiniment  de  sj,  le  plan 
tangent  au  cône  suivant  sa  a  pour  limite  le  plan  tangent  à  la  même 
surface  suivant  s<j  ;  donc  les  asymptotes  correspondantes  sont  situées 
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dans  le  plan  tangent  au  cône  suivant  se  II  est  aisé  de  voir  que 
ce  sont  les  génératrices  déterminées  par  ce  plan  dans  le  cylindre. 
Soit  en  effet  bi^  Tune  de  ces  génératrices.  Quand  sa  se  rapproche  in- 
définiment de  5(7,  comme  le  plan  asc  a  pour  limite  le  plan  tangent  au 
cône  suivant  «a,  on  peut  supposer  que  bip  est  la  position  limite  de  bm  ; 
mais  alors  le  plan  tangent  au  cylindre  suivant  bm  a  pour  limite  le  plan 
tangent  à  la  même  surface  suivant  6iP.  Il  en  résulte  que  bfi  estl'inter- 
section  des  deux  plans  tangents  quand  m  est  à  l'infini,  et,  par  consé- 
quent, qu'elle  est  une  asymptote. 

On  peut  rattacher  la  question  que  nous  venons  de  résoudre  à  celle 
de  la  détermination  des  points  multiples  de  l'intersection,  quand  une 
génératrice  de  Tune  des  surfaces  passe  par  le  sommet  de  l'autre  (481). 
Dire  en  effet  que  sa  est  une  génératrice  du  cône  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre,  revient  à  dire  qu'il  existe,  sur  le  cône,  une  généra- 
trice qui  passe  par  le  sommet  (à  Tinfini)  du  cylindre.  Le  point  à  l'in- 
fini dans  la  direction  des  génératrices  du  cylindre  est  donc  un  point 
multiple  à  l'infini  (481)9  et  les  tangentes  aux  branches  infinies  qui 
passent  par  ce  point,  c'est-à-dire  les  asymptotes,  sont  les  génératrices 
déterminées  dans  le  cylindre  par  le  plan  tangent  au  cône  suivant  sa. 

Ces  asymptotes  n'existent  que  si  le  plan  tangent  au  cône  coupe  le 
cylindre.  Quelques-unes,  ou  mêmes  toutes,  peuvent  être  à  l'infini  si  le 
plan  tangent  au  cône  est  parallèle  à  un  plan  de  directions  asymptoti- 
ques  du  cylindre. 

2**  La  théorie  est  plus  simple  si  le  point  est  à  l'infini  sur  une  géné- 
ratrice obtenue  en  coupant  le  cône  par  un  plan  mené  par  son  sommet 
parallèlement  à  un  plan  m  'de  directions  asymptotiques.  La  tangente 
en  ce  point  à  l'infini,  c'est-à-dire  l'asymptote,  est  alors  l'intersection 
du  plan  tangent  au  cône  suivant  cette  génératrice  avec  le  plan  tan- 
cent au  cylindre  suivant  la  génératrice  à  l'infini  dans  le  plan  tst.  Or,  si 
un  cylindre  a  une  génératrice  à  l'infini  dans  un  plan  cv,  le  plan  tan- 
cent suivant  cette  génératrice  est  un  plan  asymptote  parallèle  au  plan  m. 
L'asymptote  cherchée  est  donc  l'intersection  de  ce  plan  asymptote  et 
du  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  considérée.  On  obtient 
d'ailleurs  un  point  de  l'intersection  de  ces  deux  plans  en  coupant  par 
l'un  des  plans  auxiliaires  qui  ont  servi  à  déterminer  les  points  de  l'in- 
tersection du  cône  et  du  cylindre  (469). 

491.  Points  &  Tinllnl  et  asymptotes  dans  lintersection  de  deux 
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cylindres.  —  Appelons  C  et  Ci  les  deux  cylindres  et  écartons  le  cas 
cil  les  génératrices  du  cylindre  G  sont  parallèles  aux  génératrices  du 
cylindre  Ci,  cas  dans  lequel  Tintersection  des  deux  surfaces  est  un 
système  de  génératrices  que  nous  avons  appris  à  déterminer  (468). 
Soient  alors  6  et  61  deux  génératrices  appartenant  respectivement 
aux  deux  surfaces  et  situées  dans  le  même  plan,  de  sorte  qu'elles  se 
coupent  en  un  point  M.  Le  point  M  est  un  point  de  Tintersection  des 

deux  surfaces,  et  il  est  clair  que  tout  point 
de  cette  intersection  peut  être  considéré 
comme  défini  par  la  rencontre  de  deux 
génératrices  telles  que  G  et  Gi,  situées  res- 
pectivement sur  les  deux  surfaces.  Gomme 
ces  deux  génératrices  ne  sant  pas  paral- 
lèles, leur  point  de  rencontre,  M,  ne  peut 
être  à  Tinfini  que  si  Tune  au  moins  de  ces 
deux  génératrices  est  à  l'infini. 
1®  Supposons  qu'une  seule  dç  ces  génératrices,  G|  par  exemple,  soit 
à  l'infini.  Le  point  M  sera  alors  à  l'infini  dans  la  direction  G,  puisque 
le  point  M  est  sur  G.  Il  en  résulte  que,  dans  ce  cas,  l'intersection 
présente  un  point  à  l'infini  dans  la  direction  des  génératrices  du 
cylindre  G.  D'ailleurs  Gi  est  à  l'infini  dans  un  plan  de  directions 
asymptotiques  du  cylindre  Ci  ;  et  comme  elle  renjcontre  G,  le  plan 
des  directions  asymptotiques  qui  contient  Gi  est  parallèle  à  G.  Donc 
le  cas  examiné  ne  peut  se  présenter  que  si  l'un  des  plans  des  direc- 
tions asymptotiques  de  l'un  des  cylindres  est  parallèle  aux  généra- 
trices de  l'autre  cylindre. 

Supposons  donc  qu'un  plan  de  directions  asymptotiques  du 
cylindre  Gi  soit  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  G,  et  appelons 
encore  Gi  la  génératrice  du  cylindre  Gi  qui  est  à  l'infini  dans  ce  plan. 
Comme  nous  venons  de  le  voir,  l'intersection  présente  un  point  à  l'in- 
fini dans  la  direction  des  génératrices  du  cylindre  C,  ce  qui  revient  à 
dire  que  le  sommet  à  l'infini  du  cylindre  C  est  situé  sur  la  surface  du 
cylindre  Ci.  Il  en  résulte  (481)  que  les  tangentes  à  l'intersection  en  ce 
point  à  l'infini,  C'est-à-dire  les  asymptotes  correspondantes,  sont 
nécessairement  des  génératrices  du  cylindre  C.  Ce  sont  donc  les  géné- 
ratrices du  cylindre  C  situées  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  Ci  sui- 
vant la  génératrice  Gi.  Mais  le  plan  tangent  au  cylindre  Ci  suivant  la 
génératrice  Gi  est  un  plan  asymptote;  donc  les  asymptotes  correspon- 
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dant  aux  points  à  Tinlini  de  l'espèce  considérée  sont  les  génératrices 
suivant  lesquelles  les  plans  asymptotes  du  cylindre  Ci  coupent  le 
cylindre  G. 

Il  n'y  a  naturellement  pas  d'asymptotes  correspondantes  si  le  plan 
asymptote  qui  correspond  à  la  génératrice  Gi  est  à  l'infini. 

iP  Supposons  maintenant  que  les  deux  génératrices  G  et  Gi  qui 
donnent  un  point  M  de  l'intersection  soient  à  l'infini.  La  première  est 
à  l'infini  dans  un  plan  de  directions  asymptotiques  par  rapport  au  pre- 
mier cylindre,  et  la  deuxième  est  à  l'infini  dans  un  plan  de  directions 
asymptotiques  par  rapport  au  deuxième  cylindre.  Si  donc  on  appelle  P 
et  Pi  ces  deux  plans,  le  point  M  est  à  l'infini  dans  la  direction  de 
l'intersection  des  deux  plans  P  et  Pi.  Quant  à  l'asymptote  correspon- 
dante, elle  est  évidemment  l'intersection  du  plan  asymptote  au  pre- 
mier cylindre  parallèle  au  plan  P  et  du  plan  asymptote  au  deuxième 
cylindre  parallèle  au  plan  Pi.  Elle  est  à  distance  finie  ou  infinie  sui- 
vant que  les  deux  plans  P  et  Pi  se  coupent  ou  sont  parallèles  ;  mais 
dans  ce  dernier  cas  la  droite  à  l'infini  dans  les  deux  plans  P  et  Pi  est 
une  génératrice  commune  aux  deux  surfaces,  et  le  degré  de  l'intersec- 
tion s'abaisse  d'une  unité., 

§  V.  —  Exemples  d* intersections  de  cônes  et  de  cylindres. 

492.  Nous  avons  donné  plus  haut  (475)  un  exemple  d'intersection  de 
deux  cônes.  Nous  ne  traiterons  donc  ici  que  deux  exemples  relatifs, 
l'un  à  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre,  l'auti'e  à  l'intersection 
de  deux  cylindres. 

493.  Intersection  d'un  cône  et  d*un  cylindre.  —  Proposons-nous  de 
construire  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  de  bout,  de 
sommet  («,  sf),  et  d'un  cylindre  dont  la  base  est  une  hyperbole  équi- 
latère  dans  le  plan  horizontal,  et  dont  les  génératrices  sont  de  front.  La 
base  du  cône  est  une  circonférence  dans  le  plan  vertical  ;  la  base  du 
cylindre  a  pour  centre  le  point  (to,  (0%  et  l'une  de  ses  asymptotes  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre;  enfin,  les  projections  verticales 
des  génératrices  du  cylindre  sont  parallèles  à  w'o',  de  sorte  que  le 
plan  toto'o'  est  l'ui)  des  plans  asymptotiques  du  cylindre.  Gela  posé, 
laissons  de  côté  la  construction  d'un  point  quelconque  de  l'intersec- 
tion, qui  n'offre  rien  de  particulier,  pas  plus  que  celle  de  la  tangente 
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en  ce  point,  et  montrons  comment  on  peut  déterminer  successive- 
ment :  1»  les  points  sur  les  génératrices  limites  du  cylindre  ;  i9  les 
points  sur  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cône  ; 
3®  les  points  à  l'infini  et  les  asymptotes. 

Points  sur  les  génératrices  limites,  —  Pour  trouver  les  génératrices 
limites  sur  le  cylindre,  il  faut  mener  au  cône  les  plans  tangents  paral- 
lèles aux  génératrices  du  cylindre.  Soit  (*<!,  sfo')  la  parallèle  aux  géné- 
ratrices du  cylindre  menée  par  le  sommet  du  cône.  Les  traces  verti- 
cales des  plans  tangents  cherchés  sont  les  tangentes  ac'  et  ^Ci  menées 
à  la  base  du  cône  parallèlement  à  s'o'l  et  les  traces  horizontales  pas- 
sent par  <j  ;  il  en  résulte  que  les  plans  cherchés  sont  aat/  et  n^[.  L'un 
de  ces  plans,  aac'  par  exemple,  coupe  le  cylindre  suivant  deux  généra- 
trices projetées  horizontalement  en  bm  et  en  an.  Ces  génératrices 
rencontrent  la  génératrice  («c,  s^c^  du  cône  aux  points  (w,  m')  et 
(«,  n%  qui  sont  deux  des  points  situés  sur  les  génératrices  limites.  On 
détermine  d'une  manière  analogue  les  autres  points  (/),/?')  et  (?,  gO- 
En  chacun  de  ces  points  la  tangente  à  l'intersection  est  confondue  avec 
la  génératrice  correspondante  du  cylindre  ;  par  conséquent,  en  projec- 
tion horizontale,  les  tangentes  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  et 
elles  sont  perpendiculaires  à  sfcf  en  projection  verticale. 

D'ailleurs,  il  est  visible  que  s^d  est  un  axe  de  la  projection  verticale; 
car  le  plan  de  bout  mené  par  s'a'  est  un  plan  de  symétrie  pour  le  cône 
et  pour  le  cylindre.  Au  reste,  chaque  génératrice  du  cylindre  ren- 
contre le  cône  en  deux  points  dont  les  projections  verticales  sont 
symétriques  par  rapport  à  s'd^  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer  en 
coupant  le  cône  par  le  plan  de  front  qui  contient  la  génératrice  consi- 
dérée du  cylindre. 

Points  sur  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cône. 
—  Cherchons  les  points  situés  sur  la  génératrice  (sA,  sfh').  Pour  cela, 
coupons  le  cylindre  par  le  plan  <r^h'  qui  contient  cette  génératrice.  En 
opérant  comme  pour  le  plan  aat/,  on  obtient  ainsi  les  points  (r,  r^) 
et  (^  0-  On  détermine  d^une  manière  analogue  les  points  (p,  p'j  et 
(6,  6')  situés  sur  la  génératrice  («Ai,  s' Ai). 

Points  à  Vinfini  et  asymptotes.  —  Si  Ton  mène  par  le  sommet  du 
cône  les  plans  parallèles  aux  plans  de  directions  asymptotiques  du 
cylindre,  un  seul  de  ces  deux  plans  coupe  le  cône.  Ce  plan  œ/s'  couple 
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le  cône  suivant  deux  génératrices  {sg^  s'g^  et  {sk^  s!h!)^  qui  définissent 
les  directions  asymptotiques  de  Tintersection. 

Pour  avoir  les  asymptotes  correspondantes,  il  faut  construire  les 
droites  d'intersection  du  plan  asymptotique  correspondant,  c'est-à-dire 
du  plan  oMo'o'  et  des  plans  tangents  au  cône  suivant  les  génératrices 
qui  donnent  les  points  à  l'infini.  Ces  asymptotes  étant  situées  dans  le 
même  plan  de  bout  ont  la  même  projection  verticale  ^'k^g'i  ;  elles 
sont  projetées  horizontalement  suivant  les  parallèles  k  sg  Qik  sk 
menées  respectivement  par  les  points  gi  et  Ai. 

Ponctuation,  —  Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  le  cône 
entaillé  par  le  cylindre  en  enlevant  du  cône  les  régions  voisines  du 
sommet,  et  on  a  limité  le  cône  au  plan  vertical  de  projection  et  au 
plan  de  front  ffi. 

494.  Intersection  de  deux  cylindres  à  bases  circulaires  et  à  généra- 
tri  ces  de  front. —  Supposons  que  les  bases  des  deux  cylindres  soient 
dans  le  plan  horizontal,  et  soient  (o,  o')  le  centre  de  la  base  du 
premier,  (oi,  o[)  le  centre  de  la  base  du  second.  Les  génératrices  étant 
de  front,  soient  o'u>'  et  ojw'  les  directions  des  projections  verticales 
respectives  des  génératrices,  les  projections  horizontales  étant  parallèles 
à  la  ligne  du  terre.  Cela  posé,  cherchons  comme  d'habitude  :  l^  les 
points  sur  les  génératrices  limites  ;  2^  un  point  quelconque  et  la  tan- 
gente en  ce  point;  3°  les  points  sur  les  contours  apparents. 

Points  sur  les  génératrices  limites.  —  On  reconnaît  au  simple  exa- 
men qu'il  n'y  a  de  génératrices  limites  que  sur  le  grand  cylindre  (o,  o'), 
parce  que  les  deux  plans  limites  sont  limites  pour  le  petit  cylindre 
(oi,  oi).  Il  en  résulte  qu'il  y  a  pénétration  du  grand  cylindre  par  le 
petit.  On  obtient  d'ailleurs  les  génératrices  limites  en  menant  au  cylin- 
dre (Oi,  o'i)  les  plans  tangents  de  front,  ce  qui  fournit  les  points  (e,  e^  ; 
(^i»^i);  ifif^'y  (fu  f[)  situés  en  même  temps  sur  les  génératrices 
limites  du  cylindre  (o,  o')  et  sur  les  génératrices  de  contour  apparent 
horizontal  du  cylindre  (o,,  o/). 

Détermination  (Tun  point  et  de  la  tangente  en  ce  point,  —  Cherchons 
Tun  des  points  de  rencontre  du  cylindre  (oi,  ol)  avec  la  génératrice 
du  cylindre  (o,  o'),  qui  passe  par  le  point  (A,  h').  En  coupant  par 
le  plan  de  front  AA,,  nous  obtenons  une  génératrice  (AiWi,  hlm')  dans 
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le  premier  cylindre  et  une  génératrice  (Am,  h'm')  dans  le  second,  ce 
qui  fournit  le  point  (m,  m!)  de  l'intersection. 

Pour  avoir  la  tangente  en  ce  point,  on  a  coupé  les  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  par  le  plan  de  front  A/,  ce  qui  a  fourni  deux  droites 
projetées  verticalement  en  Vp'  et  en  Vff;  la  tangente  au  point  (m,  m') 
est  donc  (mp,  m'j>'). 

Points  sur  les  contours  apparents.  —  Il  n'y  a  pas  de  points  sur  le 
contour  apparent  horizontal  du  cylindre  (o,  o%  et  on  a  déterminé  plus 
haut  ceux  qui  sont  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cylin- 


dre (oi,  Oi).  Pour  avoir  les  points  situés  sur  les  génératrices  de  contour 
apparent  vertical,  il  suffit  d'observer  que  toutes  ces  génératrices  sont 
situées  dans  le  plan  de  front  mené  par  ooi.  En  coupant  parce  plan  de 
front,  on  obtient  ainsi  les  points  (a,  a'),  (6,  6'),  (c,  c'),  (rf,  d'), 

La  construction  ordinaire  de  la  tangente  à  la  projection  verticale 
est  en  défaut  pour  ces  points  ;  mais  si  l'on  considère  la  tangente  en  un 
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point  de  l'intersection  comme  la  perpendiculaire  menée  par  ce  point 
au  plan  des  deux  normales,  il  est  aisé  de  donner  une  construction 
convenant  aux  points  (a,  a%  (^,  b')^  (c,  c'j,  (d,  d').  On  observe, 
pour  cela,  que  si  un  cercle  est  tracé  sur  une  surface,  la  normale  à  la 
surface  en  un  point  de  la  circonférence  de  ce  cercle  rencontre  Taxe  du 
cercle,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  menée  par  son 
centre.  Dans  le  cas  jactuel,  par  chaque  point  de  l'intersection  il 
passe  un  cercle  tracé  sur  le  premier  cylindre  et  un  cercle  tracé 
sur  le  second.  Ces  deux  cercles  sont  horizontaux  et  leur  axes  sont 
des  verticales  situées  dans  le  même  plan  de  front  ;  de  sorte  que  la 
droite  qui  joint  les  points  où  ces  axes  sont  rencontrés  par  les  nor- 
males aux  deux  surfaces  au  point  considéré  est  une  ligne  de  front 
(iu  plan  des  deux  normales.  Cherchons,  d'après  cela,  la  tangente 
en  d'  à  la  projection  verticale  de  Tintersection.  A  cet  effet,  observons 
cjne  les  normales  en  (d,  d')  aux  deux  surfaces  rencontrent  les  axes  des 
cercles  correspondants  en  des  points  qui  sont  projetés  verticalement 
en  s'  et  en  </;  il  en  résulte  que  sfa^  est  la  limite  de  la  projection 
verticale  d'une  ligne  de  front  du  plan  des  normales,  quand  le  point  se 
rapproche  indéfiniment  de  (rf,  (f).  Par  conséquent,  la  tangente  en  d' 
à  la  projection  verticale  de  l'intersection  est  la  perpendiculaire  à  sW 
menée  par  cf. 

Nature  de  la  projection  verticale,  —  Le  plan  de  front  mené  par  oOi 
est  un  plan  de  symétrie  pour  les  deux  cylindres  qui  sont  du  second 
degré  ;  la  projection  verticale  de  l'intersection  est  donc  une  conique. 
11  est  aisé  de  voir  que  c'est  une  hyperbole,  ou,  pour  mieux  dire,  un  sys- 
tème de  deux  arcs  d'hyperbole. 

Coupons  en  effet  les  deux  surfaces  par  un  plan  horizontal  quel- 
conque ;  les  sections  sont  deux  cercles  dont  les  quatre  points  de  ren- 
contre sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  plan  de  front  ooi. 
Deux  de  ces  points  sont  à  l'iniini,  et  leur  projection  verticale  est  le  point 
à  l'infini  sur  la  trace  verticale  du  plan  horizontal  qui  les  a  fournis  ;  il 
en  résulte  que  cette  droite  est  une  direction  asymptotique  de  la  pro- 
jection verticale.  Mais  quand  le  plan  horizontal  se  déplace  et  passe  par 
le  point  ci',  intersection  des  projections  verticales  des  axes  des  deux 
cylindres,  les  deux  cercles  obtenus  sont  concentriques  ;  leurs  points 
de  rencontre  sont  donc  tous  à  l'infini,  et  il  n'y  a  plus  aucun  point  de 
l'intersection  à  distance  finie  projeté  verticalement  sur  la  trace  ver- 
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ticale  du  plan.  Il  en  résulte  que  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée 

par  (j}  est  une  asymptote  de  la  projection  verti- 
cale de  Tintersection  ;  donc  cette  projection 
verticale  est  une  portion  d'hyperbole,  dont  la 
deuxième  asymptote  se  détermine  du  reste  sans 
aucune  difficulté. 

Ponctuation.  —  Pour  faire  la  ponctuation,  on 
a  représenté  le  cylindre  (o,  o')  troué  par  le  cylin- 
dre (oj,  Oi),  en  enlevant  du  premier  cylindre  ce 
qui  est  à  Tintérieur  du  second,  et  du  second  ce 
qui  est  extérieur  au  premier. 
.  On  a  représenté,  d'autre  part,  dans  une 
deuxième  figure,  le  solide  commun  aux  deux 
corps.  Les  règles  de  la  ponctuation  ne  diffèrent 
pas,  d'ailleurs,  de  celles  qui  ont  été  données  pour 
les  polyèdres. 
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i.  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  une  ellipse 
située  dans  le  pian  de  deux  droites  données.  Construire  les  tangentes  aux 
points  de  rencontre  des  deux  courbes  d'intersection. 

2.  Deux  cônes  du  second  degré  ont  leurs  bases  données  dans  le  deuxième 
plan  bissecteur,  et  leurs  sommets  respectifs  sont  deux  points  donnés  (s,  s'} 
et  (9,  9).  La  droite  (fa,  s'a)  étant  une  génératrice  du  premier  cône,  cons- 
truire l'intersection  des  deux  surfaces. 

« 

3.  Un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  horizontales  a  pour  base  un 
cercle  situé  dans  le  plan  vertical.  Construire  Tintersection  de  ce  cylindre 
et  d'un  cône  circulaire  droit. 

4.  On  donne  deux  cercles  égaux  situés,  Tun  dans  le  plan  horizontal, 
Tautre  dans  le  plan  vertical.  Construire  Tintersection  de  deux  cônes  ayant 
pour  bases  respectives  ces  deux  cercles  et  tels  que  «hacun  d'eux  ait  son 
sommet  au  centre  de  la  base  de  Tautre. 


5.  On  donne  deux  cercles  0  et  Oi  situés  dans  le  plan  horizontal  et  une 
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droite  (as,  a! s')  dont  la  trace  horizontale  (a,  a')  est  l'un  des  points  com- 
mans  aux  deux  cercles.  Construire  Tintersection  du  cône  de  base  0  et  de 
sommet  (5,  s')  avec  le  cylindre  de  base  Oi  et  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  la  droite  [as^  a! s'). 

6.  Chercher  s'il  existe  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
à  axe  vertical,  des  génératrices  inclinées  à  45®  sur  le  plan  vertical. 

7.  Une  ellipse  du  plan  horizontal  a  son  grand  axe  de  front.  Cette  ellipse 
est  la  section  droite  d'un  cylindre.  On  considère  la  droite  de  front  incli- 
née à  45<*  sur  le  plan  horizontal  et  rencontrant  l'ellipse  au  sommet  de 
gauche.  Cette  droite  est  Taxe  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  donné 
et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à  45®.  Intersection  des  deux 
surfaces;  branches  infinies. 

8.  On  coupe  un  cône  quelconque,  détini  par  sa  base  dans  le  plan  hori- 
zontal et  par  son  sommet,  par  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical. 
Dans  quel  cas  l'intersection  présente-t-elle  des  branches  infinies? 

9.  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite  de  bout 
sur  laquelle  on  prend  un  point.  On  considère  ce  point  comme  sommet 
d'un  cône  de  révolution  à  axe  de  bout  tangent  au  premier.  Construire  ce 
cône  et  l'intersection  des  deux  surfaces. 

10.  On  donne  deux  points  dans  un  plan  de  profil  et  une  ellipse  située 
dans  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Cette  ellipse  est  la  base  com- 
mune de  deux  cônes  ayant  pour  sommets  respectifs  les  deux  points  don- 
nés. Intersection  des  deux  surfaces. 

il.  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  défini 
par  deux  droites  qui  se  coupent,  et  on  prend  la  section  comme  base  d'un 
cône  de  sommet  donné.  Construire  l'intersection  des  deux  surfaces  et  indi- 
quer les  particularités  qu'elle  présente  aux  points  de  rencontre  des  deux 
coniques  d'intersection. 

12.  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  C  du  plan  horizontal  et  pour  sommet 
un  point  donné.  On  construit  le  cône  supplémentaire  de  même  sommet 
et  l*on  demande  de  trouver  l'intersection  de  ce  nouveau  cône  avec  le 
cylindre  droit  ayant  pour  base  le  cercle   C. 

13.  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  et  pour 
sommet  un  point  S.  Construire  l'intersection  de  ce  cône  et  du  cône  sup- 
plémentaire ayant  pour  sommet  un  point  Si. 
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14.  Une  droite  est  déûnie  par  sa  projection  horizontale,  sa  trace  hori- 
zontale et  son  angle  ayec  le  plan  horizontal.  On  donne,  d'antre  part,  la 
trace  horizontale  et  rinclinaison  d*na  plan  snr  le  plan  horizontal.  Mener 
par  on  point  donné  une  droite  faisant  des  an^es  donnés  avec  la  droite  et 
avec  le  plan  donnés. 

15.  Une  parahole  sitaée  dans  le  plan  horizontal  est  la  base  commune 
à  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  projetés  horizontalement  snr  la  para- 
bole. Construire  llntersection  de  ces  deux  cônes. 


16.  On  donne  deox  coniques  situées  dans  le  plan  horizontal  et  tangentes 
en  un  point  (a,  a).  Ce  point  est  la  trace  horizontale  d'une  droite  sur 
laquelle  on  prend  deux  points  {s,  /)  et  (?,  s),  sommets  de  deux  cônes 
ayant  pour  bases  respectives  les  deux  coniques,  intersection  des  deux  sur- 
faces; point  où  intersection  rencontre  la  génératrice  de  contact;  branches 
infinies. 


17.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  située  à  des  distances  données 
de  deux  points  donnés. 


18.  SouDK  COMMUN  A  u!f  CÔNE  ET  A  UN  CYLINDRE.  —  Cadre  :  27''"  sur42<'"'. 
—  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du  cadre  et  au  milieu. 

xo'  =  8«»,8,     oo'  =  l»",     oa  =  4«",     tg  a  =  —»     <?*  =  6*». 

&Gi  tangente  parallèle  kG  ;  b  est  le  point  de  contact,  c  est  le  milieu  de  o6, 

cK  est  parallèle  à  G.    c<2  =  0«",6. 
Un  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan 

—^ ^7^~  horizontal  le  cercle  o'  et  ses  génératrices 

cf//  sont  parallèles  à  (0,0)  (l'angle  de  G  et 

/   /  de  G'  est  droit  sur  l'épure). 

/  /  Un  cône  a  son  sommet  (s,  s')  sur  la  gé- 

/  /f'  nératrice  ^Gi  de  contour  apparent  horizon- 

tal du  cylindre  et  pour  base  une  ellipse 
"y  située  dans  le  plan  horizontal.  Cette  eltipse 

^ryii    I  passe  au  point  6,  son  grand  axe  est  cK,un 

f^    p^  ^>if^  de  ses  sommets  est  en  d  et  la  longueur  2a 

\      c^^  ^j^^  ^^-^G-  ^^  grand  axe  est  18«". 

\-      ^^^^  ^^^   "^  On  demande  de  représenter  le   solide 

^^  commun  au  cône  et  au  cylindre,   limité 

au  plan  horizontal  et  à  un  plan  H  de  cote 
15*^». 
On  prolongera  les  courbes  à  l'encre  rouge  jusqu'au  cadre.  Y-a-t-il  des 
asymptotes  ?  (R.  Malloizel.) 


/  / 
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19.  Cadre  :  27«"  sur42«™.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 

cadre  et  au  milieu. 

Un  cône  de  révolution  a  pour  base  dans 
le  plan  horizontal  la  circonférence  (o,  o') 
de  9*"  de  rayon  ; 

oo'  =  11«",     xo'  =  oV>    oV  =  IS*"». 

Un  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan 
horizontal  une  circonférence  passant  au 
point  0  et  dont  le  centre,  a,  situé  sur  la 
ligne  oa^  faisant  45<*  avec  œy^  est  à  une 
distance  de  o  égale  à  S**'",». 

Les  génératrices  du  cylindre  sont  paral- 
lèles à  la  droite  (G,  G')  ;  G'  fait  57°  avec 
xy,    G  fait  45°. 

On  demande  :  1<*  les  projections  de  Tin- 
tersection  du  cône  et  du  cylindre  ;  2«  de 
représenter  le  cône  entaillé  par  le  cylindre  et  limité  au  plan  horizontal. 

(R.  Malloizel.) 


/ 


/r.  ^^_.. 


20.  Cadre  :  2'7<'™  sur  45^™.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du. 
cadre  et  à  4^1^,5  au-dessus  du  milieu  de  la  feuille. 


Lem 


fl«o  =  loy,        wo'  =  ô*",        0*0  =  16*™, 5,        rayon  od  =  6*   , 

coc'  =  7"»,        c'c  =  17"",        rayon  cf  =  o«°,5,        wa  =  12"™,5. 

Un  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  le  cercle  od  ;  la  projec- 
tion horizontale  d'une  génératrice  de  con- 
tour apparent  horizontal  est  la  droite  boLy 
la  projection  verticale  de  cette  génératrice 
est  parallèle  à  G'  qui  fait  un  angle  de  45^ 
avec  asy. 

Un  autre  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan 
horizontal  la  circonférence  cf.  On  obtiendra 
une  génératrice  de  contour  apparentdelafa- 
çon  suivante  :  on  mèneTautre  génératrice  dk 
de  contour  apparent  horizontal  du  premier 
cylindre,  par  le  point  d  on  mène  une  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre  qui  coupe  la  cir- 
conférence  cf  au  point  f.  Cette  tangente 
est  la  projection  horizontale  d*une  géné- 
ratrice de  contour  apparent  du  deuxième  cylindre.  Cette  génératrice 
coupe  dk  dans  Tespace  en  un  point  qui  se  projette  horizontalement  en  k. 
On  demande  de  représenter  le  premier  cylindre  entaillé  parle  second.  Le 
premier  cylindre  sera  limité  aux  deux  plans  de  projection. 

On  déterminera  donc  la  trace  verticale  du  premier  cylindre,  qui  est  une 
ellipse  dont  on  trouve  facilement  le?  axes.  (R.  Malloizel.) 
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21.  Cadre  :  27^'^  sar  42«<°.   --  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  de 

la  feuille  et  au  milieu. 

Un  cône  a  pour  base  dans  le  plan  verti- 
cal une  circonférence  tangente  à  la  ligne 
de  terre  en  un  point  o  tel  que  oy  =  l^^fi^ 
son  rayon  est  de  6^°^,5.  Le  sommet  du 
cône  [s,  s')  est  ainsi  défini  : 

off  =  13«",    w'  =  13"",    <xs  =  IS»». 
Par  le  point  (5,  s')  on  mène  une  droite 
de   front   (sh,  s'h')  telle  que    <jh'  =  6«* . 
Par  cette  droite  on  mène   le    plan  /izP' 
tangent  au  cône,   puis  on  trace  une  cir- 
conférence (i>  de  rayon  4«™,5  tangente  à  la 
trace  ah  et  dont  le  centre  est  à  7®"^  de  xy. 
Cette  circonférence,    située  dans  le  plan 
horizontal,  est  la  base  d*un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  {sh^  s'h'),  La  hauteur  du  cylindre  est  \1^^, 
On  demande  :  i^  les  projections  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du 
cylindre  ;  2°  de  représenter  le  cylindre  entaillé  par  le  cône. 

(R.  Malloizbl.) 

22.  Cadre  27«»  sur42«"».  —  a^  est  le  grand  axe  de  la  feuille. 

Un  tétraèdre  régulier  repose  par  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizontal  ; 

BC  est  parallèle  au  petit  côté  du  cadre  et  à  4<"^  du 
bord  inférieur.  B^  =  yG  ;  BC  =  2o«°».  On  consi- 
dère : 

1°  Le  cône  ayant  pour  base  le  cercle  inscrit  dans 
SAC  et  pour  sommet  B  ; 

2°  Le  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  inscrit  dans 
SBC,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  A-^i  hau- 
teur de  ABC. 

Trouver  la  projection  de  Tintersection  du  cône  et  du 
cylindre  et  représenter  la  partie  du  tétraèdre  supposé 
plein,  extérieure  au  cône  et  au  cylindre.  (R.  Malloizel.) 


23.  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  donné  dans  le  plan  horizontal  et 
pour  sommet  un  point  donné  S.  On  transporte  ce  cône  parallèlement  à 
lui-même  de  manière  à  amener  son  sommet  en  un  autre  point  £.  Cons- 
truire rintersection  des  deux  cônes  S  et  S. 

Ces  deux  cônes  ont  une  courbe  plane  commune  à  rinûni  ;  ils  ont  donc  une 
seconde  courbe  plane  commune.  Les  plans  des  deux  courbes  communes  forment 
un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  passant  par  leur  intersection  et  par  les 
sommets  respectifs  des  deux  cônes.  11  en  résulte  que  le  plan  de  la  deuxième 
courbe  commune  passe  par  le  milieu  de  la  ligne  S!il.  D'ailleurs  les  deux  cônes  ont 
deux  plans  tingents  communs,  et  le  plan  de  la  deuxième  courbe  est  parallèle  aux 
génératrices  de  contact,  ce  qui  achève  de  le  définir. 
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24.  iotersection  d'un  cône  droit  de  révolulion  (5,  ^)  avec  un  cylindre 
oblique  à  base  circulaire  (0,  0')  (fig.  1  ci-dessous). 

{Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne,  concours  supplémentaire,  1888.) 


Fig.  \ 


25.  Intersection  d'un  cylindre  droit  de  révolution  (aô,  a'b")  avec  un 
cylindre  oblique  à  directrice  circulaire  horizontale  {mn,  m*n')  dont  le  centre 
<o,o')  de  la  directrice  est  situé  sur  Taxe  du  cylindre  droit  (fig,  2  ci-dessus). 

[Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne,  concours  principal,  1888.) 


26 


Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  doht  Taxe  Â  est  perpendi- 
culaire au  plan  vertical,  avec  un  cône  de 
révolution  dont  Taxe  est  perpendiculaire 
au  plan  horizontal,  une  génératrice  du 
cylindre  passant  par  le  sommet  du  cône 
et  Taxe  du  cylindre  étant  situé  au-dessous 
•  de  ce  sommet.  —  Développer  les  deux 
surfaces  jusqu'à  la  courbe  d'intersection. 
On  mènera  la  tangente  en  un  point  de 
l'intersection  et  la  tangente  au  même 
point  dans  le  développement. 

(Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne, 
concours  de  1892.) 


27.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre.  —  Cône  droit  de  révolution. 
Cylindre  oblique  à  base  circulaire.  Les  deux  axes  sont  dans  le  même  plan 
de  front. 

Représenter  à  part  le  solide  commun.  (Génératrices  équidistantes  sur  les 
deux  surfaces.)  Développement. 

(Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne,  concours  de  1896.) 

28.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre.  —  A.  Le  cône  est  de  révolu- 
tion. Son  sommet  est  projeté  horizontalement  en  S  et  est  situé  à  200»» 
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au-dessus  du  plan  horizontal.   L'axe  du  cône  est  projeté  horizontalement 

suivant  la  droit  eSO.  Le  point  0 
en  est  la  trace  horizontale.  Le 
demi-angle  au  sommet  du  cône 
est  de  i5<>  (soit  1/6  d'angle  droit). 
On  demande  :  4*  de  détermi- 
ner, d'après  ces  données,  Tel- 
lipse  base  du  cône  sur  le  plan 
horizontal. 

B   Le  cylindre  est  oblique  ;  sa 
base  sur  le  plan  horizontal  est 
un  cercle  dont  le  centre  est  le 
point   C,   et  dont  le  diamètre   est  de  115™°^. 

Ses  génératrices  sont  inclinées  à  iS**  sur  le  plan  horizontal  et  en  projec- 
tion horizontale,  elles  sont  perpendiculaires  sur  la  projection  horizontale 
de  Taxe  du  cône. 

On  demande  :  2^  de  déterminer  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre,  et 
de  représenter  en  projection  horizontale  seulement  (une  projection  verti- 
cale serait  inutile)  le  cône  entaillé  par  le  cylindre  ;  on  suppose,  par  con- 
séquent, le  cylindre  enlevé. 

{Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  i884.) 


I 


S 


.'^N 


^ 


29.  i"*  Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  le  point  donné  en  S  par  sa 
projection  horizontale.  La  cote  de  hauteur  du  point  S  de  l'espace  est  de 

L'ellipse,  base  du  cône  sur  le  plan  horizontal,  a  pour  grand  axe  la 

droite  ah,  limitée  aux  points  a  et  h. 
On  devra  déterminer  le  petit  axe 
de  l'ellipse  par  la  condition  que  le 
cône  est  de  révolution. 

%^  Un  cylindre  oblique  a  pour 
base,  sur  le  plan  horizontal;  le  cer- 
cle de  centre  0  (rayon  =  65™"»). 
Les  génératrices  ont,  en  projection 
horizontale,  la  direction  SL.  Dans 
l'espace  elles  sont  déterminées  par 
la  condition  que  le  cylindre  et  le 
cône  ont  un  plan  tangent  commun  dont  la  trace  horizontale  est  indiquée 
approximativement  en  mn  sur  le  croquis  ci-contre. 

On  demande  do  déterminer  Tin  tersection  des  deux  surfaces  et  de  flgurer, 
en  projection  horizontale  seulement,  Tentaille  faite  par  le  cylindre  dans  le 
cône. 
Le  cylindre  sera  donc  supposé  enlevé. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  i885.) 


w4-^ 
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30.  lfiTBRSECTio!«  DE  TROIS  SOLIDES  (Tétraèdre,  cAne  et  cylindre).  —  Un 
tétraèdre  régulier,  de  220"^°^  de  côté,  repose  par  sa  base  ABC  sur  le  plan 
horizontal. 

Soit  S  le  sommet,  lequel  n*est  pas  sur  le  plan  horizontal. 

1<>  Un  cylindre  a  pour  directrice  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  SÂB  de 
Tespace.  Ses  génératrices  sont  parallèles  au  côté  horizontal  ÂG. 

2*  Un  cône  a  pour  sommet  le  point  B  ;  sa  directrice  est  une  hyperbole 
tracée  dans  le  plan  du  triangle  SAC,  ayant  pour  asymptotes  les  deux  droites 
SA  et  AG  et  Tun  de  ses  sommets,  réels>  dans  Tintérieur  du  triangle.  Son 
demi-axe  transyerse  possède  dans  Tespace  une  longueur  de  70"^°^.  On 
demande  de  déterminer  les  intersections  des  trois  solides  en  présence 
tétraèdre,  cylindre  et  cône)  et  de  figurer,  en  projection  horizontale  seule- 
ment, le  tétraèdre  duquel  auront  été  enlevées  les  parties  appartenant  aux 
deux  autres  solides. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  1887.) 


31.  Le  croquis  ci-contre  fait  connaître  au  tiers  de  la  grandeur  de  Tépure 

à  exécuter,  les  données  du  problème. 

(a)  Le  cylindre  a  son  axe  vertical  :  o  est  le 
pied  de  cet  axe  ;  o'o"  en  est  la  projection 
verticale  ;  le  rayon  de  base  est  R. 

{b)  Le  cône  a  pour  sommet  le  point  (s^  s')  et 
son  axe  est  la  droite  {sx,  s'œ')  ;  on  remarquera 
que  cet  axe  ne  rencontre  pas  celui  du  cy- 
lindre . 

En  projection  horizontale,  une  des  deux 
génératrices  de  contour  apparent,  sa^  du  cône 
est  tangente  au  cylindre  ;  cette  condition 
suffit  donc  à  déterminer  le  cône  qui,  d*ail- 
leurs,  est  de  révolution. 

On  demande  de  déterminer  Tentaille  faite 
par  le  cône  dans  le  cylindre,  c'est-à-dire  : 
1»  de  chercher  Tinlersection  des  deux  surfaces  ; 
2^  de  représenter  ensuite  le  cylindre  seul,  en  supposant  le  cône  enlevé. 

Nota,  —  Pour  trouver  des  génératrices  du  cône,  on  pourra  déterminer  une 
sphère  inscrite  dans  ce  cône  et  par  le  sommet  [s,  s')  mener  des  droites  tangentes  à 
cette  sphère.  C'est  une  méthode  ;  mais  on  peut  en  employer  d'autres. 

{Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  1891,) 


Jtô^. 


32.  Intersection  d'un  cône  ff  d*un  cylindre.  —  On  prendra  pour  ligne  de 
terre  le  petit  axe  de  la  feuille.  Le  cône  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal 
une  parabole  ayant  pour  sommet  le  point  a  (a?  =  —  4»",  y  =  8«"),  pour 
foyer  le  point  ^  (a:  =  — 3«™,  y  =  8«").  Le  sommet  du  cône  est  le  point 
(5,  $')  {af=z^  4«",    y  =  8»»,    z  =  4««»). 

Le  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  autre  parabole  de 
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sommet  a{ic  =z  1""»,  y  =  10«")  et  pour  foyer  le  point  /*  (a?  =  0,  y  =  10*")  ; 
la  génératrice  issue  du  sommet  a    passe   par  le  point  b  {x  =z  —  4"», 

Représenter  le  solide  commun  au  cône  et  au  cylindre  en  supposant  les 
plans  de  projection  transparents. 

Indiquer  à  Tencre  la  construction  pour  obtenir  un  point,  la  tangente  en 
ce  point,  et  tous  les  points  remarquables. 

(Ecole  normale,  concours  de  i89î.) 


CHAPITRE  H 


INTERSECTION  D  UN  CONE  OU  D'UN  CTLINDRE 
AVEC  UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION 


§  I.  —  Surface  de  révolution  et  cône. 

495.  Déterminatioii  d'un  point  de  Tinter  section.  —  Il  y  a  deux  cas  à 
examiner  suivant  que  le  sommet  du  cône  est  sur  Taxe  ou  n'est  pas 
sur  Taxe. 

Dans  le  premier  cas,  nous  supjyoserons  que  Von  connaisse  la  méri- 
dienne de  la  surface.  On  obtient  alors  un  point  quelconque  de  Tinter- 
section  en  déterminant  l'un  des  points  de  rencontre  d'une  génératrice 
du  cône  avec  la  surface  de  révolution.  Ce  problème  a  été  résolu  au 
n^  278. 

Dans  le  second  cas,  nous  supposerons  que  la  directrice  du  cône  est  une 
courbe  plane  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe.  On  peut  du 
reste  toujours  se  ramener  à  ce  cas  en  construisant  d'abord,  s'il  y  a 
lieu,  la  section  faite  dans  le  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
de  la  surface  de  révolution.  Pour  obtenir  alors  un  point  de  l'intersec- 
tion, on  détermine  l'un  des  points  de  rencontre  du  cône  avec  un 
parallèle  de  la  surface.  A  cet  effet  on  considère  le  cône  auxiliaire  qui  a 
pour  base  ce  parallèle  et  pour  sommet  celui  du  cône  donné.  Ces  deux 
cônes  ont  des  génératrices  communes  qu'on  détermine  en  les  coupant 
tous  les  deux  par  le  plan  de  base  du  cône  donné,  plan  qui  coupe  le 
cône  auxiliaire  suivant  un  cercle.  Chacune  de  ces  génératrices  rencontre 
le  parallèle  en  un  point  qui  appartient  à  l'intersection. 

Lorsque  la  directrice  du  cône  donné  est  un  cercle,  au  lieu  de  mener 
un  cône  auxiliaire  par  le  parallèle,  il  est  plus  avantageux  de  couper  la 
surface  et  le  cône  donné  par  le  plan  du  parallèle.  Ce  plan  coupe  le 
cône  donné  suivant  un  cercle  dont  les  points  de  rencontre  avec  le 
parallèle  sont  des  points  de  l'intersection. 


448  INTERSECTIONS  DE  SURFACES 

496.  Construction  de  rintersecUon.  —  Supposons  d'abord  que  le 
sommet  du  cône  soit  sur  Taxe.  Pour  construire  l'intersection,  on  sup- 
pose qu'un  point  M  décrive  une  seule  fois,  et  dans  un  sens  déterminé, 
toute  la  directrice  du  cône  ;  on  détermine  pour  chaque  position  du 
point  M  les  points  de  rencontre  de  la  surface  avec  la  génératrice  du 
cône  qui  passe  par  M,  et  on  joint  ces  points  dans  Tordre  oii  on  les 
obtient. 

Supposons  maintenant  que  le  sommet  du  cône  soit  quelconque. 
Pour  construire  l'intersection,  dans  ce  cas,  on  suppose  qu'un  point  M 
se  déplace  sur  la  directrice  de  la  surface  de  révolution,  et  décrit  cette 
directrice  une  seule  fois  dans  un  sens  déterminé;  on  détermine,  pour 
chaque  position  du  point  M,  les  points  de  rencontre  du  cône  avec  le 
parallèle  du  point  M,  et  on  achève  comme  plus  haut. 

497.Taag6nte  en  un  point  courant  de  rintereection.  — La  tangente 
en  un  point  quelconque  de  l'intersection  s'obtient  en  construisant 
l'intersection  du  plan  tangent  au  cône  et  du  plan  tangent  à  la  surface 
en  ce  point.  On  peut  encore  mener  par  ce  point  la  perpendiculaire  au 
plan  des  normales  aux  deux  surfaces.  Ceci  suppose,  bien  entendu,  que 
les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  sont  distincts. 

498.  Parallèles  limites.  —  On  appelle  ainsi  les  parallèles  de  la  sur- 
face de  révolution  qui  sont  tangents  au  cône.  Voici  comment  on  peut, 
théoriquement,  parvenir  à  les  déterminer  : 
Soient  OZ  l'axe  de  la  surface  de  révolution,  P  un  parallèle  limite 

et  A  son  point  de  contact  avec  le  cône.  Puisque 
le  parallèle  est  tangent  en  A  au  cône,  la  tangente 
AB  au  parallèle  est  tangente  au  cône.  Il  en  ré- 
sulte que  la  normale  AN  menée  en  A  à  cette  sur- 
face est  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AB  mené 
par  A,  c'est-à-dire  dans  le  plan  du  méridien  qui 
passe  parle  point  A;  d'autre  part,  si  SA  est  la 
génératrice  du  cône  qui  passe  par  A,  la  normale 
est  dans  le  plan  normal  au  cône  suivant  SA  ;  elle 
est  donc  à  l'intersection  de  ce  plan  normal  et  du 
plan  méridien  qui  passe  par  A. 
D'après  cela,  imaginons  que  par  chaque  génératrice  du  cône  on 
mène  le  plan  normal  au  cône,  que  l'on  prenne  le  point  de  rencontre  I 
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de  ce  plan  avec  Taxe  de  la  surface  de  révolution  et  que  l'on  mène  par 
ce  point  la  perpendiculaire  IK  à  la  génératrice  du  cône.  Quand  la 
génératrice  varie,  le  pied  K  de  cette  perpendiculaire  sur  la  génératrice 
décrit  une  ligne  L  tracée  sur  la  surface  du  cône.  Les  points  de  rencontre 
de  la  ligne  L  et  de  la  surface  de  révolution  sont  les  points  analogues 
au  point  Â  et  fournissent  les  parallèles  limites  demandés. 

Le  problème  se  simplifie  quand  le  point  S,  sommet  du  cône,  est  sur 
Taxe  de  révolution  OZ.  Dans  ce  cas  en  effet,  si  P  est  un  parallèle 
limite  et  si  Â  est  le  point  de  contact  de  ce  parallèle  et  du  cône,  le  plan 
normal  au  cône  suivant  la  génératrice  SA  passe  par  l'axe  OZ.  On  mènera 
donc  par  OZ  les  plans  normaux  au  cône,  et  on  prendra  les  points  de 
rencontre  de  chaque  génératrice  d'incidence  avec  la  surface  de  révolu- 
tion. A  chacun  de  ces  points  correspond  un  parallèle  limite. 

Ajoutons  que  si  un  point  A  de  l'intersection  est  fourni  par  un  paral- 
lèle limite,  la  tangente  en  A  à  ce  parallèle  étant  située  à  la  fois  dans 
le  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution  et  dans  le  plan  tangent  au 
cône,  coïncide  avec  la  tangente  en  A  à  l'intersection  des  deux  surfaces. 

499.  Antres  parallèles  remarquables.  —  Parmi  les  parallèles  de  la 
surface  de  révolution  autres  que  les  parallèles  limites,  il  y  a  lieu  de 
distinguer  ceux  qui  passent  par  le  sommet  du  cône  ou  qui  rencontrent 
une  génératrice  multiple  de  cette  surface.  Ces  parallèles  n'existent  que 
dans  des  cas  particuliers;  quand  ils  existent,  leur  détermination  résulte 
de  la  définition.  Il  y  en  a  au  plus  un  de  la  première  espèce,  et  il  est 
situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par  le  sommet  du 
cône;  le  nombre  des  autres  dépend  du  nombre  des  points  de  rencontre 
de  la  génératrice  multiple  du  cône  et  de  la  surface  de  révolution  :  il 
en  passe  un  par  chacun  de  ces  points. 

Si  un  parallèle  passe  par  le  sommet  du  cône,  ce  point  est  un  point 
double  de  l'intersection,  et  les  tangentes  sont  évidemment  les  généra- 
trices du  cône  situées  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution 
au  sommet  du  cône. 

Si  un  parallèle  rencontre  une  génératrice  multiple  du  cône,  le  point 
de  rencontre  est  un  point  multiple  de  l'intersection,  et  les  tangentes 
en  ce  point  s'obtiennent  par  la  construction  ordinaire  (497). 

500.  Génératrices  limites.  —  On  appelle  génératrices  limites  les 
génératrices  du  cône  tangentes  à  la  surface  de  révolution.  Ce  sont  les 
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génératrices  cQmmunes  au  cône  donné  et  au  cône  de  même  sommet 
circonscrit  à  la  surface. 

Lorsqu'un  point  M  de  l'intersection  est  situé  sur  une  génératrice 
limite,  la  tangente  à  l'intersection  en  ce  point  coïncide  avec  la  généra- 
trice limite,  parce  qu'elle  est  contenue  à  la  fois  dans  les  plans  tangents 
en  M  aux  deux  surfaces.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  ces  deux  plans 
tangents  coïncident;  alors  le  point  M  est  un  point  singulier  de  l'inter- 
section. 

501.  Autres  génératrices  remarquables.  —  Quand  la  surface  de 
révolution  a  un  parallèle  double,  ou  que  la  méridienne  a  un  point 
double  situé  sur  l'axe,  il  peut  exister  des  génératrices  du  cône  rencon- 
trant le  parallèle  double  ou  passant  par  ce  point  double  de  la  méri- 
dienne. Il  est  indispensable  de  déterminer  ces  génératrices  quand  elles 
existent;  leur  détermination  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la 
définition.  En  raisonnant  comme  au  n®  499,  on  voit  aisément  com- 
ment on  peut  obtenir  la  tangente  en  un  point  fourni  par  l'une  de  ces 
génératrices. 

502.  Points  À  rinfini  et  asymptotes.  —  Un  point  de  l'intersection 
d'une  surface  de  révolution  et  d'un  cône  ne  peut  être  à  l'infini  que  si 
le  parallèle  de  ce  point  est  à  l'infini.  Mais  ce  parallèle  à  l'infini  se  trouve 
sur  le  cône  des  directions  asymptotiques  ayant  son  sommet  en  un 
point  quelconque  de  l'axe.  Les  points  cherchés  sont  donc  les  mêmes 
que  les  points  à  l'infini  de  l'intersection  d'un  cône  de  directions  asymp- 
totiques et  du  cône  donné. 

D'ailleurs  les  plans  tangents  à  la  surface  le  long  d'un  parallèle  à 
l'infini  enveloppent  le  cône  asymptote  correspondant  à  ce  parallèle, 
cône  asymptote  qui  est  égal  à  celui  des  directions  asymptotiques. 
Comme  la  tangente  en  un  point  à  l'infini,  c'est-à-dire  l'asymptote  cor- 
respondant à  ce  point  est  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  de 
révolution  et  du  plan  tangent  au  cône,  on  voit  que,  finalement,  la 
détermination  des  points  à  l'infini  et  des  asymptotes  correspondantes 
se  ramène  à  la  résolution  du  même  problème  dans  l'intersection  du 
cône  donné  avec  chacun  des  cônes  asymptotes  de  la  surface. 

503.  Exemple  I.  — Intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  et 
d'un  cône. 

L'épure  ci-contre  relative  à  l'intersection  d'un  paraboloïde  de  révo- 
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lution  et  d'un  cône  a  été  exécutée  d'après  ces  indications.  Le  parabo- 
loïde  est  défini  par  sa  méridienne  principale  ;  son  axe  ^z'  est  vertical, 
et  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  est  la  circonférence  ab.  Le  cône  a 
pour  sommet  le  point  [s,  /)  et  pour  base  l'ellipse  cde  située  dans  le 
plan  horizontal. 

Détermination  d'un  point  de  V intersection.  —  Cherchons,  par 
exemple,  les  points  situés  sur  le  parallèle  projeté  verticalement  en 
p'q[.  Pour  cela,  considérons  le  cône  auxiliaire  de  sommet  {s,  sT)  et 
ayant  pour  base  ce  parallèle.  Ce  cône  coupe  le  plan  horizontal  suivant 
une  circonférence  de  centre  o  et  de  rayon  or^  circonférence  qui  ren- 
contre la  base  du  cône  donné  en  quatre  points,  /*,  9,  /t,  t.  Par  chacun 
de  ces  points  il  passe  une  génératrice  commune  aux  deux  cônes  et 
rencontrant  le  parallèle  (pç,  pY)  en  un  point  qui  appartient  à  l'in- 
tersection des  deux  surlaces.  En  prenant  la  génératrice  {sg^  $lcf)^  on 
obtient  ainsi  le  point  (m,  m'). 

Tangente  au  point  (m,  m').  —  On  l'obtient  en  prenant  l'intersection 
des  plans  tangents  en  (m,  m!)  au  paraboloîde  et  au  cône.  Le  plan  tan- 
gent au  paraboloîde  est  défini  par  la  tangente  (m^  mY)  au  parallèle  du 
point  (m,  w')  et  par  la  tangente  (<rm,  Jm')  à  la  méridienne  du  même 
point.  Le  plan  tangent  au  cône  est  défini  par  la  génératrice  [sg^  s!g')  et 
par  la  tangente  (^6,  ^0')  à  la  base.  Les  traces  horizontales  des  deux 
plans  tangents  se  coupant  au  point  (0, 6'),  la  tangente  demandée  est 
(me,  m'^). 

Points  sur  les  contours  apparents.  —  Les  points  sur  le  contour  appa- 
rent vertical  du  paraboloîde  n'ont  pu  être  déterminés  qu'approxima- 
tivement  et  après  le  tracé  de  la  courbe  d'intersection.  Quant  aux  points 
situés  sur  les  génératrices  de  contour  apparent  du  cône,  on  les  a  obte- 
nus en  déterminant,  par  la  méthode  indiquée  au  n"*  458,  les  points  de 
rencontre  de  ces  génératrices  avec  le  paraboloîde.  Les  constructions 
n'ont  pas  été  conservées  pour  ne  pas  surcharger  le  dessin. 

Ponctuation.  — Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  le  para- 
boloîde entaillé  par  le  cône,  c'est-à-dire  qu'on  a  enlevé  du  paraboloîde 
tout  ce  qui  est  intérieur  au  cône,  et  du  cône  tout  ce  qui  est  extérieur 
au  paraboloîde  limité  au  plan  horizontal. 

504.  Exemple  II.  —  Intersection  d'un  tore  et  d'un  cône  ayant  son 
sommet  sur  l'axe  du  tore  (École  polytechnique,  1895). 
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Le  tore,  à  axe  vertical,  est  défini  par  sa  méridienne.  Le  cône,  de 
sommet  (o,  ^),  est  circonscrit  à  une  sphère  de  centre  (w,  o»'),  tangente  à 
Taxe  du  tore  au  point  (0,11').  Le  plan  vertical  oa>  étant  un  plan  de 
symétrie  pour  les  deux  corps  est  un  plan  de  symétrie  pour  leur  inter- 
section ;  de  sorte  que  la  droite  ow  est  un  axe  de  symétrie  de  la  projec- 
tion horizontale  de  l'intersection. 

DéieÊrmination  d'un  point  de  V intersection.  —  On  obtient  ce  point 
en  cherchant  l'un  des  points  de  rencontre  du  tore  avec  une  géné- 
ratrice du  cône.  Considérons,  par  exemple,  la  génératrice  du  cône 
projetée  horizontalement  en  ok  ;  elle  est  tangente  au  petit  cercle 
déterminé  dans  la  sphère  (w,  w')  par  le  plan  vertical  ok.  Pour  avoir 
ses  points  de  rencontre  avec  le  tore  amenons-la,  par  une  rota- 
tion, dans  le  plan  de  front  qui  contient  l'axe.  Dans  ce  mouvement 
le  point  k  venant  en  Ab,  le  petit  cercle  déterminé  dans  la  sphère  se 
projette  verticalement  suivant  la  circonférence  de  diamètre  ték^  tan- 
gente à  l'axe  au  point  it'  ;  la  génératrice  du  cône  devient  donc  la 
droite  projetée  verticalement  suivant  la  deuxième  tangente  à  ce  cercle 
menée  par  le  point  s',  l'autre  tangente  étant  confondue  avec  Taxe.  Il 
en  résulte  que  l'un  des  points  de  rencontre  cherchés  est  projeté  verti- 
calement en  mi  après  la  rotation  ;  on  en  déduit  les  projections  m  et  m' 
avant  la  rotation  par  une  opération  inverse. 

Tangente  au  point  (w,  m').  —  C'est  la  perpendiculaire  menée  en  ce 
point  au  plan  des  deux  normales. 

La  normale  au  tore  est  projetée  horizontalement  en  on^,  et  le  point 
fil  est  la  projection  horizontale  du  centre  de  la  demi-méridienne  qui 
passe  par  (m,  wl).  Pour  avoir  la  normale  au  cône,  considérons  le 
point  (0,  V)  de  la  génératrice  verticale  (0,  oV)  situé  à  la  même  dis- 
tance du  sommet  que  le  point  (m^m^.  Le  point  (0,/')  étant  situé, 
d'après  cela,  sur  le  même  parallèle  que  le  point  (m,  m'),  la  normale 
au  cône  au  point  (0,  P)  rencontre  l'axe  (ow,  ^(o')  de  cette  surface  au 
même  point  que  la  normale  en  (w,  m'),  La  normale  en  (0,  l')  étant 
projetée  verticalement  suivant  la  perpendiculaire  à  os'  menée  par  /', 
on  en  conclut  que  le  point  (n,  n')  est  le  sommet  du  cône  des  nor- 
males, relatif  au  parallèle  du  point  (m,  m')  ;  par  conséquent  la  nor- 
male au  cône  en  (m,  m')  est  projetée  en  {mn^  w!n').  Ajoutons  d'ailleurs 
que  pour  déterminer  le  point  V  il  suffit  de  prendre    s'V  =  j'wio. 

Si  on  coupe  le  plan  des  deux  normales  par  le  plan  horizontal  qui 
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passe  par  le  point  (c,  (/),  on  obtient  une  droite  projetée  horizon- 
talement en  hrii  ;  donc  la  tangente  en  m  à  la  projection  horizontale 
de  Tintersection  est  la  perpendiculaire  mt  menée  à  Atij  par  le 
point  m.  Supposons  le  plan  des  deux  normales  défini  par  Thorizon- 
taie  du  point  (m,  m')  et  par  Thorizontale  projetée  en  hniy  puis  cou- 
pons ce  plan  par  le  plan  de  ^front  mené  par  d  ;  nous  obtenons  ainsi 
une  ligne  de  front  projetée  verticalement  en  xt/,  et  la  tangente  en  m! 
à  la  projection  verticale  de  l'intersection  est  la  perpendiculaire  m'f  à 
oLt/  menée  par  le  point  m'. 

Points  sur  les  contours  apparents  du  tore, —  On  voit  d'abord  que  les 
points  situés  sur  la  demi-méridienne  de  front  sont  les  points  de  ren- 
contre de  cette  demi-méridienne  avec  la  tangente  s^ff[  menée  du 
point  «^  à  la  circonférence  cuV.  Pour  les  autres,  on  observe  qu'ils 
sont  situés  sur  des  parallèles  du  tore  et  que,  si  on  les  amène  dans  le 
plan  du  méridien  principal  par  une  rotation  autour  de  Taxe,  ils  vien- 
nent en  o^,  bo9  ^0,  do.  Pour  obtenir,  par  exemple,  le  point  projeté 
en  e'o  après  la  rotation,  on  remarque  que  la  génératrice  correspon- 
dante du  cône  est  projetée  elle-même  en  sfe^o  et  est  tangente  à  un 
petit  cercle  de  la  sphère  (co,  w'),  petit  cercle  dont  la  nouvelle  projec- 
tion verticale  est  une  circonférence  tangente  à  oz'  en  ir'  et  tangente 
à  sfeo;  soit  ^eo  le  diamètre  de  ce  cercle;  en  le  reportant  en  ot  sur  le 
contour  apparent  horizontal  de  la  sphère,  on  obtient  facilement  en 
(e,  ef]  le  point  cherché. 

Points  sur  le  contour  apparent  vertical  du  cône,  —  On  les  obtient 
par  la  méthode  générale,  c'est-à-dire  en  déterminant  les  points  de 
rencontre  du  tore  avec  la  génératrice  de  contour  apparent  vertical  du 
cône  qui  rencontre  le  tore.  11  n'y  a  en  effet  sur  le  cône  qu'une  géné- 
ratrice de  contour  apparent  vertical  rencontrant  le  tore,  et  elle  donne 
deux  points  projetés  verticalement  en  p'  et  en  q'. 

Génératrices  limites.  —  Ce  sont  les  génératrices  du  cône  tangentes 
au  tore,  c'est-à-dire  les  génératrices  communes  au  cône  donné  et  aux 
cônes  de  sommet  (o,  s')  circonscrits  au  tore.  Un  seul  de  ces  cônes, 
celui  qui  correspond  à  la  tangente  «'//i,  coupe  le  cône  donné  suivant 
deux  génératrices  dont  l'une  est  projetée  en  {og,  si  g'). 

Ponctuation.  —  Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  le  solide 
commun  aux  deux  corps.  En  projection  horizontale,  les  parties  vues  du 
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solide  commun  sont  la  portion  adrdibiuba  delà  surface  du  cône  et  les 
deux  portions  ara^a  et  bubib  de  la  surface  supérieure  du  tore  ;  il  en  ré- 
sulte que  toutes  les  lignes  qui  restent  en  projection  horizontale  sont 
vues. 

En  projection  verticale,  les  parties  vues  du  solide  commun  sont  la 
portion  p'a'e'q'  de  la  surface  du  cône,  et  sur  la  surface  du  tore,  la 
portion  externe  eff'  et  la  portion  interne  <£'aVeia',rfid'  ;  les  autres 
lignes  sont  cachées. 

Remarque,  —  En  déterminant,  par  la  méthode  générale,  les  points 
situés  sur  la  génératrice  projetée  horizontalement  en  ou,  on  obtient 
les  points  (u^  u')  et  (r,  r^)  en  lesquels  les  tangentes  à  Tintersection 
sont  horizontales. 


§  II.  —  Surface  de  révolution  et  cylindre, 

505.  Détermination  d*un  point  de  rintersectlon.  —  Nous  distingue- 
rons deux  cas  suivant  que  les  génératrices  du  cylindre  sont  ou  ne  sont 
pas  perpendiculaires  à  l'axe. 

Dans  le  premier  cas  on  obtient  un  point  quelconque  de  l'intersection 
en  déterminant  les  points  de  rencontre  d'une  génératrice  du  cylindre 
avec  la  surface  de  révolution.  Pour  cela,  on  coupe  cette  dernière  sur- 
face par  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par  la  génératrice.  On 
obtient  ainsi  des  parallèles  dont  les  points  de  rencontre  avec  la  généra- 
trice sont  des  points  de  l'intersection. 

Dans  le  second  cas  nous  supposerons^  comme  pour  le  cône,  que  la 
directrice  du  cylindre  est  une  courbe  plane  située  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  Vaxe^  cas  auquel  on  peut  du  reste  toujours  se  ramener  en 
opérant  comme  pour  le  cône  (495).  Pour  obtenir  alors  un  point  courant 
de  l'intersection,  on  détermine  un  des  points  de  rencontre  d'un  paral- 
lèle de  la  surface  de  révolution  avec  le  cylindre.  A  cet  effet,  on  cherche 
les  génératrices  communes  au  cylindre  donné  et  à  celui  qu'on  obtient 
en  menant  par  les  points  du  parallèle  considéré  les  parallèles  aux 
génératrices  du  premier.  On  détermine  d'ailleurs  les  génératrices  com- 
munes à  ces  deux  cylindres  en  les  coupant  par  le  plan  de  base  du 
cylindre  donné,  plan  qui  coupe  le  cylindre  auxiliaire  suivant  un 
cercle.  Par  chaque  point  commun  à  ce  cercle  et  à  la  directrice  du 
cylindre  donné  il  passe  une  génératrice  commune  aux  deux  cylindres. 
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Chacune  de  ces  génératrices  rencontre  le  parallèle  de  la  surface  en  un 
point  qui  est  l'un  des  points  cherchés. 

Si  la  directrice  du  cylindre  était  elle-même  un  cercle,  situé  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  Taxe,  l'emploi  du  cylindre  auxiliaire  devien- 
drait inutile  ;  car,  pour  avoir  les  points  de  rencontre  d'un  parallèle  de 
la  surface  avec  le  cylindre,  il  suffirait  de  couper  par  le  plan  de  ce 
parallèle,  plan  qui  coupe  le  cylindre  suivant  un  cercle  égal  au  cercle 
de  base. 

506.  Construction  de  rinterscction  ;  tangente  en  un  point.  — 
Pour  construire  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces,  quand  on  en 
sait  construire  autant  de  points  que  l'on  veut,  on  suppose  qu'un 
point  M  se  déplace  sur  la  génératrice  de  la  surface  de  révolution  et 
décrit  cette  génératrice  une  seule  fois  dans  un  sens  déterminé.  On 
détermine  les  points  de  rencontre  du  cylindre  avec  le  parallèle  du 
point  M  et  pour  chaque  position  de  ce  point,  puis  on  joint  tous  ces 
points  dans  l'ordre  où  ils  ont  été  obtenus. 

Quand  les  génératrices  du  cylindre  sont  perpendiculaires  à  l'axe,  il 
peut  être  préférable  de  faire  déplacer  le  point  M  sur  la  directrice  du 
cylindre,  de  déterminer  les  points  de  rencontre  de  la  surface  de  révo- 
lution avec  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe  par  M  et  pour  chaque 
position  du  point  M,  et  de  joindre  les  points  dans  l'ordre  où  ils  ont 
été  obtenus. 

Comme  pour  toutes  les  surfaces,  on  obtient  la  tangente  en  un  point 
de  l'intersection  en  déterminant  l'intersection  des  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  en  ce  point,  ou  en  menant  par  ce  point  la  perpendicu- 
laire au  plan  des  deux  normales. 

507.  Parallèles  limites.  —  On  les  définit  comme  dans  l'intersection 
d'une  surface  de  révolution  et  d'un  cône.  On  peut  les  déterminer  en 
procédant  comme  dans  ce  cas.  Pour  s'en  assurer,  il  n'y  a  qu'à  se 
reporter  au  n»  498,  et  à  supposer  que  le  sommet  du  cône  s'est  éloigné 
à  l'iniini  dans  la  direction  des  génératrices  du  cylindre. 

La  tangente  à  l'intersection  en  un  point  fourni  par  un  parallèle 
limite  coïncide  avec  la  tangente  à  ce  parallèle  (498). 

508.  Génératrices  limites.  —  Ce  sont  les  génératrices  du  cylindre 
tangentes  à  la  surface  de  révolution  ;  ce  sont,  par  conséquent,  les 
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génératrices  communes  au  cylindre  donné  et  au  cylindre  parallèle  cir- 
conscrit à  la  surface  de  révolution. 

Quand  les  génératrices  du  cylindre  sont  perpendiculaires  à  Taxe  de 
la  surface  de  révolution,  la  détermination  des  génératrices  limites  et 
celle  des  parallèles  limites  sont  deux  problèmes  identiques. 

509.  Points  ù  rinflni  et  asymptotes.  —  En  raisonnant  comme 
au  n®  502,  on  voit  que  les  points  à  Tinfini  de  l'intersection  d'une  sur- 
face de  révolution  et  d'un  cylindre  sont  les  mêmes  que  les  points  à 
rinfinî  de  l'intersection  du  cylindre  avec  les  divers  cônes  asymptotes  de 
la  surface,  et  il  en  est  de  même  des  asymptotes. 

La  détermination  des  points  à  Tinlini  et  des  asymptotes  correspon- 
dantes est  donc  un  probl'^mc  déjà  résolu  (489). 

510.  Exemple.  —  Solide  commun  à  un  hyperboloïde  de  révolution  et 
à  un  cylindre  elliptique. 

L'hyperboloïde  est  défini  par  son  axe  (o,  oV),  qui  est  vertical,  et 
par  une  génératrice  de  front  (a/,  aY). 

Le  cylindre  a  pour  base  une  ellipse  de  centre  c  dans  le  plan  hori- 
zontal; Tun  des  axes  de  cette  ellipse  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
et  les  génératrices  du  cylindre  sont  parallèles  à  la  droite  (a/,  fiT). 

Détermination  d'un  point  de  V intersection.  —  Cherchons,  par 
exemple,  un  point  de  l'intersection  situé  sur  le  parallèle  dont  le  plan 
est  le  plan  horizontal  h'.  Ce  plan  coupe  Taxe  de  révolution  au  point 
(o,  o');  il  rencontre  en  (rf,  d')  la  deuxième  génératrice  de  l'hyperbo- 
loïde  située  dans  le  même  plan  de  front  que  (a/,  a'I').  Le  point  (rf,  rf') 
engendre  un  parallèle  qui  rencontre  le  plan  du  méridien  principal 
de  rhyperboloïde  en  des  points  tels  que  (A",  k)  :  le  point  (A,  k)  est  un 
point  de  la  méridienne  principale  de  l'hyperboloïde. 

Considérons  alors  le  cylindre  auxiliaire  parallèle  au  cylindre  donné 
et  qui  a  pour  base  le  parallèle  du  point  (d,  d)  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  du  point  {k,  k').  La  trace  horizontale  de  ce  cylindre  auxiliaire 
est  une  circonférence  égale  au  parallèle  du  point  (A,  k!)  et  ayant  pour 
centre  le  point  (oi,  o'i)  trace  horizontale  de  la  parallèle  aux  généra- 
trices menée  par  le  point  (o,  o').  Cette  circonférence  passe  évidem- 
ment par  le  point  (a,  a'),  trace  horizontale  de  la  génératrice  (a/,  al'); 
soit  (wii,  m\)  l'un  de  ses  points  de  rencontre  avec  la  base  du  cylindre- 
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donné.  La  génératrice  de  ce  cylindre  qui  passe  par  (nii^mi)  rencontre 
le  parallèle  du  point  {d,  d')  en  un  point  (m,  in')  qui  est  un  point  de 
l'intersection  des  deux  surfaces. 

Tangente  au  point  (m,  m').  —  La  tangente  en  ce  point  est  Tintersec- 
tion  du  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  et  du  plan  tangent  au  cylindre 
donné.  La  trace  horizontale  du  plan  tangent  au  cylindre  est  la  tangente 
en  mi  à  la  base  de  ce  cylindre.  Pour  déterminer  le  plan  tangent  en 
(m,  m')  à  l'hyperboloïde  9  menons  du  [>oint  m  une  tangente  mf  au 
cercle  de  gorge;  cette  droite  est  la  projection  horizontale  d'une  des 
génératrices  de  l'hyperboloïde  qui  se  coupent  au  point  {mym')\  sa 
projection  verticale  est  m!f^  et  la  trace  horizontale  de  (m/*,  m'f)  est  le 
point  (^,  ^.  En  menant  par  g  la  parallèle  gt  à  la  tangente  en  m  au 
parallèle  de  ce  point»  on  obtient  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
à  l'hyperboloïde  au  point  (m,  m').  Les  traces  horizontales  des  deux 
plans  tangents  se  coupant  au  point  (^  ^),  on  en  conclut  que  (m^  m'/') 
est  la  tangente  à  l'intersection  au  point  (m,  m'). 

Points  situés  sur  le  cercle  de  gorge,  —  On  les  obtient  par  la  méthode 
générale  au  moyen  du  cylindre  auxiliaire  qui  a  pour  base  le  cercle  d 
gorge.  La  trace  horizontale  de  ce  cylindre  a  pour  centre  le  point  Oj, 
passe  par  le  point  a  et  coupe  l'ellipse  base  du  cylindre  donné  aux 
points  éi  et  ji.  On  en  déduit  facilement  les  points  cherchés  (A,  6') 
et  (9,  q'). 

Points  situés  dans  les  deux  plans  horizontaux  qui  limitent  le  solide 
commun.  —  Supposons  que  le  solide  commun  soit  limité  au  plan  hori- 
zontal de  projection  et  au  plan  horizontal  mené  par  2'.  On  obtient 
encore  les  points  situés  sur  le  parallèle  dont  le  plan  passe  par  z',  par 
l'emploi  de  la  méthode  générale  :  ces  points  sont  (r,  r^  et  («,  *'). 

Quant  aux  points  situés  sur  la  trace  horizontale  de  l'hyperboloïde, 
ce  sont  les  points  (u,  u*)  et  (6,  ô')  obtenus  par  l'intersection  de  la  base 
du  cylindre  et  de  la  trace  horizontale  de  l'hyperboloïde. 

Points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  Vhyperboloïde.  —  On  a 
obtenu  ces  [)oints  en  prenant  les  points  de  rencontre  de  l'hyperbole 
méridienne  avec  les  génératrices  du  cylindre  situées  dans  le  plan  du 
méridien  principal  :  les  constructions  n'ont  pas  été  conservées  pour  ne 
pas  surcharger  le  dessin. 

Points  sur  les  contours  apparents  du  cylindre.  —  Les  points  sur  les 
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génératrices  de  contour  apparent  du  cylindre  ont  été  obtenus  en  déter- 
minant les  points  de  rencontre  de  ces  génératrices  avecThyperboloïde; 
pour  la  même  raison  que  plus  haut,  les  constructions  n'ont  pas  été 
conservées. 

D'ailleurs,  pour  déterminer  les  points  de  rencontre  de  Thyperbo- 
ioïde  avec  les  génératrices  de  contour  apparent  du  cylindre,  on 
peut  procéder  comme  pour  déterminer  un  point  quelconque  de 
l'intersection .  Imaginons  en  effet  qu'un  de  ces  points  ait  été  déterminé, 
considérons  le  parallèle  de  ce  point  et  projetons-le  obliquement  sur  le 
plan  horizontal  en  prenant  comme  direction  des  projetantes  celle  des 
génératrices  du  cylindre.  Nous  obtenons  ainsi  un  cercle  dont  le  centre 
est  sur  la  ligne  ooi,  et  qui  passe  par  le  point  a  et  par  la  trace  hori- 
zontale de  la  génératrice  de  contour  apparent  du  cylindre  sur  laquelle 
se  trouve  le  point  considéré.  Ce  cercle  est  donc  déterminé  et  on  en 
déduit  facilement  le  parallèle  dont  il  est  la  projection  horizontale 
ainsi  que  le  point  cherché  correspondant. 

n  est  bon  d'observer  que  ces  constructions  permettent  de  résoudre 
le  problème  suivant  :  Déterminer  le  point  de  rencontre  à  distance  finie 
d'une  droite  parallèle  à  une  génératrice  de  la  surface  gauche  de  révo- 
lution. 

Points  à  Fin  fini  et  asymptotes.  —  Pour  avoir  les  points  à  l'infini,  on 
peut  remplacer  l'hyperboloïde  par  son  cône  asymptote.  Mais  le  cylindre 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  une  génératrice  du  cône  asymptote, 
l'intersection  présente  un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  des 
génératrices  du  cylindre  (481).  Les  tangentes  à  l'intersection  en  ce  point 
double  à  l'infini,  c'est-à-dire  les  asymptotes,  sont  les  génératrices  qu'on 
obtient  en  coupant  le  cylindre  par  le  plan  tangent  mené  au  cône 
asymptote  suivant  la  génératrice  qui  est  parallèle  à  celles  du  cylindre 
(490).  Ce  plan  tangent  est  le  plan  de  bout  ^aT;  il  coupe  la  base  du 
cylindre  aux  points  a  et  p.  Les  asymptotes  cherchées  sont  donc  proje- 
tées horizontalement  en  ay  et  en  ^ô,  et  verticalement  en  a'I'. 

Ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale.  —  Elle  est  l'in- 
tersection du  plan  du  cercle  de  gorge  avec  le  plan  qui  contient  les 
génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cylindre  et  qui  a  pour 
trace  horizontale  eÇ.  Ces  deux  plans  sont  de  bout  et  se  coupent  suivant 
la  ligne  de  bout  (u,  r  ),  qui  est  la  ligne  cherchée. 
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1.  Trouver  les  sections  circulaires  d'un  cône  ayant  pour  base  un  cercle 
du  plan  horizontal  et  pour  sommet  un  point  du  plan  vertical. 

2.  Un  cône  de  sommet  (s^  /)  a  pour  base  un  cercle  donné  du  plan  ho- 
rizontal. Construire  le  lieu  des  projections  d  un  point  donné  (a,  a')  sur  les 
génératrices  de  ce  cône  ;  tangente  en  un  point. 

3.  Résoudre  le  même  problème  quand  on  remplace  les  génératrices  du 
cône  par  ses  plans  tangents. 

i.  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  vertical  et  un  axe  vertical  de  son 
plan.  Construire  [^intersection  du  cylindre  droit  qui  a  pour  base  ce  cercle 
et  du  tore  engendré  par  le  cercle  en  tournant  autour  de  l*axe. 

5.  On  donne,  dans  le  plan  horizontal,  un  cercle  et  une  droite.  Le  cercle 
est  la  base  d'un  cône  droit  de  hauteur  égale  au  diamètre  du  cercle.  La 
droite  est  Taxe  autour  duquel  tourne  le  cercle  pour  engendrer  un  tore. 
Construire  Tintersection  des  deux  surfaces. 

6.  Construire  l'intersection  d*un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  ver- 
tical et  d'un  cône  ayant  sa  base  dans  le  plan  horizontal,  le  sommet  de  ce 
cône  étant  un  point  quelconque. 

7.  Construire  Tintersection  d'une  sphère  et  d*un  cylindre.  La  sphère 
est  tangente  au  plan  horizontal.  La  base  du  cylindre  est  dans  le  plan  hori- 
zontal, et  les  génératrices  font  un  angle  de  45»  avec  le  plan  de  la  base. 

8.  Construire  Tinterseclion  d'une  sphère  et  d'un  cône  ayant  son  sommet 
au  centre  de  la  sphère  et  sa  base  dans  le  plan  horizontal  ;  trouver  les 
points  les  plus  hauts  et  les  points  les  plus  bas. 

9.  Construire  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  quelconque  ;  trou- 
ver les  points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas,  ainsi  que  les  points  doubles 
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apparents.  Développer  ensuite  la  surface  latérale  du  cône  sur  un  plan,  et 
construire  la  transformée  de  Tintersection  des  deux  surfaces. 

10.  Ligne  de  terre  parallèle  au  grand  côté  du  cadre  e  t  à  une  dislance  du 
bord  inférieur  égale  à  190™"*.  ('.adre  27«"*  sur  42*". 

Un  tore  dontPaxe  (o,  iûz')  est  vertical  est 
engendré    par    une  circonférence    située 
dans  le  plan  de  front  F. 
xb}  =  135»°*,     (ùo  =  93™»,     Yw  =  60™», 
c'a'  =  30™»,    c'y  =  3i»". 

Un  cylindre  de  révolution  dont  les  gé- 
nératrices sont  perpendiculaires  au  plan 
vertical  a  pour  base  dans  le  plan  vertical 

I J ^V_         ^^  cercle  de  60™»  de  rayon  tangent  exté- 

^  ^  ^  rieurement  à  la  circonférence  méridienne 

de  droite  du  tore  et  à  la  projection  verticale  du  parallèle  inférieur. 

On  demande  :  1*»  de  trouver  les  projections  de  l'intersection  du  tore  et 
du  cylindre  ; 

2«  de  représenter  la  partie  du  tore  supposé  plein  extérieure  au  cylindre  ; 

3<»  de  trouver  la  projection  du  solide  sur  un  plan  vertical  dont  la  trace 
tiorizontale  a?iyi  est  parallèle  à  la  droite  joignant  le  point  o  au  point  le 
plus  bas  de  Pintersection  qui  est  le  plus  voisin  de  xy.  La  distance  de  o  à 
^lyi  est  égale  à  160™".  (R.  Malloizel). 

11.  Cadre  27«"  sur  42'^".  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 

cadre  et  au  milieu. 

(o,  ùiz')  est  Taxe  d'un  tore  engendré  par  la 
circonférence  de  front  (c,  c')  dont  le  rayon  a 
3c«  ;     oio'  =  7«",     o'c'  =  6«™,     ow  =  10*^™. 

Par  0  je  mène  la  droite  pqrs  faisant  45*  avec 
xy;  le  plan  vertical  passant  par  cette  droite 
coupe  le  tore  suivant  deux  cercles  pq,  r$.  Je 
mène  au  cercle  pq  une  tangente  extérieure 
au  tore  faisant  50^  avec  le  plan  horizontal,  et 
je  prends  sa  trace  horizontale  g.  Je  mène  au 
cercle  rs  une  tangente  intérieure  au  tore  pa- 
rallèle à  la  précédente  et  je  prends  sa  trace 
horizontale  h.  Sur  gh  comme  diamètre  je 
décris  une  circonférence  qui  est  la  trace  ho- 
rizontale d'un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  aux  tangentes  à  p^  et  à  rs. 
On  demande  de  représenter  le  tore  entaillé  par  le  cylindre. 

(R.  Malloizel). 
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12.  Cadre  27*™  sur  42*™.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 
cadre  et  au  milieu. 
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Un  tore  dont  Taxe  (o,  ^z')  est  vertical, 
4D0  =  90"^",  (Il  étant  le  milieu  de  la  feuille,  est 
engendré  par  la  circonférence  (c,  c')  de  rayon 
$9"»  située  dans  le  plan  de  front  passant  par 
Taxe,    coo'  =  83™",    oV  =  56»n?. 

Un  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan  horizon- 
tal un  cercle  (d,  dl)  dont  le  rayon  est  ii^m, 
dâ:  =  107",  d'o>  =  84»».  Les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  droite  de  front  (dA,  diK)  ; 
d'V  est  obtenue  en  joignant  les  points  dS  et  o'. 

On  demande  :  1<*  de  trouver  les  projections  de 
l'intersection  du  tore  et  du  cylindre  ;  2o  de  repré- 
senter   le  solide    commun.      (R.  Malloizel). 
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13.  Cadre  29«»  sur  42«».  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 
cadre  et  au  milieu. 

Une  surface  de  révolution  est  engendrée  par  la  droite  de  front  (G,  G' 

faisant  un  angle  de  45o  avec  le  plan  horizontal. 
L*axe  de  cette  surface  est  la  ligne  verticale 

axo  =:  coy,  (i>o  =i  11«",  («>o'  =  10*",  oA=3*"». 

Un  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles 
à  (G,  G')  et  pour  base  dans  le  plan  horizontal 
une  ellipse  ainsi  définie  :  par  le  point  d  trace 
de  la  génératrice  de  front  od  du  cône  asymptote 
de  lliyperbololde,  on  mène  une  droite  hc  fai- 
sant 45*  avec  do,  on  prend  M=4"",  dc=9*"  ; 
fr  et  c  sont  les  sommets  de  Teltipse;  le  petit 
axe  af  est  d*ailleurs  égal  à  iO*". 

On  demande  :  1»  de  trouver  les  projections 
de  rintersection  de  la  surface  gauche  de  ré- 
volution et  du  cylindre  ;  2«>  de  représenter  le  solide  commun  limité  au 
plan  horizontal  de  projection  et  à  un  plan  horizontal  de  cote  17'"- 

(R.  Malloizel). 

14.  On  considère  un  cône  droit  à  hase  circulaire  dont  le  rayon  de  base 

OC  =  60"",     et  la  hauteur    OA  =  1 30"".    Dans  le 

plan  méridien  ABC,  on  trace  la  circonférence  pas- 
sant par  les  deux  points  0  et  C,  tangente  au  côté  AB, 
et  dont  le  centre  1  se  trouve,  par  rapport  à  BC,  du 
même  côté  que  A. 

Tracer,  sur  le  plan  de  la  base  du  cône  et  sur  le 
plan  méridien  ABC,  les  projections  de  rintersec- 
tion de  la  surface  du  cône  et  de  la  surface  de  la 
sphère  de  centre  1  et  de  rayon  IC. 

{ÈcoltwvoaXty  eoiMQUT%  de  Î896), 


CHAPITRE  III 


INTERSECTION  DE  DEUX  SURFACES  DE  RÉVOLUTION 


§  I.  —  Intersection  de  deux  sphères  ;  points 
communs  à  trois  sphères. 

511.  Interaecilon  de  deux  sphères.  —  L'intersection  de  deux 
sphères^  quand  elle  existe,  est  un  cercle  situé  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  la  ligne  des  centres.  Ce  plan  est  déterminé  quand  on  en  con- 
naît un  point,  puisqu'il  suffit  de  mener  par  ce  point  le  plan  perpendi- 
culaire à  la  ligne  des  centres.  D'ailleurs  quand  on  connaît  le  plan  de  la 
courbe  d'intersection,  la  détermination  de  cette  intersection  se  ramène 
à  celle  d'une  section  plane  de  l'une  des  deux  sphères,  problème  déjà 
résolu. 

On  peut  déterminer  cette  intersection  par  points  et  par  tangentes. 
Pour  la  déterminer  par  points,  il  suffit  de  couper  les  deux  sphères  soit 
par  des  plans  horizontaux,  soit  par  des  plans  de  front. 

Pour  trouver  la  tangente  en  un  point,  il  suffit  de  construire  Tinter- 
section  des  plans  tangents  aux  deux  sphères  en  ce  point. 

Il  vaut  mieux  déterminer  les  projections  de  l'intersection  en  cons- 
truisant leurs  axes.  C'est  la  méthode  qui  a  été  suivie  pour  l'exécution 
de  l'épure  ci-après.  Les  centres  des  deux  sphères  sont  projetés  en 
(o,  o')  et  en  (to,  w).  Pour  déterminer  les  axes  de  la  projection  verticale, 
on  a  pris  comme  plan  horizontal  le  plan  de  bout  mené  par  oV,  et  on  a 
rabattu  sur  le  plan  de  front  passant  par  (o,  o').De  cette  manière,  le  plan 
du  cercle  d'intersection  est  un  plan  vertical  projeté  horizontalement 
en  ûibi  dans  le  nouveau  système.  On  en  conclut  que  le  petit  axe  de  la 
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projection  verticale  est  a'6',  et  que  le  grand  axe,  égal  en  grandeur  à 
fliéi,  est  diU. 

L'épure  indique  aussi  les  constructions  qu*on  a  effectuées   pour 
obtenir  les  points  r'  et  j'  situés  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère 


(o,  d)  sur  le  plan  vertical,  ainsi  que  pour  obtenir  les  points  p  et  q' 
situés  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère  (to,  %J)  sur  le  même  plan. 
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On  a  construit  d'une  manière  analogue  la  projection  horizontale  de 
Tintersection. 

Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  enlevé  de  chaque  sphère  ce  qui  est 
intérieur  à  l'autre. 

512.  Points  coinmuDs  à  trois  splières.  —  Lorsque  trois  sphères  se 
coupent,  elles  se  coupent  en  deux  points  symétriquement  placés 
par  rapport  au  plan  des  centres.  Pour  obtenir  ces  deux  points  on  déter- 
mine l'intersection  des  deux  premières  sphères,  puis  l'intersection  de 
la  première  et  de  la  troisième,  et  l'on  prend  les  points  communs  aux 
deux  cercles  ainsi  obtenus  :  ce  sont  les  points  cherchés. 


Pour  exécuter  l'épure  on  a  pris  comme  plan  horizontal  le  plan  des 
centres,  cas  auquel  on  peut  toujours  se  ramener  par  un  rabattement. 
Les  contours  apparents  des  trois  sphères  sur  le  plan  horizontal  ont 
pour  centres  respectifs  les  points  a^  b^  c.  L'intersection  des  sphères  a 
et  b  est  projetée  horizontalement  en  pq  ;  celle  des  sphères  a  et  c  est 
projetée  horizontalement  en  rs  ;  de  sorte  que  les  points  communs  aux 
trois  sphères  sont  projetés  horizontalement  au  point  d'intersection  m 
à»pq  avec  rs.  On  achève  de  déterminer  les  points  communs  en  cher- 
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chant  leurs  cotes  par  rapport  au  plan  des  centres.  A  cet  effet  on  a 
rabattu  le  cercle  rs  qui  les  contient  sur  le  plan  horizontal.  Les  points 
cherchés  sont  ainsi  rabattus  en  rot  et  en  m,,  ce  qui  fournit,  en  mmi  et 
en  mmi,  les  cotes  de  ces  points. 
L'épure  n'indique  que  les  projections  horizontales. 


§  IL  —  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  autour  du 
même  axe  ;  points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  surface 
gauche  de  révolution. 


513.  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  autour  du 
même  axe.  —  Si  Ton  appelle  M  un  [>oint  quelconque  de  l'intersection 
de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  coïncident,  il  est  clair  que 
le  parallèle  du  point  M  est  un  parallèle  commun  aux  deux  surfaces. 
Il  en  résulte  que  l'intersection  de  ces  surfaces  est  un  système  de  paral- 
lèles. Ces  parallèles  sont  déterminés  dès  que  l'on  connait  un  point  de 
chacun  d'eux.  Les  méthodes  employées  pour  obtenir  ces  [>oints  dépen- 
dent de  la  manière  dont  les  surfaces  sont  définies. 

Lorsque  les  deux  surfaces  sont  définies  par  leurs  méridiennes  situées 
dans  le  même  plan,  on  obtient  des  points  communs,  et  par  suite  les 
parallèles  communs  aux  deux  surfaces,  en  prenant  les  points  communs 
aux  demi-méridiennes  respectives. 

Si  les  surfaces  sont  définies  d'une  manière  quelconque,  on  peut  se 
ramener  au  cas  [précédent  en  coupant  les  deux  surfaces  par  un  plan 
méridien. 

Enfin,  si  l'une  des  surfaces  est  une  surface  gauche  de  révolution,  on 
obtient  les  parallèles  communs  en  déterminant  les  points  de  rencontre 
de  la  première  surface  avec  la  génératrice  rectiligne  de  la  surface  gau- 
che. On  est  ainsi  ramené  à  la  détermination  des  points  de  rencontre 
d'une  droite  et  d'une  surface  de  révolution,  problème  qui  a  déjà  été 
résolu  (278). 

Lorsque  les  deux  surfaces  de  révolution  sont  quelconques,  on  peut 
encore  trouver  les  parallèles  communs  par  un  procédé  analogue  à 
celui  qui  a  été  exposé  au  n"*  275  pour  trouver  les  points  doubles  de  la 
méridienne  d'une  surface  de  révolution.  Supposons  en  effet  que  Ton 
se  propose  de  déterminer  les  parallèles  communs  aux  surfaces  derévo« 
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lu  tien  engendrées   par  'deux  lignes  quelconques  C  et  Ci  tournant 
autour  du  même  axe  Z.  Considérons,  pour  cela,  une  droite  mobile  A  Ai, 

assujettie  aux  conditions  suivantes  :  l""  elle 
s'appuie  sur  C  et  sur  Ci  ;  2*  elle  demeure 
perpendiculaire  à  Taxe.  Soit  w  l'intersection 
de  Taxe  avec  le  plan  mené  par  AA,  perpendi- 
culairement à  Z,  c'est-à-dire  le  pied  sur  l'axe 
de  la  perpendiculaire  commune  à  l'axe  et  à 
la  [droite  AAi,  et  soient  A  et  Ai  les  points 
de  rencontre  respectifs  de  AAi  avec  C  et 
avec  Cl.  Il  est  clair  que  si  A  et  Ai  sont  situés 
sur  un  parallèle  commun  aux  deux  surfaces,  le  point  a>  est  à  égale 
distance  de  A  et  de  Ai  ;  par  suite,  le  milieu  de  AAi  coïncide  avec  le 
pied  de  la  perpendiculaire  à  AAi  menée  par  c».  Or,  soient  M  et  I  le 
milieu  de  AAi  et  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  sur  AAi  par  c», 
c'est-à-dire  le  pied  sur  AAi  de  la  perpendiculaire  commune  à  cette 
droite  et  à  l'axe.  Quand  AAi  se  déplace,  elle  engendre  une  surface 
réglée  ;  le  point  M  et  le  point  I  décrivent  deux  lignes  de  cette  surface, 
et  si  H  est  un  point  commun  à  ces  deux  lignes,  la  position  correspon- 
dante de  AAi  passe  par  deux  points  B  et  Bi  situés  sur  le  même  paral- 
lèle ;  car  si  l'on  mène  du  point  H  le  plan  perpendiculaire  à  Z  rencon- 
trant l'axe  au  point  wi  et  coupant  les  lignes  C  et  Ci  aux  points  res- 
pectifs B  et  Bi,  le  point  H  est  à  la  fois  le  milieu  de  BBi  et  la 
projection  de  wi  sur  BBi. 

514.  Méthode  de  Dalaa  pour  déterminer  les  points  de  rencontre 
d'une  surface  gauolie  de  révolullon  et  d'une  droite. —  Cette  méthode 
est  une  application  immédiate  des  considérations  qui  précèdent. 

Proposons-nous  en  effet  de  déterminer  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  (ai,  cdb')  avec  Thyperboloïde  engendré  par  la  droite  {cg^  dg^ 
tournant  autour  de  l'axe  vertical  {ozy  o'z^.  Cela  revient,  ainsi  qu'on  l'a 
déjà  vu  à  plusieurs  reprises,  à  trouver  les  parallèles  communs  à  cet 
hyperboloïde  et  à  celui  qui  est  engendré  par  (ai,  a'I/)  en  tournant 
autour  du  même  axe.  On  peut  d'ailleurs  évidemment  remplacer 
(ai,  afl/)  par  la  droite  (aiii,  a[bi)  obtenue  en  rendant  la  première  de 
ces  deux  droites  de  front  par  une  rotation  autour  de  (oz,  o'z'). 

Appliquons  alors  la  remarque  faite  plus  haut,  et  considérons  la  sur- 
face engendrée  par  une  horizontale  s'appuyant  sur  (aiéj,  a\b\)  et  sur 
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{cg^  c'g').  Cette  surface  est  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  un  plan 
directeur  est  le  plan  horizontal  et  dont  l'autre  plan  directeur,  paral- 
lèle aux  deux  directrices,  est  le  plan  de  front  mené  par  [oz,  o'z').  Il  y 
a  donc,  sur  ce  paraboloïde,  une  génératrice  de  même  système  que 
(c^,  cy)  et  qui  est  verticale.  Elle  est  rencontrée  par  les  génératrice»  de 
l'autre  système,  c'est-à-dire  par  les  génératrices  horizontales  ;  de  sorte 


\%f 


que  les  projections  horizontales  des  génératrices  horizontales  passent 
par  un  point  fixe.  Pour  obtenir  ce  point  fixe,  il  suffit  de  construire  les 
projections  horizontales  de  deux  de  ces  génératrices,  celles  qui  sont 
projetées  verticalement  en  b\e!  et  en  a'/,  par  exemple,  ce  qui  donne 
le  point  f. 

Sur  ce  paraboloïde  hyperbolique  le  lieu  des  milieux  des  portions  de 
génératrices  horizontales  comprises  entre  (aiéi,  d^b\)  et  [cg^  c'g')  est 
une  droite,  dont  la  projection  horizontale  8  est  équidistante  de  aiéi  et 
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de  cg.  D'autre  part,  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  communes 
aux  génératrices  horizontales  et  à  Taxe  (o3.oV)a  pour  projection  hori- 
zontale le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  menées  du  point  o  aux 
projections  horizontales  de  ces  génératrices,  c'est-à-dire  la  circonfé- 
rence décrite  sur  of  comme  diamètre.  Ces  deux  lignes,  la  circonfé- 
rence décrite  sur  of  comme  diamètre  et  la  droite  S,  se  coupant  en  u 
et  en  t?,  les  génératrices  du  paraboloïde  projetées  horizontalement  en  fu 
et  en  fv  sont  celles  qui  sont  situées  dans  les  plans  des  parallèles  com- 
muns cherchés.  Ces  parallèles  sont  donc  décrits  :  le  premier  par  le 
point  {h.  A')  ou  par  le  point  (m,,  m',)  ;  le  deuxième  par  le  point  (g^  g') 
ou  par  le  point  fpi,  p\). 

On  a  donc  en  (m,  m')  et  en  (p,  p')  les  points  de  rencontre  cherchés 
de  la  droite  {ab,  a!b')  avec  l'hyperboloïde  engendré  par  (c^,  dg'). 


§  III.  —  Intersection  de  deux  stir faces  de  révolution 
dont  les  axes  sont  dans  le  même  plan, 

315.  Construction  des  points  de  riniersectlon.  ^  Pour  construire 
l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution,  on  considère  chaque  sur- 
face ou  l'une  des  surfaces  comme  engendrée  par  ses  parallèles  et  l'on 
détermine  les  points  de  rencontre  des  parallèles  tracés  sur  l'une  des 
surfaces  avec  l'autre.  Par  conséquent,  pour  obtenir  un  point  quel- 
conque de  l'intersection,  on  détermine  un  des  points  de  rencontre  d'un 
parallèle  de  la  première  surface  avec  la  deuxième;  pour  obtenir  toute 
l'intersection,  on  suppose  qu'un  point  décrive  une  fois  la  directrice  de 
la  première  surface  et,  pour  chaque  position  de  ce  point,  on  détermine 
les  points  de  rencontre  du  parallèle  correspondant  et  de  l'autre 
surface. 

Tout  revient  donc  à  déterminer  les  points  de  rencontre  de  la 
deuxième  surface  avec  un  parallèle  quelconque,  P,  de  la  première. 
Pour  cela,  il  y  a  deux  cas  à  examiner  suivant  que  les  deux  axes  de 
révolution,  qu'on  suppose  dans  le  même  plan^  sont  ou  ne  sont  pas 
parallèles. 

lo  Si  ces  axes  sont  parallèles,  on  coupe  les  deux  surfaces  par  le  plan 
du  parallèle  P  ;  ce  plan  coupe  la  deuxième  surface  suivant  des  paral- 
lèles dont  les  points  de  rencontre  avec  le  parallèle  P  sont  les  points 
demandés. 
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ip  Si  les  axes  ne  sont  pas  parallèles,  on  coupe  les  deux  surfaces  par 
une  sphère  auxiliaire  passant  par  le  parallèle  P  et  ayant  pour  centre 
le  point  de  rencontre  des  axes.  Cette  sphère  coupe  la  deuxième  sur- 
face suivant  des  parallèles  dont  les  points  de  rencontre  avec  P  sont 
les  points  demandés. 

D'ailleurs»  dans  les  deux  cas»  pour  effectuer  simplement  les  cons- 
tructions auxquelles  on  est  conduit  par  l'application  de  la  méthode,  il 
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est  indispensable  que  le  plan  des  axes  soit  parallèle  à  l'un  des  plans 
de  projection.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  il  y  aurait  tout 
avantage,  en  général,  à  s'y  ramener  par  un  changement  de  plan,  ou 
autrement. 
Dans  l'épure  ci-dessus,  les  axes  (oz,  o'z')  et  (of,  o'f)  sont  situés  dans 
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le  même  plan  de  front,  et  les  méridiennes  principales  sont  projetées 
verticalement  en  [i!  et  en  fx/.  La  sphère  auxiliaire  passant  par  le 
parallèle  a'6'  de  la  première  surface  a  pour  contour  apparent  sur  le 
plan  vertical  la  circonférence  de  centre  o'  et  passant  par  le  point  a'. 
Cette  circonférence  rencontre  fx'  en  des  points  tels  que  (/;  au  point  c' 
correspond  un  parallèle  de  la  deuxième  surface  projeté  verticalement 
en  (/rf.  Les  deux  parallèles  projetés  en  a'b'  et  en  c'a!  se  rencontrent 
en  deux  points  projetés  verticalement  à  l'intersection  m'  de  afb'  et  de 
dd!.  Ces  deux  points  appartiennent  à  l'intersection  des  deux  surfaces. 

Pour  déterminer  leurs  projections  horizontales,  on  observe  qu'ils 
sont  sur  la  sphère  auxiliaire  ;  dès  lors  ils  sont  sur  le  cercle  déterminé 
dans  cette  sphère  par  le  plan  horizontal  mené  par  m',  cercle  qui  est 
projeté  en  (hk^  h'k).  Il  en  résulte  que  les  points  de  l'intersection  qui 
sont  projetés  verticalement  en  m'  sont  projetés  horizontalement  en  m 
et  en  m^. 

n  faut  observer  que  le  point  m!  n'est  pas  toujours  la  projection  ver- 
ticale de  deux  points  réels  de  l'intersection.  Pour  qu'il  soit  la  projec- 
tion verticale  de  deux  points  réels  de  l'intersection,  il  faut  en  effet 
qu'il  soit  à  l'intérieur  du  cercle  de  contour  apparent  de  la  sphère  auxi- 
liaire sur  le  plan  vertical,  puisque  les  deux  points  de  l'intersection 
dont  il  est  la  projection  sont  situés  sur  cette  sphère.  Le  lieu  des 
points  m'  situés  à  l'extérieur  des  contours  apparents  des  sphères  auxi- 
liaires correspondantes  s'appelle  la  partie  parasite  de  la  projection 
verticale  de  l'intersection.  Chacun  de  ces  points  est  la  projection  ver- 
ticale de  deux  points  imaginaires  conjugués  de  l'intersection  et  symé- 
triques par  rapport  au  plan  des  axes,  de  sorte  que  la  droite  qui  les 
joint  est  réelle. 

516.  Tangente  en  un  point  de  rintersectlon.  —  On  peut  obtenir  la 
tangente  en  un  point  quelconque  de  Tintersection,  soit  en  la  considé- 
rant comme  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  ce 
point,  soit  en  menant  par  ce  point  la  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
normales.  C'est  la  dernière  méthode  qui  est  généralement  préférable, 
et  c'est  celle  qui  a  été  adoptée  pour  construire  la  tangente  au  point 
(m,  m')  dans  la  figure  précédente.  Pour  déterminer  le  plan  des  deux 
normales,  on  a  mené  la  normale  en  a'  à  la  méridienne  \>!  et  la  nor- 
male en  c'  à  la  méridienne  \>!\  ;  de  sorte  que  le  cône  des  normales 
relatif  au  parallèle  de  la  première  surface  projeté  en   a'bf  a  son  som- 
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met  en  (/*,  f),  tandis  que  le  cône  des  normales  relatif  au  parallèle  de 
la  deuxième  surface  projeté  en  dd'  a  son  sommet  en  (çp,  ©').  Les  nor- 
males en  (m,  rn!)  aux  deux  surfaces  sont  donc  projetées  en  (m/*,  m'f) 
et  en  (mç,  mV).  Comme  (/o,  f^^)  est  une  ligne  de  front  du  plan  de 
ces  deux  droites,  la  projection  verticale  de  la  tangente  en  (m,  m')  à 
l'intersection  est  la  perpendiculaire  m'ff  à  /"y.  Une  horizontale  du 
même  plan  étant  (/?,  /*'/%  la  projection  horizontale  de  la  même  tan- 
gente est  la  perpendiculaire  mp  à  fL 

517.  Sphères  limites  et  parallèles  limiies.  —  La  sphère  auxiliaire 
à  l'aide  de  laquelle  on  détermine  les  points  de  rencontre  de  la 
deuxième  surface  avec  un  parallèle  P  de  la  première,  coupe  en 
général  la  deuxième  surface  suivant  plusieurs  parallèles.  Quand  deux 
de  ces  parallèles  sont  confondus,  c'est-à-dire  quand  la  sphère  auxi- 
liaire est  inscrite  dans  la  deuxième  surface,  on  l'appelle  une  sphère 
limite  pour  cette  surface.  Le  parallèle  P  s'appelle  alors  un  parallèle 
limite. 

En  vertu  de  cette  définition,  le  rayon  d'une  sphère  limite  est  égal  à 
la  longueur  d'une  normale  menée  par  le  point  de  rencontre  des  axes 
à  l'une  quelconque  des  deux  surfaces.  Suivant  qu'on  mène  une  nor- 
male à  la  première  ou  à  la  deuxième  surface,  on  a  une  sphère  limite 
pour  la  première  ou  pour  la  deuxième  surface.  Il  n'y  a  pas  lieu  de 
considérer  comme  sphères  limites  celles  qui  correspondent  aux  nor- 
males confondues  avec  l'axe  de  révolution,  puisque  les  parallèles  de 
contact  sont  des  parallèles  de  rayons  nuls. 

Supposons  que  P  soit  un  parallèle  limite  pour  l'une  des  surfaces  et 
que  le  parallèle  de  contact  de  la  sphère  limite  correspondante  et  de 
l'autre  surface  rencontre  le  parallèle  P  en  un  point  M.  En  ce  point  la 
tangente  à  l'intersection  des  deux  ^rfaces  coïncide  avec  la  tangente 
au  parallèle  limite.  En  effet,  cette  droite  est  tangente  à  la  première 
surface  puisqu'elle  est  tangente  au  parallèle  P  de  cette  surface  ;  elle 
est  de  plus  tangente  à  la  deuxième  surface,  puisque  le  plan  tangent 
en  M  à  cette  surface  coïncide  avec  le  plan  tangent  en  M  à  la  sphère 
auxiliaire,  et  que,  d'autre  part,  la  sphère  auxiliaire  contient  le  paral- 
lèle P.  Elle  est  donc  bien  tangente  aux  deux  surfaces  et,  par  suite,  à 
leur  intersection. 

Parmi  les  sphères  dont  le  centre  est  le  point  de  rencontre  des  axes 
et  qui  coupent  l'une  des  surfaces  suivant  deux  parallèles  confondus,  se 
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trouvent  les  sphcres  qui  passent  par  les  parallèles  doubles  de  Tune  ou 
de  l'autre  surface,  quand  il  y  en  a.  Ces  sphères  ne  sont  pas  des  sphères 
limites,  mais  il  importe  néanmoins  de  les  déterminer  et  de  construire 
les  points  qui  les  fournissent,  et  qui  sont  évidemment  des  points  dou- 
bles de  l'intersection.  Les  tangentes  en  ces  points  s'obtiennent  d'ail- 
leurs par  la  méthode  habituelle. 

On  peut  considérer  un  parallèle  limite  d'une  des  surfaces  comme  un 
parallèle  qui  rencontre  l'autre  surface  en  deux  points  confondus.  A  ce 
point  de  vue  il  existe  des  parallèles  liihites  autres  que  ceux  qui  sont 

fournis  par  les  sphères  limites.  Si  nous 
revenons  en  effet  à  la  construction  des 
points  de  Tintersection  qui  sont  situés 
sur  un  parallèle  P  de  la  première  sur- 
face, ces  points  sont  situés  deux  à  deux 
sur  des  parallèles  de  la  deuxième  sur- 
V/'^^^^TA':.      \n         I  face.  Or,  soit  Q   un  parallèle  de  cette 

surface  rencontrant  en   M   et  en  N  le 
parallèle  P.   Ces  points  sont  symétri- 
ques par  rapport  au  plan  AOB  des  deux 
axes,  et  ils  sont  confondus  quand  les 
deux  parallèles  P  et  Q  sont  tangents  ;  de  sorte  que  P  et  Q  sont  alors 
deux  parallèles  limites  du  second  genre.  Il  est  clair,  du  reste,  que  si 
les  deux  parallèles  P  et  Q  sont  tangents,  le  plan  normal  à  ces  deux 

parallèles  au  point  oii  ils  se  touchent 
n'est  autre  que  le  plan  des  axes,  et, 
par  suite,  leur  point  de  contact  est 
un  point  commun  aux  deux  méri- 
diennes. 

Supposons,  pour  lixer  les  idées, 
(fue  le  plan  des  axes  soit  de  front,  et 
soit  m'  la  projection  verticale  d'un 
point  commun  aux  deux  méridiennes 
principales,  de  sorte  que  (rn,  m')  est 
un  point  de  Tintersection  des  deux  surfaces.  Au  point  (m,  m')  la  tan- 
^nte  à  l'intersection  étant  de  bout,  la  tangente  en  m'  à  la  projection 
verticale  de  l'intersection  n'est  plus  la  projection  verticale  de  la  tan- 
gente. Mais  si  l'on  appelle  n'  et  n',  les  points  de  rencontre  des  axes 
avec  les  normales  en   m!  aux  méridiennes  respectives,  la  tangente 
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en  m!  à  la  projection  verticale  de  l'intersection  s'obtient,  dans  le  cas 
général,  en  menant  du  point  w!  la  perpendiculaire  à  nVj.  Cette  cons- 
truction est  donc  valable  dans  le  cas  où  le  point  m'  est  un  point 
commun  aux  deux  méridiennes.  On  s'en  assure  sans  difficulté  par  des 
considérations  de  limites,  déjà  données  dans  une  autre  circons- 
tance (494). 

On  peut  observer,  à  ce  sujet,  que  si  une  perpendiculaire  au  plan  dçs 
axes  se  déplace  en  s'appuyant  sur  l'intersection,  comme  l'intersection 
est  symétrique  par  rapport  au  plan  des  axes  elle  la  rencontre  en  deux 
points  symétriques  par  rapport  à  ce  plan.  Si  ces  deux  points,  supposés 
d'abord  imaginaires  conjugués,  deviennent  réels,  au  moment  du  pas- 
sage ils  sont  confondus  avec  un  point  du  plan  des  axes  et  appartenant 
nécessairement  aux  deux  méridiennes.  Si  donc  on  suppose,  par 
exemple,  que  les  axes  soient  de  front,  la  projection  verticale  de  l'in- 
tersection réelle  et  la  partie  parasite  se  rejoignent  en  des  points  situés 
sur  les  méridiennes.  Elles  admettent  du  reste  les  mêmes  tangentes  en 
ces  points,  de  telle  sorte  qu'elles  sont  des  arcs  de  la  même  courbe. 

518.  Points  à  rioflnt  et  asymptotes.  —  Pour  qu'un  point  de  l'inter- 
section s'éloigne  à  l'infini,  il  faut  que  les. parallèles  des  deux  surfaces 
qui  passent  par  ce  point  s'éloignent  eux-mêmes  à  l'infini.  Ils  sont  alors 
à  l'infini  sur  les  cônes  asymptotes  ou,  plutôt,  sur  les  cônes  des  direc- 
tions asymptotiques  relatifs  aux  deux  surfaces.  Les  directions  des 
points  à  l'infini  dans  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution 
sont  donc  les  mêmes  que  les  directions  des  points  à  l'infini  dans  l'in- 
tersection des  cônes  directeurs  ou  cônes  des  directions  asymptotiques. 

En  un  point  à  l'infini  le  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution 
étant  confondu  avec  le  plan  tangent  au  cône  asymptote  (cône  qui  est  à 
distance  finie  ou  infinie),  pour  trouver  les  asymptotes  qui  correspon- 
dent à  une  direction  asymptotique  de  l'intersection  on  peut  remplacer 
chaque  surface  par  le  cône  asymptote  correspondant.  Ceci  revient  à 
dire  que  la  recherche  des  points  à  l'infini  et  des  asymptotes  de  l'inter- 
section de  deux  surfaces  de  révolution  se  ramène  à  la  résolution  de  ces 
problèmes  pour  leurs  cônes  asymptotes. 

519.  Points  sar  les  contours  apparents.  —  Si  le  contour  apparent 
est  un  parallèle,  on  obtient  les  points  cherchés  à  l'aide  de  la  sphère 
auxiliaire  qui  contient  ce  parallèle.  Si  le  contour  apparent  est  une 
méridienne,  on  coupe  l'autre  surface  par  le  plan  de  cette  méridienne 
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et  on  prend  les  points  de  rencontre  de  la  section  avec  la  méridienne 
considérée. 

Dans  tous  les  autres  cas,  la  détermination  des  points  sur  les  contours 
apparents  n'est  possible  qu'approximativement. 

§  IV.  —  Projection  de  tintersection  de  deux  quadriques 
de  révolution  sur  un  plan  de  symétrie. 

520.  Nature  de  la  projection  sur  le  plan  des  axes.  —  Supposons  que 
les  axes  de  deux  quadriques  de  révolution  soient  dans  le  même  plan.  Ce 
plan  est  alors  un  plan  de  symétrie  pour  les  deux  surfaces,  et,  si  on  le 
prend  comme  plan  de  projection,  la  projection  de  l'intersection  sur  ce 
plan  est  une  conique.  Ceci  résulte  du  théorème  suivant  déjà  rappelé  : 
Si  deux  quadriques  ont  un  plan  diamétral  commun  par  rapport  à  la 
même  direction  de  cordes,  la  projection  de  leur  intersection  sur  ce  plan 
est  une  conique. 

Proposons-nous  alors  de  trouver  la  nature  de  cette  conique  :  il  suffit, 
pour  cela,  d'avoir  le  nombre  de  ses  points  à  l'infini.  Mais  pour  obtenir 
les  points  à  l'infini  de  l'intersection  de  deux  quadriques  de  révolution, 
on  peut  remplacer  ces  deux  quadriques  par  deux  autres  respectivement 
homothétiques  aux  premières.  Imaginons  donc  qu'on  remplace  les 

deux  quadriques  par  deux  autres  respectivement 
homothétiques  et  circonscrites  à  la  même  sphère. 
Appelons  Q  et  Qi  ces  deux  nouvelles  quadriques. 
Comme  elles  sont  circonscrites  à  la  même  sphère, 
elles  sont  bitangentes  en  deux  points  A  et  B 
situés  sur  la  droite  d'intersection  des  plans  des 
deux  courbes  de  contact,  situés  par  suite  sur  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  des  axes  ;  il  en 
résulte,  ainsi  qu'on  le  démontre  en  géométrie  analytique,  qu'elles  se 
coupent  suivant  deux  courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  AB  et 
forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  des  courbes  de  contact. 
Ces  deux  courbes  planes  étant  situées  dans  deux  plans  perpendiculaires 
au  plan  des  axes,  se  projettent  sur  ce  plan  suivant  deux  droites  qui 
passent  par  les  points  à  l'infini  de  la  projection  de  l'intersection  des 
deux  quadriques  données  sur  le  même  plan  ;  ces  deux  droites  sont  donc 
les  directions  des  points  à  l'infini  de  la  projection  de  l'intersection  sur 
le  plan  des  axes. 
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Cette  projection  sera,  d'après  cela,  du  genre  ellipse,  du  genre  hyper- 
bole ou  du  genre  parabole,  selon  que  ces  deux  droites  seront  imagi- 
naires, réelles  et  distinctes,  ou  confondues. 

En  particulier,  si  Vune  des  quadriqups  est  une  sphère^  la  projection 
sur  le  plan  des  axes  est  une  parabole.  En  effet,  remplaçons  la  quadrique 
qui  n'est  pas  une  sphère  par  une  quadrique  homothétique  circonscrite 
à  la  sphère.  On  peut  considérer  cette  quadrique  et  la  sphère  comme  se 
coupant  suivant  deux  courbes  planes  confondues;  par  suite  la  projec- 
tion de  l'intersection  sur  le  plan  des  axes  n'a  qu'une  direction  asymp- 
totique  qui  est  la  trace,  sur  ce  plan,  du  plan  de  la  courbe  de  contact. 
Donc  cette  projection  est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à 
l'intersection  du  plan  des  axes  avec  le  plan  de  la  courbe  de  contact, 
trace  dont  la  direction  est  évidemment  perpendiculaire  à  l'axe  de 
révolution  de  la  quadrique  qui  n'est  pas  une  sphère. 

Lorsque  l'une  des  quadriques  est  un  hyperboloïde,  les  points  à 
l'infini  sur  cette  quadrique  étant  les  mêmes  que  sur  le  cône  asymptote, 
on  peut,  pour  avoir  la  nature  de  la  projection  de  l'intersection  sur  le 
plan  des  axes,  remplacer  cette  même  quadrique  par  son  cône  asymp- 
tote. D'après  cela  : 

i«  Si  les  deux  surfaces  sont  des  hyperboloïdes,  la  projection  de 
l'intersection  sur  le  plan  des  axes  est  du  genre  hyperbole;  car  les 
cônes  asymptotes  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes  de  manière 
qu'ils  soient  circonscrits  à  la  même  sphère  se  coupent  suivant  deux 
courbes  planes  distinctes; 

2**  Si  l'une  des  surfaces  est  un  ellipsoïde  allongé  et  l'autre  un  hyper- 
l)oloïde,  la  projection  est  du  genre  hyperbole  également;  en  effet, 
prenons  comme  sphère  inscrite  celle  qui  a  pour  grand  cercle  Téqua- 
leur  de  l'ellipsoïde,  et  circonscrivons  à  cette  sphère  un  cône  égal  au 
cône  asymptote  de  Thyperboloïde.  11  suffit  alors  de  faire  la  figure  pour 
s'assurer  que  ce  cône  circonscrit  et  l'ellipsoïde  se  coupent  suivant  deux 
courbes  planes  distinctes. 

3°  Si  l'une  des  surfaces  est  un  ellipsoïde  aplati  et  l'autre  un  hyper- 
boloïde, la  projection  de  l'intersection  sûr  le  plan  des  axes  est  du 
genre  ellipse;  en  effet,  il  suffit  de  recommencer  les  opérations  du 
deuxième  cas  en  prenant  comme  sphère  inscrite  celle  qui  a  pour 
grand  cercle  l'équateur  de  l'ellipsoïde  ;  on  voit  ainsi  que  l'ellipsoïde 
et  le  cône  circonscrit  à  cette  sphère  ne  se  coupent  pas. 

4°  Si  une  seule  des  deux  surfaces  est  un  ellipsoïde  aplati,  on  voit 
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par  les  mêmes  considérations  que  la  projection  est  un  arc  d'ellipse  : 
c  est  le  seul  cas  où  Ton  puisse  avoir  un  arc  d'ellipse. 

52i.  Asymptotes  de  la  projection.  —  Quand  la  projection  de  Tinter- 
section  sur  le  plan  des  axes  est  du  genre  hyperbole,  il  est  aisé  d'en 
avoir  les  asymptotes.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  plan  des 
axes  soit  le  plan  horizontal,  et  soit  8  une  direction  asymptotique  de  la 
projection  horizontale  de  l'intersection.  Le  plan  vertical  mené  par  o 

coupe  les  deux  quadriques  suivant  deux  co- 
niques r  et  r,  dont  les  quatre  points  de 
rencontre  sont  deux  à  deux  symétriques  par 
rapport  au  plan  horizontal  et  se  projettent 
sur  S;  mais  la  droite  8  ne  rencontre  qu'en 
un  point  à  distance  finie  la  projection  horizon- 
tale de  l'intersection,  l'autre  point  de  rencontre 
étant  à  l'infini.  Il  en  résulte  que  deux  des  points  communs  aux 
coniques  F  et  Tj  déterminéesdanslesdeux  quadriques  sont  à  l'infini; 
par  suite  ces  deux  coniques  sont  homothétiques,  de  sorte  que  le  plan 
vertical  mené  par  S  est  un  plan  de  sections  homothétiques  dans  les 
deux  quadriques.  Si  la  droite  3  se  déplace  parallèlement  à  elle-même, 
les  deux  coniques  r  et  Tj  se  déplacent  et  leurs  deux  autres  points  de 
rencontre  s'éloignent  indéfiniment  lorsque  S  se  rapproche  indéfiniment 
d'une  asymptote  a  delà  projection  horizontale  de  l'intersection.  Pour 
cette  position  de  la  droite  8  les  deux  coniques  r  et  Ti  sont  homothé- 
tiques et  concentriques. 

Or  le  lieu  du  centre  de  r  quand  son  plan  se  déplace  parallèlement 
à  lui-même  est  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  par  rapport  à  la  pre- 
mière quadrique;  ce  diamètre  est  d'ailleurs  évidemment  dans  le  plan 
des  axes.  Il  en  résulte  que  l'asymptote  A  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  diamètres  conjugués  du  plan  vertical  mené  par  o  par 
rapport  aux  deux  quadriques;  donc,  en  menant  par  ce  point  de  ren- 
contre la  parallèle  à  la  direction  asymptotique  8,  on  aura  l'asymptote 
correspondante  a  de  la  projection  horizontale.  On  opère  de  même 
pour  trouver  l'autre  asymptote. 

522.  Remarque.  —  Les  considérations  développées  au  numéro  pré-' 
cèdent  montrent  qu'en  déterminant  les  directions  asymptotiques  de 
la  projection  de  Tintersection  sur  le  plan  des  axes,  on  a  déterminé  par 
cela  même  des  plans  qui  coupent  les  deux  quadriques  suivant  des 
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courbes  homothétiques.  Dans  deux  quadriques  il  y  a  en  général  trois 
couples  de  plans  jouissant  de  cette  propriété.  On  s'en  assure  et  on  les 
obtient  en  transportant  les  cônes  asymptotes  parallèlement  à  eux-mêmes 
de  manière  à  leur  donner  le  même  sommet.  Ces  deux  cônes  ont  alors 
quatre  génératrices  communes  qui  peuvent  être  associées  deux  à  deux  de 
trois  manières,  et  tout  plan  passant  par  deux  de  ces  génératrices  est  un 
plan  tel  que  tout  plan  parallèle  coupe  les  deux  quadriques  suivant  deux 
coniques  homothétiques.  Il  y  a  donc  bien  trois  couples  de  plans  jouis- 
sant de  cette  propriété.  Un  seul,  parmi  ces  trois  couples,  est  composé 
de  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  des  axes,  quand  les  axes  sont 
dans  le  même  plan. 

523.  Théopôine.  —  Lorsque  deux  quadriques  de  révolution  ont  leurs 
axes  de  révolution  parallèles^  et  que  les  plans  de  symétrie  perpendicu- 
laires à  ces  axes  coïncident,  la  projection  de  leur  intersection  sur  ce 
plan  de  symétrie  commun  ou  sur  tout  plan  parallèle  est  un  cercle. 

Prenons  en  effet  le  plan  de  symétrie  commun  pour  plan  des  art/, 
et  pour  axe  des  z  Taxe  de  révolution  d'une  des  surfaces.  L'équation  de 
cette  surface  sera  alors  de  la  forme 

celle  de  la  deuxième  surface  sera 

A.  [(x  ~  a)«  4-  (y  -  P)«]  -+.  AÎ2«  -h  Dt  =  0. 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  projection  de  leur  intersection  sur  le 
plan  des  art/,  il  suffit  d'éliminer  z,  ce  qui  donne 

AAÎ(a?«  -h  y')  —  A,A''[(ar  —  a)«  -h  (y  —  ?)*]  -h  DA;  —  AT)t  =  0. , 

On  obtient  donc  bien  ainsi  l'équation  d'une  circonférence. 

52i.  Application.  —  Méthode  de  M.  Rouché  pour  déterminer  les 
points  de  rencontre  d'une  surface  gauche  de  révolution  et  d'une  droite. 

Proposons-nous,  d'après  cela,  de  déterminer  les  points  de  rencontre 
d'une  droite  (a^,  a'6')  avec  la  surface  gauche  dont  l'axe  est  (os,  oV), 
et  dont  [cg^c'g^)  estunegénératriceprincipale.  Pour  cela,  déterminons 
d'abord  le  point  de  rencontre  de  (a6,  a'U)  avec  le  plan  du  cercle  de 
gorge  de  la  surface  gauche.  Puis  considérons  le  point  (2,  a!)  ainsi 
obtenu  comme  le  pied,  sur  (aô,  a'6%  de  la  perpendiculaire  commune 
à  cette  droite  et  à  une  autre  droite  verticale.  Cette  droite  verticale 
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n'est  pas  déterminée,  et  il  suffit  que  sa  projection  horizontale  soit  un 

point  de  la  perpendicu- 
laire à  ab  menée  par  a. 
Dans  répure  on  a  choisi 
la  verticale  (oiZi,  o\z\). 

Imaginons  enfin  la  sur- 
face gauche  engendrée 
par  (aô,  a'b")  en  tournant 
autour  de  (oiZi^o\z\). 
Cette  surface  gauche  et 
la  surface  proposée  rem- 
plissant les  conditions 
énoncées  plus  haut,  la 
projection  horizontale 
de  leur  intersection  est 
un  cercle.  On  a  immé- 
diatement quatre  points 
de  ce  cercle  à  l'aide  des 
deux  plans  horizontaux 
a'o'  et  aV.  Trois  seule- 
ment de  ces  points,  les 
points  ^,  e,  /*,  ont  été 
marqués  sur  l'épure.  La 
projection  horizontale  de 
l'intersection  des  deux 
surfaces  gauches  est  donc  la  circonférence  passant  par  les  trois 
points  d,  e,  f.  Cette  circonférence  rencontrant  ab  en  m  et  en  p,  on 
en  conclut  que  les  points  cherchés  sont  {m^m!)  et  (p,pO- 

525.  Exécution  d*une  épure.  —  Intersection  de  deux  quadriques  de 
révolution  dont  les  axes  sont  dans  le  même  plan  de  front. 

L'une  des  quadriques  est  une  surface  gauche  à  axe  vertical  (a,  o'z')  ; 
elle  est  définie  par  son  axe  et  par  une  génératrice  principale  (G,  G'). 
L'autre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  défini  par  sa  méridienne 
principale  b'p'p^a'-/^  et  dont  l'axe  est  (a8,  a'8').  Les  axes  se  rencon- 
trent donc  au  point  (a,  a'). 

Détermination  d'un  point  de  V intersection.  —  Prenons  un  point 
(9^  9')  sur  la  génératrice  (G,  G')  de  la  surface  gauche,  et  cherchons  un 
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point  de  l'intersection  situé  sur  le  parallèle  du  point  (^,  g').  Pour 
cela,  cherchons  d'abord  les  projections  du  parallèle,  puis  décrivons 
une  sphère  auxiliaire  passant  par  ce  parallèle  et  ayant  pour  centre  le 
point  de  rencontre  (x,  a!)  des  axes.  Le  contour  apparent  de  cette 
sphère  sur  le  plan  vertical  est  la  circonférence  de  centre  a'  et  passant 
par  les  points  ^i  et  ^^  ;  elle  rencontre  la  méridienne  de  Tellipsoîde 
aux  points  p'  et  /  auxquels  correspond  un  parallèle  projeté  verticale- 
ment en  PY  ®^  qui  ^t  un  parallèle  commun  à  l'ellipsoïde  et  à  la 
sphère  auxiliaire.  Ce  parallèle  et  le  parallèle  du  point  [g,  cf)  se  cou- 
pent en  deux  points  :  l'un  quelconque  de  ces  points,  (m,  m')  par 
exemple,  est  l'un  des  points  cherchés. 

Tangente  au  point  (m,  m').  —  C'est  la  perpendiculaire  menée  par  ce 
point  au  plan  des  deux  normales.  La  normale  à  l'ellipsoïde  au  point 
projeté  verticalement  en  y  rencontre  Taxe  de  cette  surface  au  point 
(o,  o')  ;  la  normale  à  l'ellipsoïde  au  point  (m,  m!)  est  donc  projetée  en 
(mû,  m'ô').  La  normale  à  l'hyperboloïde  au  point  (j,  g')  est  perpendi- 
culaire à  la  génératrice  (G,  G')  qui  est  de  front  ;  elle  est  donc  projetée 
verticalement  suivant  la  perpendiculaire  à  G'  menée  par  le  point  ^  et 
rencontre  l'axe  de  l'hyperboloïde  au  point  (a,  81).  Il  en  résulte  que 
S'8',  est  la  projection  verticale  d'une  ligne  de  front  du  plan  des  deux 
normales  et,  par  conséquent,  que  la  tangente  en  m'  à  la  projection 
verticale  de  l'intersection  est  la  perpendiculaire  m'i!  menée  à  o'SJ  par 
le  point  m'. 

Une  horizontale  du  plan  des  deux  normales  est  celle  qui  est  pro- 
jetée verticalement  en  8if  et  horizontalement  en  «/;  donc  la  tan- 
gente en  m  à  la  projection  horizontale  de  Tintersection  est  la  perpen- 
diculaire mt  menée  à  ^l  par  le  point  m.  Ainsi  la  tangente  à  Tinter- 
section  au  point  (m,  m')  est   (mi,  mit'). 

Points  sur  les  contours  apparents,  —  Les  points  situés  sur  les  con- 
tours apparents  verticaux  sont  les  points  de  rencontre  des  méridiennes 
principales  ;  ils  sont  projetés  en  (a,  a'}  et  en  (6,  b'). 

Les  points  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  Thyperbo- 
loïde  s'obtiennent  par  la  méthode  générale  au  moyen  de  la  sphère 
auxiliaire  qui  passe  par  le  cercle  de  gorge  ;  ils  sont  projetés  en  (c,  &) 
et  en  (ci,  c'). 

Les  points  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  Tellipsoïde 
ne  peuvent  être  obtenus  qu'approximativement  et  après  le  tracé  de  la 
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projection  verticale.  La  courbe  de  contact  du  cylindre  vertical  cir- 
conscrit à  rellipsoîde  est  située  dans  un  plan  de  bout  ;  la  trace  verticale 
de  ce  plan  rencontre  la  projection  verticale  de  l'intersection  des  deux 
surfaces  en  un  point  dont  la  ligne  de  rappel  fournit  les  points  situés 
sur  le  contour  apparent  en  projection  horizontale. 

Ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale.  —  On  Tobtient 
par  le  procédé  ordinaire  en  cherchant  Tintersection  des  plans  de  con- 
tour apparent  horizontal  :  c'est  une  ligne  de  bout  dans  le  cas  actuel. 

Parallèles  limites.  —  H  n'y  a  ici  qu'un  parallèle  limite  pour  l'hy- 
perboloide.  Pour  l'obtenir,  il  faut  mener  du  point  (x,  af)  une  normale 
à  l'hyperboloîde.  Une  de  ces  normales  étant  perpendiculaire  à  la  géné- 
ratrice de  front  (G,  G')  est  projetée  verticalement  suivant  la  perpen- 
diculaire à  G'  menée  par  oc'.  Son  pied  est  projeté  en  (n,  n';,  et,  si 
on  l'amène  dans  le  plan  de  front  de  Taxe  (2,  «x'zO  par  une  rotation, 
elle  est  projetée  en  (»it,  a/n,'}.  La'  sphère  limite  correspondante  a 
donc  pour  rayon  i^n[  ;  elle  coupe  l'ellipsoïde  suivant  un  parallèle 
projeté  verticalement  en  iz/d'  et  qui  rencontre  en  deux  points  {d^  d^ 
et  {di,  d')  le  parallèle  du  point  (n,  n%  c'est-à-dire  le  parallèle  de 
contact  de  l'hyperboloîde  et  de  la  sphère  limite.  Ces  deux  points  sont 
ceux  qui  sont  situés  sur  le  parallèle  limite,  et  la  droite  xi^d'  est  tan- 
gente en  (f  à  la  projection  verticale  de  l'intersection. 

Points  à  l'infini  et  asymptotes  de  la  projection  verticale.  —  En  vertu 
de  ce  qui  précède  (520),  la  projection  verticale  de  l'intersection  est  un 
arc  d'hyperbole.  Pour  obtenir  ses  directions  asymptotiques,  considé- 
rons la  sphère  inscrite  dans  l'ellipsoïde  suivant  l'équateur,  et  circons- 
crivons à  cette  sphère  un  cône  égal  au  cône  asymptote  de  l'hyperbo- 
loîde. Le  contour  apparent  de  ce  cône  sur  le  plan  vertical  se  compose 
de  deux  tangentes  au  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  de  la 
sphère  inscrite  suivant  l'équateur  de  rellipsoîde;  l'une  de  ces  tan- 
gentes est  parallèle  à  G',  et  elles  se  coupent  au  point  o'.  On  en  con- 
clut que  pY  et  pi^i  sont  les  directions  asymptotiques  de  la  projec- 
tion verticale. 

Cherchons  l'asymptote  parallèle  à  p'q'  par  exemple.  Pour  cela, 
prenons  les  diamètres  conjugués  de  pY  dans  chacune  des  deux  méri- 
diennes, et,  par  le  point  de  rencontre,  o^  de  ces  deux  droites,  menons 
la  parallèle  &h'  à  p'q';  nous  aurons  ainsi  l'asymptote  cherchée,  et  on 
obtiendrait  de  même  celle  qui  est  parallèle  à  p\q[. 
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Ponctuation.  —  Pour  faire  la  ponctuation,  on  a  représenté  le  solide 
commun  aux  deux  corps  supposés  pleins. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  III 


i.  Construire  rîntersection  d'une  sphère  et  d*un  cône  de  révolution  dont 
Taxe  est  dans  le  plan  de  front  mené  par  le  centre  de  la  sphère.  Trouver  la 
nature  de  la  projection  verticale  de  Tintersection. 

2.  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  de  front  et  deux  droites  situées 
dans  le  même  plan.  Le  cercle  en  tournant  successivement  autour  des  deux 
droites  engendre  deux  tores  ;  construire  l'intersection  des  deux  surfaces, 
et  trouver  la  nature  de  la  projection  verticale  de  cette  ligne. 

3.  Un  tore  à  axe  vertical  est  défini  par  son  axe  et  par  son  contour  appa- 
rent sur  le  plan  vertical.  Par  le  point  a'  le  plus  à  gauche  du  cercle  de 
gauche  on  mène  la  tangente  supérieure  au  cercle  de  droite,  et  au  point  s\ 
autre  que  a',  où  cette  tangente  rencontre  le  cercle  de  gauche  on  mène  la 
tangente  à  ce  cercle.  On  prend  enfîn  le  point  ^  comme  sommet  d*un  cône 
de  révolution  dont  les  génératrices  principales  sont  les  deux  tangentes 
considérées.  Construire  Tintersection  du  tore  et  du  cône  et  trouver  les 
points  remarquables  de  Tintersection. 

A.  Un  cône  et  un  cylindre  de  révolution  ont  leurs  axes  perpendiculaires 

entre  eux  dans  le  même  plan  de  front.  L^axe 
du  cône  est  {os,  o's')  et  son  contour  apparent 
sur  le  plan  vertical  est  ose  ;  l'axe  du  cylindre 
est  (au),  aW)  et  son  rayon  est  connu.  Intersection 
des  deux  surfaces,  points  remarquables^  nature 
de  la  projection  verticale  de  cette  intersection  et 
ligne  des  points  doubles  en  projection  horizon- 
taie. 

5.  On  donne  un  triangle  ABC.  On  fait  tourner  AB  autour  de  AC  et  AC 
autour  de  BC.  Intersection  des  deux  cônes  de  révolution  ainsi  définis. 

6.  On  donne  un  parallélogramme  ABCD  dans  le  plan 
horizontal.  On  fait  tourner  AB  autour  de  CD  et  autour 
de  BD.  Intersection  des  deux  surfaces  de  révolution 
ainsi  engendrées. 

7.  Deux  ellipses  doublement  tangentes  situées  dans  le  plan  vertical  de 
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projection  tournent,  l'une  autour  de  son  grand  axe,  et  Tautre  autour  de 
son  petit  axe.  Intersection  des  deux  ellipsoïdes  ainsi  engendrés. 

8.  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  de  rayons  respectifs 
r  et  r',  dont  les  axes  sont  deux  droites  rectangulaires  du  plan  horizontal. 

9.  Une  sphère  a  son  centre  sur  une  génératrice  d*un  hyperholoîde  de  ré- 
volution à  axe  vertical  et  passe  par  un  point  donné  de  cette  génératrice. 
Construire  Tintersection  des  deux  surfaces. 

10.  Deux  cônes  de  révolution  engendrés  par  la  même  droite  ont  leurs 
axes  parallèles  au  plan  vertical.  Cionstruire  leur  intersection . 

11.  Construire  Tintersection  de  deux  cônes  de  sommets  donnés  circons- 
crits à  la  même  sphère. 

12.  Par  un  point  B  situé  dans  le  plan  horizontal  on  mène  les  deux  tan- 
gentes Bâ  et  fiC  à  une  ellipse  située  dans  le  même  plan.  Construire  l'in- 
tersection des  deux  surfaces  obtenues  en  faisant  tourner  Tellipse  autour  de 
AB  et  AB  autour  de  BC. 

13.  Cadre  27«»  sur  44*».  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 
cadre,  à23«»  du  bord  inférieur. 

Représenter  par  ses   deux  projections   la 

s^     y  partie,  extérieure  à  une  sphère  donnée,  du 

/  solide  compris  entre  un  hyperboloïde  de  ré- 

I      ^""t  volutionà  une  nappe,  son  cône  asymptote,  un 

plan  horizontal  à  lacoteO'^,200  et  le  pian  ho- 
rizontal de  projection. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (j,  s!)  vertical,  à 

\  0«»,140  du  plan  vertical  de  projection  et  au 

>^--rv?-{-^-^— ^^  milieu  de  la  feuille  ;  son  collier,  dont  la  cote 

[       \  T^\s    '        ^  vaut  0™,  120,  et  sa  trace  horizontale  ont  res- 

\       \     \     /       /  pectivement  des  rayons  égaux  à  O^jOSO  et  à 

\^     \^    y  La  sphère  dont  le  centre  (o,  o')  se  trouve 

^~'"'  sur  le  plan  de  profil  conduit  par  Taxe  de  Thy- 

perboloïde  à  0°^,198  du   pian  vertical  et  à  l)°^,102  du  plan  horizontal 
passe  par  le  sommet  (5,  s')  du  cône  asymptote. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  détermi- 
ner un  point  quelconque  des  lignes  d'intersection  de  la  sphère  avec  l'hy- 
perboloïde et  son  cône  asymptote  et  les  tangentes  en  ces  points. 

(R.  Malloizel.) 

14.  Cadre  27'="^  sur  42«™ .  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 
cadre  et  au  milieu. 


I 

/      I 

!/    '      I 
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Un   tore  dont    Taxe   (o,  o'ï)  est    vertical,     œta  =  u)y,      wo  =  iO^^'jS, 

est  engendré  par  une  circonférence  (c,  &)  située 
/   iz/  dans  le  plan  de  front  passant  par  Taxe;   son 

rayon  est  de  4«™,  et  o'cf  =  6«™.  Le  centre  c/ 
est  à  S^»^  de  la  ligne  de  terre. 

Une  sphère  dont  le  centre  est  sur  la  verticale 
passant  par  le  point  (c,  c')  est  tangente  au  tore 
au  point  (d,  d')  et  en  un  point  de -la  circonfé- 
rence cj. 

On  demande  :  !<»  de  trouver  les  projections  de 
Tintersection  de  la  sphère  et  du  tore  ;  2<»  de  re- 
présenter le  tore  entaillé  par  la  sphère. 

R.  Malloizel.) 


15.  Cadre  27*=™  sur  42«™.  —  Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés 
du  cadre  et  à  16*^™  du  bord  inférieur. 

a?A  =  l«a  ;    AB  =  BC  =  CA  =  25«»  ;    j|p  =  4«»  ;    qc  =z  3«». 

Un  tétraèdre  régulier  repose  par  sa  base  ABC 
sur  le  plan  horizontal. 

Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  le  point  A 
et  pour  base  la  circonférence  inscrite  dans  le 
triangle   SBC. 

Un  hyperboloïde  de  révolution  a  pour  axe  la 
verticale  qui  passe  par  le  sommet  S  et  pour  gé- 
nératrice la  droite  du  plan  ASC  qui  se  projette 
suivant  p^. 

Trouver  la  projection  horizontale  de  l'intersec- 
tion du  cône  et  de  Phyperboloïde^  et  représenter  la  partie  du  tétraèdre 
supposé  plein  extérieure  aux  deux  surfaces  précédentes . 

(R.  Malloizel.) 
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16.  Cadre  27«"  sur  42«".  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 

cadre  et  au  milieu. 

Xià  =  wy,  0)0  =  10*°,3,  ti>o'  =  8«", 
oV  =  4«°»,  c'd'  =  6«°»  ;  aV  tangente 
au  cercle  c'  en  a'  sur  ws'  ;  f'sf  tangente 
au  cercle  c'  et  parallèle  à  xy. 

Un  tore  a  pour  axe  la  verticale  (o,  toz  ' 
et  est  engendré  par  le  cercle  (c,  cf)  situé 
dans  le  plan  de  front  passantpar  l'axe. 
Un  cône  de  révolution  a  pour  axe  la 
droite  [sc^  s'd)  et  pour  méridienne 
principale  les  droites  aV  et  fs'. 
On  demande  les  projections  de  Tintersection  du  tore  et  du  cône. 
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Représenter  le  tore  entaillé  par  le  cône. 

Développement   du  cône  et   de  la  courbe  d'intersection. 

(R.  Malloizel), 


17.  Cadre  :  27*™  sur  42«™.  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 

cadre  et  au  milieu. 

Un  tore  a  son  axe  vertical  (o,  oj^)  ;  to  est 
au  milieu  de  la  feuille,  coo  =  10*"^;  il  est 
engendré  par  une  circonférence  (c,  cf)  de 
rayon  cfaf  =  S®"*  situé  dans  le  plan  de 
front  FF  passant  par  Taxe,  o'n»  =  ?*■■, 
o'cf  =  6»™ . 

Un  cône  de  révolution  a  son  axe  dans 
le  plan  de  front  FF  ;  la  méridienne  prin- 
cipale du  cône  se  compose  des  deux  droites 
o's'  et  s^b'  (o's'  est  la  tangente  menée  de  o' 
au  cercle  cf  ;  sfb'  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  déterre).  La  projection  verticale  de  Taxe  est  ^d. 

On  demande  :  1<>  de  trouver  les  projections  de  l'intersection  du  tore  et 
du  cône  ;  2»  de  représenter  le  cône  limité  au  plan  horizontal  et  entaillé 
par  le  tore.  (R.  Malloizel.) 


zf\ 


P  \a'        ^ 


18.  Cadre  27*°^  sur  42«'».   —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 
cadre  et  au  milieu. 
Un  parabololde  de  révolution  dont  Taxe  (o,  tùz')  est  vertical,    xin  =  coy, 

OU)  =  i0«",5,  est  engendré  par  une  para- 
bole située  dans  le  plan  de  front  £E.  La  pro- 
jection verticale  f  du  foyer  de  la  parabole 
est  telle  que  mf  =  10«™,  la  projection  du 
sommet  est  en  o',    fa'  =  2«". 

On  considère  le  point  (5,  s')  situé  sur  le  pa- 
rallèle du  parabololde  dont  le  plan  passe  par 
f  et  tel  que  0^  fait  45<^  avec  œy.  On  mène  le 
plan  tangent  en  ce  point  au  parabololde  et 
on  détermine  sa  trace  verticale  ap  ;  dans  ce 
plan  on  mène  la  droite  {sb,  s'b')  telle  que 
(ab  =  2®".  On  trace  une  circonférence  de 
rayon  4°™,3  tangente  à  aP  au  point  b'  et  en 
dessous.  Cette  circonférence  située  dans  le 
plan  vertical  est  la  base  d'un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  [sb,  sfb') . 

On  demande  :  1°  de  trouver  les  projections  de  l'intersection  du  parabo- 
lolde et  du  cylindre  ;  2<'  de  représenter  le  parabololde  entaillé  par  le 
cylindre  et  limité  au  plan  horizontal.  (R.  Malloizbl.) 
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19,  Cadre  27««  sur  42«».  —  Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  du 
cadre  et  au  milieu.    a>y  =  uxc. 
Un  hyperbololde  de  révolution  à  une  nappe  a  pour  axe  la  verticale 

(o,  co^),  0)0  =  i0«",5.  Son  centre  est  le 
point  (o,  o'),  u)o'  =  9«".  Le  cercle  de  gorge 
a  pour  rayon  oa  =  3®".  La  génératrice 
(G,  G')  fait  un  angle  de  45o  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

Un  cône  de  révolution  a  son  sommet  en 
(5,  s*)  ;  le  point  *'  est  sur  Gi  et  <ss'  =  10«"». 
L'axe  du  cône  est  dans  le  plan  de  front  pas- 
sant par  Taxe  de  Thyperboloîde.  La  méri- 
dienne principale  du  cône  se  compose  de  la 
verticale  (s,  s'E')  passant  par  le  sommet  du 
cône  et  de  la  droite  (5D,  ^'D')  parallèle  à  la 
droite  (G,  G').  La  projection  verticale  de  l'axe  du  cône  est  la  bissectrice 
*'K'  de  rangle  obtus  EVD'. 

On  demande  les  projections  de  Tintersection  du  cône  et  de  la  surface 
gauche  de  révolution.  On  représentera  le  solide  commun,  qu*on  limitera 

au  plan  horizontal  et  à  un  plan  horizontal  de 
cote  45®". 

On  fera  la  construction  d'un  point  quelconque 
et  de  la  tangente  en  ce  point,  la  construction 
des  points  sur  les  contours  apparents  et  la  cons- 
truction des  asymptotes.        (R.  Malloizel.) 


20.  intersection  d'une  sphère  avec  un  cône  de 
révolution  droit. 

L'épure  servant  de  composition  de  dessin  devra 
être  passée  à  Tencre  de  Chine. 
{Ecole  den  mines  de  Saint-Etienne,  concours  supplémentaire  1890.) 


21.  Pénétration  d'un  cône  de  révolution  dont  Taxe  est  parallèle  à  LT, 

de  sommet  (s,  s'),  dans  un  cône  de  révolu- 
tion dont  Taxe  est  vertical  ;  les  axes  des 
cônes  se  rencontrant. 

Tangente  à  l'intersection. 

Développement  des  surfaces. 

Représenter  les  deux  cônes  par  des  gé- 
nératrices équidistantes. 

Dégager  et  figurer  à  part  le  solide  com- 
mun. 

Passer  toute  l'épure  à  l'encre  de  Chine. 

(Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne,  concours  de  i893.) 
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22.   Sphère  et  cylindre  de  révolution.  —  Une  sphère  a  pour  centre  le 
point  (o,  o').  Son  rayon  est  égal  à  ôô""*. 
Un  cylindre  de  révolution  a  pour  axe  la  droite(mn,  mV).  En  projection 

C3jr-^  2C0  horizontale    le    point    m 

*"i  '-*        coïncide  avec  le  point  o  ; 

en  projection  verticale  le 
point  m'  est  à  10""  au- 
dessus  du  point  o'.  Le 
rayon  du  cylindre  est  dé- 
terminé par  la  condition 
que  le  cylindre  soit  tan- 
gent à  la  sphère.  La  gé- 
nératrice de  contact  sera 
donc  confondue,  en  pro- 
jection horizontale,  avec 
la  droite  mn.  11  y  aurait 
deux  solutions  :  on  choi- 
sira celle  qui  répond  à 
un  point  de  contact  si- 
tué au-dessus  de  Téqua- 
teur. 

On  demande  de  dé- 
terminer rintersection  des 
deux  surfaces  et  de  re- 
présenter la  sphère  seule 
entaillée    par   le    cylin- 
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(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  i888.) 

23.  Un  cylindre  de  révolution  a  pour  axe  la  droite  horizontale  (ab,  a'V)  ; 

il  est  tangent  au  plan  horizontal  et  il  est 
limité  par  deux  plans  de  section  droite  pas- 
sant par  les  extrémités  (a, a')  et  (&,&']  de  Taxe. 

Un  cône,  également  de  révolution,  a  pour 
sommet  le  point  (f,  s')  situé  sur  le  plan  ho- 
rizontal ;  son  axe  passe  par  le  point  (o,  o') 
milieu  de  Taxe  du  cylindre  et  il  est,  lui  aussi, 
tangent  au  plan  horizontal.  En  projection  ho- 
nzontale,  les  axes  des  deux  surfaces  sont  per- 
pendiculaires l'un  sur  Tautre. 

On  demande  de  chercher  IMntersection  des 
deux  surfaces  et  de  représenter  le  cylindre 
seul  en  supposant  le  cône  enlevé  après  avoir 
fait  son  entaille  dans  le  cylindre. 

L*épure  devra  indiquer  la  marche  suivie 
pour  trouver  un  point  courant  de  Tintersec- 
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tion  et  la  tangente  en  ce  point.  Elle  comportera  également  les  construc- 
tions faites  pour  trouver  les  points  les  plus  remarquables  de  Tintersection. 

{(Ecole  den  Ponts  $t  (haussées,  cours  préparatoires,  concours  de  1890.) 

24.  Une  sphère  de  65™°^  de  rayon  a  son  centre  situé  à  100"°^  de  chacun 
des  plans  de  projection. 

Un  cylindre  de  révolution,  de  50>^>*  de  rayon,  a  pour  axe  une  droite 
dont  la  projection  horizontale  passe  par  la  projection  horizontale  du  centre 
de  la  sphère  ;  de  plus^  le  cylindre  est  tangent  intérieurement  à  la  sphère 
en  un  point  situé  plus  haut  que  le  centre  de  cette  dernière  ;  enfin  cet  axe 
fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  45«  et  avec  le  plan  vertical  un 
angle  de  30^,  ce  qui  achève  de  déterminer  sa  position. 

On  demande  : 

jo  De  chercher  l'intersection  des  deux  surfaces  ; 

2<>  De  représenter  le  cylindre  seul  entaillé  par  la  sphère  ;  ce  cylindre 
sera  limité  par  deux  plans  horizontaux  choisis  à  volonté. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires ,  concours  de  1892.) 

25.  Un  cône  de  révolution  repose  par  sa  base,  qui  est  un  cercle,  sur  le 
plan  horizontal.  Ses  dimensions  sont  les  suivantes  :  diamètre  du  cercle  de 
base,  110™"  ;  hauteur,  130™™. 

La  circonférence  de  base  est  tangente  à  la  ligne  de  terre. 

Une  sphère  de  100™™  de  diamètre  a  son  centre  situé  dans  un  des  deux 
plans  méridiens  du  cône  inclinés  à  45^  sur  le  plan  vertical  ;  peu  importe 
lequel.  Ce  centre  est  situé  à  35™™  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  15™™ 
de  Taxe  du  cône  ;  il  est  plus  éloigné  du  plan  vertical  de  projection  que 
n'en  est  cet  axe. 

On  demande,  après  avoir  cherché  les  intersections  des  surfaces  en  pré- 
sence, savoir  :  cône,  sphère  et  pian  horizontal,  de  représenter  le  solide 
intercepté  entre  ces  trois  surfaces. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  1893,) 

26.  On  prendra  comme  ligne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille. 

Un  tétraèdre  régulier  (SABC,  S'A'B'C)  repose  par  la  face  (ABC,  A'B'C) 
sur  le  plan  horizontal.  Cette  face  a  pour  centre  le  point  S  :  a?  =  —  2"™, 
y  =  10«™,    et  pour  sommet  le  point    A  :  a?  =  — 11"™,    y  =  10=™. 

On  considère  : 

!•  Le  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  (A,  A')  et  pour  base  la  cir- 
conférence inscrite  dans  la  face  opposée  (SBC,  S'B'G')  ; 

2°  La  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  les  arêtes  (SB,  S'B'), 
(SG,  S'C)  en  tournant  autour  de  la  verticale  menée  par  le  centre  de  la 
face  (SBC,  S'B'C). 

Représenter  dans  les  deux  projections,  le  solide  commun  au  cône  et  à 

rhyperboloïde. 

(Ecole  normale,  concours  de  1885.) 
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27.  On  donne  les  points  : 

(a,  a')  '.        a?  =  —  40,        y  =  10,        j  =  16  ; 
(h, h'):        a;  =  —2,  y  =  10,        5  =  8. 

1^  Dans  le  plan  de  front  a&,  on  considère  la  circonférence  décrite  sur 
(a&,  a'h')  comme  diamètre  ;  c^est  la  méridienne  principale  d'un  tore  ayant 
pour  axe  la  verticale 

0,  0?  =  0,  y  =  10. 

2^  Dans  le  plan  de  bout  a'b\  on  considère  la  circonférence  décrite  sur 
(a&,  cil/)  comme  diamètre  ;  c'est  la  méridienne  d^n  deuxième  tore  ayant 
pour  axe  la  ligne  de  bout 

O)',  a?  =  0,  X  =1  6. 

Représenter  la  surface  opaque  du  tore  à  axe  vertical  contenue  dans  le 

tore  à  axe  de  bout. 

(École  normale^  concours  de  1894.) 

28.  On  donne  le  triangle  {soa,  s'o*a')  : 


(s.  6')  : 

œ  —  2«»», 

y  =  10«», 

s  =  10«»  ; 

(0,  o')  : 

a?  —  —  6«™, 

y  —  4«">, 

5  —  10«"  ; 

(a,  a'): 

a?  r:^  4=», 

y  =  4««», 

3  =   10"». 

Le  point  (s,  s^)  est  le  sommet  d'un  cône  admettant  pour  plan  principal 
le  plan  horizontal  y,  pour  axe  la  droite  (sa,  ^o')  ;  pour  génératrice  princi- 
pale {sa,  s'a')  et  pour  base  dans  le  plan  de  front  oa  une  certaine  circonfé- 
rence (c,  (/)  qui  est  déterminée.  On  considère  d'autre  part  le  tore  engen- 
dré par  cette  même  circonférence  (c,  c')  tournant  autour  de  la  verticale  o. 

Représenter  le  solide  commun  au  tore  et  au  cône. 

{Ecole  normale,  concours  de  1895.) 


COMPLEMENTS  ET   NOTES 


COMPLÉMENTS  ET  NOTES 


QUESTIONS   D'EXAMENS 


§1 

Quelques  problèmes  sur  les  surfaces  réglées  du  second  degré, 

526.  Généralités  sur  ces  surfaces.  —  Les  seules  surfaces  réglées  du 
second  degré  qui  ne  sont  pas  des  cônes  ou  des  cylindres  sont  Vhyperho- 
îoide  à  une  nappe  et  le  paraboloide  hyperbolique. 

L*hyperboloIde  à  une  nappe  est  engendré  par  une  droite  qui  s^appuie 
sur  trois  droites  fixes  ou  directrices  non  situées  deux  à  deux  dans  le 
même  plan  et  non  parallèles  au  même  plan  :  la  surface  gauche  de  révo- 
lution est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

11  est  aisé,  d'après  cela,  de  déterminer  une  génératrice  quelconque  de 
cette  surface.  Soient  en  effet  A,  B,  G  les  trois  directrices.  Toute  généra- 
trice rencontrant  les  trois  directrices  est  située  dans  un  plan  passant  par 
Tune  quelconque  d'entre  elles  et  rencontrant  les  deux  autres  aux  mêmes 
points  que  la  génératrice,  il  en  résulte  que  si  un  plan  quelconque  passant 
par  A  rencontre  B  et  G  aux  points  respectifs  P  et  Q,  la  droite  PQ  est 
une  génératrice  de  Thyperboloïde. 

Le  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  engendré  de  deux  manières  : 
soit  par  une  droite  assujettie  à  rencontrer  deux  droites  fixes,  tout  en 
demeurant  parallèle  à  un  plan  fixe  ;  soit  par  une  droite  assujettie  à  ren- 
contrer trois  droites  fixes,  parallèles  au  même  plan  mais  non  situées  deux 
à  deux  dans  le  même  plan.  Quel  que  soit  le  mode  de  génération  adopté, 
la  construction  d'une  génératrice  quelconque  de  la  surface  en  résulte  bien 
facilement.  Dans  le  premier  cas  il  suffit  de  couper  les  deux  directrices  par 
un  plan  parallèle  au  plan  directeur;  dans  le  second  cas, on  procède  comme 
pour  rhyperbololde  à  une  nappe. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  admet  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 
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Deux  génératrices  de  même  système  ne  se  rencontrent  jamais  et  ne  sont 
jamais  parallèles. 

Deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  rencontrent  toujours  ou 
sont  parallèles . 

Par  chaque  point  de  la  surface  il  passe  une  génératrice  de  chaque  sys- 
tème et  une  seule,  et  ces  deux  génératrices  déterminent  le  plan  tangent 
en  ce  point. 

Si,  par  le  centre  de  la  surface,  on  mène  les  parallèles  aux  génératrices 
de  Tun  ou  de  l'autre  système,  le  lieu  géométrique  de  ces  parallèles  est  un 
cône  de  second  ordre  qu'on  appelle  le  cône  asymptote  de  la  surface. 

11  suit  de  là  que  si  Ton  considère  une  génératrice  G  de  ce  cône,  il  y  a 
une  génératrice  de  chaque  système  parallèle  à  G  ;  ces  deux  génératrices 
se  rencontrent  à  Tinfini  et  déterminent  un  plan  tangent  dont  le  point  de 
contact  est  à  Tinfini  :  ce  plan  s'appelle  un  plan  asymptote. 

Un  plan  asymptote  est  tangent  au  cône  asymptote,  de  sorte  que  le  cône 
asymptote  peut  être  considéré  comme  Tenveloppe  des  plans  asymptotes,  et 
tout  plan  tangent  au  cône  asymptote  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 
parallèles  à  la  génératrice  de  contact  du  plan  et  du  cône. 

Le  parabololde  hyperbolique  admet  également  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices rectilignes  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

Les  génératrices  de  Tun  des  systèmes  sont  parallèles  à  un  plan  P  et  les 
génératrices  de  l'autre  système  sont  parallèles  à  un  plan  U  ^  les  plans  P 
et  Q  s'appellent  les  plans  directeurs  de  la  surface,  et  il  y  a  une  généra- 
trice de  cette  surface  parallèle  à  toute  direction  de  Tun  des  plans  direc- 
teurs. Il  y  a  toutefois  exception  quand  la  direction  est  l'intersection  des 
deux  plans  directeurs . 

Deux  génératrices  de  même  système  ne  se  rencontrent  jamais  et  ne 
sont  pas  parallèles. 

Deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  rencontrent  toujours  à  dis- 
tance finie  quand  elles  sont  toutes  les  deux  à  distance  finie. 

Par  tout  point  de  la  surface  il  passe  une  génératrice  de  chaque  système 
et  une  seule,  et  ces  deux  génératrices  déterminent  le  plan  tangent  à  la 
surface  en  ce  point. 

Tout  plan  parallèle  à  un  pian  directeur  coupe  la  surface  suivant  une 
droite  à  distance  finie  et  suivant  une  droite  à  l'infini.  On  peut  donc  con- 
sidérer ce  plan  comme  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  est  à  Tin- 
fini  sur  la  génératrice  à  distance  finie . 

Ajoutons  que  ces  dernières  propriétés,  qu'il  s'agisse  de  Thyperboloïde  à 
une  nappe  ou  du  parabololde  hyperbolique,  se  démontrent  dans  tous  les 
cours  de  Géométrie  analytique.  Nous  nous  contenterons  donc  de  les  avoir 
rappelées. 

527.  Plan  tangent  en  un  point.  —  Le  plan  tangent  en  un  point  est 
déterminé  par  les  deux  génératrices  de  la  surface  qui  passent  par  ce  point. 
D'après  cela,  soient  A  et  B  deux  génératrices  de  même  système,  G  et  D 
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deux  autres  génératrices  n*appartenant  pas  au  même  système  que  A  et  B, 
et  M  le  point.  Le  plan  tangent  en  M  est  déterminé  :  i<>  par  la, droite  qui 
passe  par  M  et  qui  s*appuie  sur  A  et  sur  B  ;  2^  par  la  droite  qui  passe 
par  M  et  qui  s'appuie  sur  G  et  sur  D. 

Dans  la  plupart  des  cas  on  connaît  Tune  de  ces  droites  et  il  suffit  alors 
de  construire  l'autre. 

Quand  la  surface  est  un  paraboloïde,  les  constructions  de  ces  deux 
droites  se  simplifient  en  observant  qu^elles  sont  parallèles  respectivement 
aux  deux  plans  directeurs. 

528.  Point  de  contact  du  plan  passant  par  une  génératrice.  —  Tout 
plan  passant  par  une  génératrice  d*une  quadrique  réglée  est  tangent  en  un 
point  de  cette  génératrice.  11  coupe  la  surface  suivant  une  autre  généra- 
trice dont  le  point  de  rencontre  avec  la  première  est  le  point  de  contact 
demandé.  Si  on  appelle  G  la  génératrice  donnée,  Gi  et  Gs  deux  autres 
génératrices  de  même  système  que  G,  le  plan  considéré  passant  par  G 
coupe  Gi  et  G2  aux  points  respectifs  Ai  et  As  dont  la  ligne  de  jonction 
rencontre  G  au  point  demandé. 

529.  Plans  tangents  passant  par  un  point  donné  à  distance  finie  ou 
infinie.  —  Le  problème  étant  indéterminé,  on  le  détermine  en  assujettis- 
sant le  point  de  contact  à  être  sur  une  génératrice  donnée.  Le  plan  tan- 
gent est  alors  celui  qui  passe  par  cette  génératrice  et  par  le  point,  et  Ton 
a  vu  plus  haut  comment  on  détermine  son  point  de  contact. 

530.  Contours  apparents  de  la  surface.  —  Le  contour  apparent  iiori- 
zontal  étant  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  verticaux,  on 
Tobtient  en  cherchant  les  points  de  contact  des  plans  projetant  horizonta- 
lement les  diverses  génératrices. 

On  obtient  d'une  manière  analogue  le  contour  apparent  vertical. 

531.  Section  plane  d'un  paraboloîde  hyperbolique.  —  On  obtient  un 
point  quelconque  de  la  section  et  la  tangente  en  ce  point  par  la  méthode 
ordinaire. 

On  obtient  les  points  à  Tinfini  en  cherchant  les  génératrices  qui  sont 
parallèles  au  plan  sécant.  Soient  P  le  plan  sécant,  Pi  et  P2  les  deux  plans 
directeurs,  Ai  et  A2  les  droites  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe  les 
deux  plans  respectifs  Pi  et  P2.  Les  directions  de  Ai  et  de  Aa  sont  les 
directions  asymptotiques. 

Pour  avoir  les  asymptotes,  il  faut  trouver  d^abord  la  génératrice  du  pre- 
mier système  parallèle  à  Ai  et  la  génératrice  du  deuxième  système  paral- 
lèle à  A2.  Si  Gi  et  G2  sont  ces  deux  génératrices  respectives,  il  faut 
ensuite  déterminer  les  intersections  du  plan  P  avec  les  plans  tangents  au 
point  à  l'infini  sur  Gi   et  au  point  à  Tinfini  sur  G2.  Ces  deux  plans  tan- 
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gents  sont  d'ailleurs  les  pians  menés  par  Gi  parallèlement  à  Pi  et  par  G2 
parallèlement  à  Pa. 

Ajoutons  que  Gi  est  parallèle  à  Aj  et  rencontre  deux  génératrices  quel- 
conques non  parallèles  à  Pi.  Remarque  analogue  pour  Gs. 

532.  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d*un  pnrnboloîde  hyper- 
bolique. —  i.a  section  du  paraboloîde  par  Tun  des  plans  projetant  l.i 
droite  est  une  hyperbole  dont  on  sait  déterminer  les  asymptotes  et  un 
point.  On  sait  donc  trouver  les  points  de  rencontre  de  cette  hyperbole  et 
de  la  droite  :  ces  points  sont  les  points  demandés. 

533.  Génératrices  cominuDes  à  deux  paraboloïdes  qui  ont  un  plan 
directeur  comman  et  une  génératrice  commune  non  parallèle  à  eu 
plan —  Ce  problème  est  un.  cas  particulier  du  précédent.  Si  en  effet  on 
appelle  G  la  génératrice  commune,  Gi  et  G(  deux  génératrices  de  même 
système  que  G  appartenant  respectivement  aux  deux  paraboloïdes^  les  deux 
génératrices  cherchées  passent  respectivement  par  les  points  de  rencontre 
de  G'i  avec  le  paraboloîde  qui  contient  G  et  Gi.  Si  A  estTun  de  ces  points, 
une  des  génératrices  cherchées  s*appuie  sur  G  et  sur  Gi  et,  de  plus,  elle 
est  située  dans  le  plan  mené  par  A  parallèlement  au  plan  directeur  com- 
mun ;  on  a  ainsi  des  conditions  surabondantes  pour  la  déterminer. 

534.  Trouver  sur  un  hyperboloîde  aune  nappe  les  génératrices 
paralièlles  ik  un  plan  donné.  —  Supposons  Thyperbololde  défini  par  trois 
directrices  A,  B,  G,  et  soit  P  le  plan  donné.  Considérons  le  plan  P  comme 
Tun  des  plans  directeurs  d*un  paraboloîde  hyperbolique  passant  par  A  et 
par  B.  Les  droites  cherchées  sont  alors  les  génératrices  de  ce  paraboloîde 
qui  sont  parallèles  au  plan  P  et  qui  rencontrent  G.  Pour  les  obtenir,  il  suffît 
donc  de  chercher  les  points  de  rencontre  du  paraboloîde  et  de  la  droite  C, 
problème  qui  a  été  résolu  plus  haut. 

Le  problème  admet  quatre  solutions,  car  deux  des  génératrices  cherchées 
sont  de  systèmes  différents  de  A,  B,  C  et  deux  autres  de  même  système 
que  A,  B,  C.  Ces  quatre  génératrices  sont  deux  à  deux  parallèles. 

535.  Mener  à  une  quadrique  réglée  les  plans  tangents  parallèles  à 
un  plan  donné.  —  Appelons  P  le  plan  donné  et  distinguons  deux  cas 
suivant  que  la  surface  est  une  hyperboloîde  ou  un  paraboloîde. 

i^  Si  la  surface  est  un  hyperboloîde,  il  suffit  de  trouver  deux  généra- 
trices rectilignes  de  même  système  parallèles  au  plan  P,  problème  qu^on 
Tient  de  résoudre.  Les  plans  menés  par  ces  droites  respectives  parallèle- 
•ment  au  plan  P  sont  les  plans  tangents  demandés. 

2^  Si  la  surface  est  un  paraboloîde,  en  appelant  Pi  et  P2  les  deux  plans 
4irecteurs,  Ai  et  A2  les  droites  d'intersection  de  ces  plans  respectifs  et  du 
plan  P,  il  suffit  de  construire  la  génératrice  parallèle  à  Ai  et  la  généra- 
trice parallèle  à  As.  Ces  deux  génératrices  de  systèmes  différents  déter- 
minent le  seul  plan  tangent  répondant  à  la  question. 
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536.  Section  plane  d*un  hyperboloïde  à  une  nappe.  —  Supposons 
toujours  Thyperboloïde  défini  par  trois  directrices  et  soit  P  le  plan  sécant. 
On  obtient  un  point  quelconque  de  la  section  et  la  tangente  en  ce  point 
par  le  procédé  ordinaire. 

On  obtient  les  points  à  l'infini,  quand  il  y  en  a,  en  déterminant  les  gé- 
nératrices de  la  surface  parallèles  au  plan  P.  Nous  avons  vu  que  ces  géné- 
ratrices, au  nombre  de  quatre,  sont  deux  à  deux  parallèles.  Soient  Gi  et  G| 
deux  génératrices  parallèles  et  parallèles  au  plan  P;  soient  de  même 
Os  et  G^  deux  autres  génératrices  remplissant  les  mêmes  conditions.  L'a- 
symptote parallèle  à  Gi  et  à  Gj  est  évidemment  Tintersection  du  plan  P 
avec  le  plan  de  ces  deux  droites  ;  pareillement  Tasymptote  parallèle  à  G2 
et  à  G,  est  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  de  ces  deux  droites. 


537.  Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d*un  hyperboloïde  à  une 
nappe.  —Soient  A,  B,  G  les  trois  directrices  de  Tbyperboloïde  et  D  la 
droite.  Goupons  la  surface  par  le  plan  mené  par  D  parallèlement  à  Tune  des 
droites  A,  B  ou  G,  parallèlement  à  A  par  exemple  :  soit  P  ce  plan.  La  sec- 
tion est  une  hyperbole  dont  les  points  de  rencontre  avec  D  sont  les  points 
demandés,  il  y  a  tout  avantage  à  défmir  cette  hyperbole  par  ses  asymp- 
totes et  par  un  point,  car  on  sait  trouver  les  points  de  rencontre  d'une 
droite  avec  une  hyperbole  ainsi  définie.  On  a  vu  d'ailleurs  plus  haut  com- 
ment on  détermine  les  asymptotes  d'une  section  plane.  Au  surplus,  ce. 
dernier  problème  se  simplifie  dans  le  cas  actuel,  puisque  Tune  des  asymp- 
totes est  parallèle  à  A  et  que  l'autre  est  la  deuxième  droite  d'intersection 
de  l'hyperboloïde  avec  le  plan  mené  par  A  parallèlement  au  plan  P. 

538.  Remarque.  —  On  peut  aussi  trouver  les  points  de  rencontre  d'une 
droite  avec  une  quadriquc  réglée  en  cherchant  les  points  doubles  de  deux 
divisions  homograpbiques.  Mais  les  constructions,  compliquées  dans  ton» 
les  cas,  ne  sont  pas  plus  simples  que  celles  qui  résultent  des  solutions  in- 
diquées aux  n»*  532  et  537. 

On  peut  voir  à  ce  sujet  une  note  de  M.  Roubaudi  dans  la  Revue  de  Ma- 
tftématiques  spéciales  {i%9d y  p.  394). 

o39.  Mener  à  une  quadrlque  réglée  les  plans  tangents  passant  par 

une  droite.  —  Si  D  est  la  droite  donnée,  le  problème  se 
ramène  à  celui  de  la  détermination  des  points  de  rencontre 
de  D  avec  la  surface. 

Soient,  en  effet,  A  et  B  ces  deux  points.  Soit  AC  une 
des  génératrices  qui  passent  par  A  et  soit  BG  une  généra- 
trice de  système  différent  passant  par  B.  Les  deux  droites 
AG  et  BG  définissent  l'un  des  plans  tangents  cherchés. 
On  en  obtient  un  autre  avec  les  deux  autres  généra- 
trices qui  passent  respectivement  par  A  et  par  B. 
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Quelques  problèmes  sur  les  surfeuses  réglées  en  général. 

540.  Point  central  et  ligne  de  striction.  —  Appelons  G  et  Gi  deux 
génératrices  infiniment  voisines  d'une  surface  réglée,  et  soitO  le  pied  sur 
G  de  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites.  Quand  Gi  se  rapproche 
indéfiniment  de  G,  le  point  0  tend  vers  une  position  limite  m  :  cette 
position  limite  s'appelle  le  point  central  sur  la  génératrice  G,  et  on  appelle 
ligne  de  striction  de  la  surface  le  lieu  du  point  ci>  quand  G  se  déplace  sur 
la  surface. 

541.  Plan  asymptote.  —  Si  Ton  considère  le  plan  P  mené  par  G  paral- 
lèlement à  Gi,  et  si  Ton  suppose  que  Gi  se  rapproche  indéfiniment  de  G, 
ce  plan  tend  vers  une  position  limite.  Dans  cette  position  limite  il  s^appelle 
le  plan  asymptote  suivant  la  génératrice  G.  On  Tappelie  ainsi  parce  qn'on 
peut  le  considérer  comme  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  est  le 
point  à  rinfini  sur  G.  £n  effet,  le  plan  P  passe  par  les  points  de  rencontre 
de  G  et  de  Gi  avec  le  plan  deTinfini  ;  il  contient  donc  la  sécante  qui  joint 
deux  points  à  Tinfini  sur  la  surface.  Or  si  Gi  se  rapproche  indéfiniment 
de  G,  cette  sécante  devient  une  tangente  à  la  surface  au  point  où  celle-ci 
est  rencontrée  par  G  ;  par  suite  le  plan  P  devient  le  plan  tangent  en  ce 
point. 

542.  Paramètre  de  distrlbullon.  —  Si  Ton  appelle  o  la  plus  courte  dis- 
tance de  G  et  de  Gi,   a  l'angle  infiniment  petit  de  ces  deux  droites, 

lorsque   s  tend  vers  zéro  le  rapport  —  a  généralement  une  limite  :  cette 

limite  s'appelle  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  suivant 

la  génératrice  G  ;  nous  en  verrons  la  raison  dans 
Q'I        I  un  instant,  et  nous  le  désignerons,  comme  d'ha- 

bitude, par  la  lettre  k. 


543.  Variation  du  plan  tangent  le  long 
d'une  génératrice.  —  Considérons  deux  géné- 
ratrices voisines  G  et  Gi  d'une  surface  réglée, 
et  soient  OOi  leur  perpendiculaire  commune, 
a  leur  angle.  Supposons  que  Ton  connaisse  le 
plan  asymptote  suivant  la  génératrice  G,  ainsi 
que  le  point  central  sur  cette  génératrice,  et 
proposons-nous  de  déterminer  la  position  du 
plan  tangent  en  un  point  quelconque  M  de  G.  Pour  cela,  menons  par  le 
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point  M  le  plan  Q  perpendiculaire  à  G  et  joignons  le  point  M  au  point  de 
rencontre  Mi  de  ce  plan  avec  G|.  11  est  clair  que  le  plan  tangent  en  M 
peut  être  considéré  comme  la  position  limite  du  plan  M, MO  quand  Gi  se 
rapproctie  indéfiniment  de  G.  Cherchons  donc  cette  position  limite.  A  cet 
effet,  menons  par  le  point  0  la  parallèle  OGi  à  Gi  et  appelons  I  le  point 
où  cette  droite  perce  le  plan  Q.  La  droite  Mil  étant  évidemment  parallèle 
à  00|  est  perpendiculaire  au  plan  GOG[,  de  sorte  que  le  triangle  MilM 
est  rectangle  en  1.    Si  donc  on  pose 

TMMr  =  (pi, 
on  a 

Mil  =  IM  tg  Q,. 

Mais  le  triangle  rectangle  IMO  donne 

IM  =  OM  tg  a, 
de  sorte  que 

]Mil  =  OMlgatgcpi; 
d^où  Ton  tire 

(1)  OM  tg  ç.  =  -^îi. 

Il  est  clair  maintenant  que  Tangle  oi  n'est  autre  chose  que  le  rectiligne 
du  dièdre  formé  par  les  deux  plans  GOGi  et  GMMi,  dont  les  limites  res- 
pectives, quand  Gi  se  rapproche  indéfiniment  de  G,  sont  le  plan  asymptote 
suivant  OG  et  le  plan  tangent  en  M.  D*autre  part  le  point  0  a  pour 
limite  le  point  central  sur  G,  de  sorte  que  si  on  appelle  <p  l'angle 
du  plan  tangent  en  M  avec  le  plan  asymptote  et  C  1&  distance  du  point 
central  au  point  M,  le  premier  membre  de  Tégalité  (1)  a  pour  limite 
s  tg  <p.  Quant  au  second  membre  de   la    même  égalité,  on  peut  récrire 

. •    et,  sous  cette  forme,  on  voit  qu*il  a  pour  limite  le  paramètre 

de  distribution  h,  il  en  résulté  que  Tégalité  (1)  devient  à  la  limite 

(2)  î  tg  ?  =  A. 

C*est  cette  égalité  qui  définit  la  loi  de  distribution  des  plans  tangents 
suivant  la  génératrice  G  et  c*est  pour  cette  raison  que  la  limite  du  rapport 

—  de  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  à 

leur  angle  a  été  appelée  le  paramètre  de  distribution. 

Si  Ton  fait  varier  Ç  de  —  oo  à  4-  <»  on  voit,  au  moyen  de  la  for- 
mule (2j,  que  Tangle  9  varie  de  — tt  à  0,  c'est-à-dire  que  le  plan 
tangent  tourne  de  180^  autour  de  G. 

On  voit  également,  au  moyen  de  la  formule  (2),  que  le  plan  tangent  au 
point  central  est  perpendiculaire  au  plan  asymptote;  car,  pour    (  =  0, 

oû  a    ?  =  y  • 

On  voit  enfin  que  si  à  =  0,  on  a  o  =  0  et  le  plan  tangent  est  le 
même  tout  le  long  de  la  génératrice  :  la  surface  réglée  s'appelle  alors  une 
surface  développât  le. 
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544.  Théorème.  —  Deux  surfaces  réglées  gui  ont  une  génératrice  com- 
mune ont  le  même  plan  tangent  en  deux  points  de  cette  génératrice, 

Sar  la  génératrice  commune  G  fixons  un  sens  positif  et  prenons 
comme  origine  le  point  central  de  la  première  surface.  Appelons  alors  a 
Tabscisse  du  point  central  de  la  deuxième  surface,  x  Tabscisse  d*un  point 
de  G  en  lequel  les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent,  o  Tangle  de 
ce  plan  tangent  avec  le  plan  asymptote  à  la  première  surface,  a  Tangle  des 
deux  plans  asymptotes,  k  et  Ai  les  paramètres  de  distribution  respectifs. 

En  appliquant  la  formule  (2)  aux  deux  surfaces  respectives,  on  a  alors 

«  tg  ç  =  A, 

(a?  — a)tg(o  — a)  =  A|. 

L'élimination  de  o  entre  ces  deux  équations  conduit  à  Féquation  du 
second  degré 

(3)  a?«tga4-  (Ai  —  A  — a  lga)a?-|- aA  +  AAi  tga  =  0,     . 

et  la  proposition  en  résulte. 

545.  Corollaire.  —  Deux  surfaces  réglées  qui  ont  une  génératrice  com- 
mune et  les  mêmes  plans  tangents  en  trois  points  de  cette  droite  se  raccordent 
tout  le  long  de  la  génératrice  commune,  c'est-à-dire  ont  les  mêmes  plans 
tangents  en  totis  les  points  de  cette  droite. 

Dans  ce  cas  en  effet  Téquation  (3)  admet  plus  de  deux  solutions  et  est, 
par  suite^  une  identité.  On  voit  d*ailleurs  que  les  conditions  de  raccorde- 
ment, au  nombre  de  trois^  sont 

a  =1  0,  Al  =  A,  a  =  0. 

546.  Ilyperboloîdes  de  raccordement.  —  Considérons,  diaprés  cela, 
trois  points  Ai,  As,  As  situés  sur  une  génératrice  G  d*une  surface  réglée, 
et  les  plans  tangents  Pi,  Ps,  P3  menés  à  la  surface  en  ces  trois  points. 
Soit  Ai  une  tangente  à  la  surface  au  point  Ai,  c'est-à-dire  une  droite 
menée  par  Ai  dans  le  plan  Pi.  Soient,  de  même.  Ai  et  A3  deux  droites 
analogues  situées  dans  les  plans  respectifs  Ps  et  P3.  Si  Ton  prend  les 
trois  droites  Ai,  As,  A3  comme  directrices  d*un  byperbololde  H,  cet  byper- 
boloïde  et  la  surface  réglée  auront  les  mêmes  pians  tangents  aux  points 
Al,  As»  A3  et,  par  suite,  se  raccorderont  tout  le  long  de  la  génératrice  G. 

Pour  celte  raison  Tbyperbololde  H  s'appelle  un  hyperboloïde  de  raccor- 
dement, et  pour  déterminer  le  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  quel- 
conque de  G,  on  peut  la  remplacer  par  i*byperboloSde  H. 

On  voit,  d'ailleurs,  qu'il  y  a  une  infinité  d'byperbololdes  de  raccorde- 
ment. 

En  particulier,  on  peut  choisir  un  hyperboloïde  de  raccordement  rencon- 
trant une  droite  donnée  D  :  Il  suffit^  pour  cela,  de  faire  passer  les  droites 
Al,  As,  As  par  les  points  de  rencontre  respectifs  de  D  avec  les  plans  Pi^ 
P2,  Ps-  Cette  remarque  est  très  importante  pour  les  applications. 
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547.  Paraboloîde  de  raccordement.  —  Quand  ]es  droites  Ai,  Ai,  a& 
sont  parallèles  à  un  même  plan,  Thyperboloïde  de  raccordement  devient 
un  paraboloïde  de  raccordement.  Il  y  a  évidemment  une  infmité  de  para- 
boloïdes  de  raccordement. 

548.  Paraboloïde  des  normales.  —  Parmi  les  paraboloïdes  de  raccor- 
dement, considérons  en  particulier  celui  dont  un  plan  directeur  est  per- 
pendiculaire à  la  génératrice.  Si  on  le  fait  tourner  de  90°  autour  de  cette 
génératrice,  chacune  de  ses  génératrices  perpendiculaires  à  G  devient 
normale  à  la  surface  réglée.  11  en  résulte  que  le  lieu  des  normales' à  une 
surface  réglée  aux  divers  points  d'aune  génératrice  est  un  paraboloïde 
hyperbolique  :  on  Tappelle  le  paraboloïde  des  normales. 

Si  on  appelle  A  une  génératrice  du  paraboloïde  des  normales  de  même 
système  que  G,  Tbyberbololde  de  révolution  engendré  par  G  en  tournant 
autour  de  A  est  de  raccordement  pour  la  surface  réglée  ;  car  cette  surface 
et  rhyperboloïde  ont  les  mêmes  normales  en  tous  les  points  de  G  et  ces 
normales  sont  les  génératrices  du  paraboloïde  des  normales  perpendicu- 
laires à  G. 

Ainsi,  les  génératrices  du  paraboloïde  des  normales  de  même  système 
que  G  constituent,  par  leur  ensemble,  le  lieu  des  axes  des  hyperbohïdes  de 
révolution  qui  se  raccordent  avec  la  surface  réglée  tout  le  long  de  G. 

549.  Application.  —  Deux  surfaces  réglées  ayant  une  génératrice  com- 
mune, trouver  les  points  de  cette  droite  en  lesquels  les  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  sont  les  mêmes. 

Si  on  remplace  les  deux  surfaces  par  deux  paraboloïdes  de  raccordement 
ayant  un  plan  directeur  commun,  la  question  est  ramenée  à  celle  de  la 
détermination  des  génératrices  communes  à  ces  deux  paraboloïdes,  pro- 
blème déjà  résolu  (533). 


§111. 


Exercices  avec  rindication  des  solutions, 

I.  —  Une  droite  D  donnée  par  ses  projections  tourne  successivement  au- 
tour  d^un  axe  vertical  et  autour  d^un  axe  de  bout.  Intersection  des  deux 
surfaces  de  révolution  ainsi  engendrées. 

Ces  surfaces  sont  des  hyperboloîdes  de  révolution  à  une  nappe  ayant 
une  génératrice  commune,  D.  Elles  se  coupent  suivant  cette  génératrice 
et  suivant  une  cubique  gauche  r.  Pour  avoir  un  point  quelconque  de  r, 
on  imagine  sur  la  première  surface  une  génératrice  G  qui  n'est  pas  de 
même  système  que  D.  Cette  génératrice  rencontre  la  deuxième  surface  en 
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deux  points  dont  un  n'est  pas  sur  D  et  appartient  à  r.  Pour  obtenir  ce 
point,  on  observe  que  le  pian  des  deux  droites  D  et  G  coupe  la  deuxième 
surface  suivant  la  droite  D  et  suivant  une  autre  droite  Gi  dont  l'intersec- 
tion avec  G  définit  le  point  cherché. 

La  tangente  à  l'intersection  en  ce  point  est  l'intersection  des  plans 
tangents.  11  y  a  avantage  à  déterminer  chacun  de  ces  plans  tangents  par 
les  deux  génératrices  qu'il  contient. 

Les  directions  asymptotiques  et  les  asymptotes  de  Tintersection  s'ob- 
tiennent par  la  méthode  ordinaire  (518). 

II.  —  Trouver  le  sommet  du  paraboloïde  engendré  par  une  Iiorizontale 
s*appuyant  sur  deux  droites  quelconques. 

La  direction  de  l'axe  est  l'intersection  de  deux  plans  directeurs,  c'est-à- 
dire  l'intersection  du  plan  horizontal  et  d'un  plan  parallèle  aux  deux 
droites  données  A  et  Ai.  Un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'axe 
coupe  les  deux  plans  directeurs  suivant  les  deux  droites  respectives  D 
et  Di.  Le  plan  tangent  au  sommet  est  parallèle  à  ces  deux  droites,  et  il  est 
par  suite  déterminé  par  les  droites  qui  sTappuient  sur  A  et  sur  Ai  et  qui 
sont  respectivement  parallèles  à  D  et  à  Di. 

III.  —  Section  faite  par  un  plan  de  bout  dans  un  paraboloïde  engendré 
par  une  horizontale  s*appuyant  sur  deux  droites  quelconques. 

Soient  D  et  A  les  deux  directrices.  On  obtient  un  point  quelconque  de  la 
section  par  la  méthode  générale,  qui  consiste  à  déterminer  le  point  de 
rencontre  d'une  génératrice  de  la  surface  avec  le  plan  sécant. 

Pour  obtenir  la  tangente  en  ce  point,  on  détermine  l'intersection  du 
plan  sécant  et  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  considéré.  On  déter- 
mine le  plan  tangent  au  moyen  des  deux  génératrices  qu'il  contient  et  dont 
l'une  est  la  génératrice  horizontale  qui  a  fourni  le  point  ;  quant  à  l'autret 
on  en  connaît  la  projection  verticale,  qui  passe  par  la  projection  verticale 
du  point  et  par  l'intersection  des  projections  verticales  des  deux  droites  D 
et  A  :  ceci  résulte  de  ce  qu'elle  rencontre  toutes  les  génératrices  horizon- 
tales de  la  surface  et  en  particulier  la  génératrice  de  bout.  On  achève  de 
la  déterminer  par  son  point  de  rencontre  avec  une  génératrice  horizontale 
quelconque. 

Les  directions  asymptotiques  sont  celles  des  génératrices  parallèles  au 
plan  sécant.  L'une  est  de  bout,  et  l'autre  a  sa  projection  verticale  parallèle 
à  la  trace  verticale  du  plan  sécant  ;  sa  projection  verticale  passe  d'ailleurs 
par  l'intersection  des  projections  verticales  de  D  et  de  A.  Les  asymptotes 
correspondantes  sont  les  droites  d'intersection  du  plan  sécant  avec  les  plans 
parallèles  aux  plans  directeurs  et  menés  respectivement  par  les  généra- 
trices parallèles  au  plan  sécant. 

Si  le  plan  sécant  était  quelconque,  les  divers  éléments  de  la  section 
s'obtiendraient  par  des  constructions  analogues. 
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IV.  —  Un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  est  défini  par  sa  base 
dans  le  plan  horizontal.  On  considère  le  paraboloïde  engendré  par  une 
horizontale  qui  s'appuie  sur  une  génératrice  G  du  cylindre  et  sur  une  droite 
quelconque  D  ;  trouver  Vintersection  des  deux  surfaces. 

On  a  à  trouver  l'intersection  de  deux  quadriques  qui  ont  une  génératrice 
commune,  G.  Cette  intersection  se  compose  donc  de  la  génératrice  G 
et  d'une  cubique  gauche  F.  On  obtient  un  point  quelconque  de  cette 
cubique  par  la  méthode  générale  qui  consiste  à  déterminer  les  points  de 
rencontre  de  Tune  des  surfaces  avec  une  génératrice  de  Tautre  surface.  On 
cherche  donc  le  deuxième  point  de  rencontre  d'une  génératrice  horizontale 
du  paraboloïde  avec  le  cylindre.  Les  développements  du  problème  précé- 
dent peuvent  être  repris  ici  pour  la  détermination  de  la  tangente.  11  est 
bon  d'ailleurs  d'observer  que  les  projections  horizontales  des  génératrices 
non  horizontales  du  paraboloïde  sont  parallèles  à  la  projection  horizontale 
de  D,  parce  que  le  deuxième  plan  directeur  est  vertical  et  parallèle  à  D . 
Cette  remarque  permet  de  simplifier  les  constructions. 

L'intersection  présente  un  point  à  l'inGni  et  l'asymptote  correspondante 
est  la  génératrice  G.  Celle-ci  est  rencontrée  par  l'intersection  en  un 
deuxième  point  à  distance  finie  (le  premier  est  à  l'infini),  c[ui  est  évidem- 
ment situé  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  suivant  la  génératrice  G, 
parce  qu'en  ce  point  les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent.  On 
obtient  alors  le  point  cherché  en  déterminant  la  génératrice  horizontale  du 
paraboloïde  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  la  généra- 
trice G. 

Des  considérations  analogues  permettent  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

V.  —  On  donne  deux  droites  D  e^  A.  On  fait  tourner  D  autour  de  la 
verticale  de  Vun  de  ses  points,  et  Von  demande  de  construire  Vintersec- 
tion de  ce  cône  et  du  paraboloïde  engendré  par  une  horizontale  qui 
s^ appuie  sur  D  et  sur  A. 

VI.  —  Contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  du  paraboloïde  engen- 
dré par  une  horizontale  qui  s*appuie  sur  detw  droites  données  D  et  \. 

Soit  H  une  génératrice  horizontale  quelconque  du  paraboloïde.  Le  plan 
"vertical  mené  par  H  est  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  est  sur 
le  contour  apparent  horizontal.  On  obtient  ce  point  en  cherchant  la  géné- 
ratrice de  même  système  que  D  et  A  située  dans  le  plan  vertical  qui  con- 
tient H.  On  la  détermine  facilement  ici,  en  observant  qu'elle  passe  par  un 
point  connu  et  qu'elle  s'appuie  sur  deux  horizontales  quelconques. 

Vil.  —  On  considère  un  cercle  C  dans  un  plan  horizontal  et  deux 
droites  D  &<  A  qui  rencontrent  respectivement  le  cercle  en  Â  et  en  B.  Le 
cercle  C  et  les  deux  droites  D  et  A  définissent  une  quadrique.  Trouver  : 
i^  le  lieu  des  centres  des  cercles  fiorisontaux  de  ces  quadriques  ;  2°  un 
point  du  contour  apparent  horizontal  de  la  surface. 
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4°  On  détermine  d*abord  une  troisième  génératrice  de  la  surface,  par 
exemple  la  deuxième  génératrice  qui  passe  par  le  point  A,  et  qui  est  dans 
le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point.  On  peut  alors  déterminer  une 
section  circulaire  horizontale  quelconque  par  trois  points,  ce  qui  permet 
de  déterminer  le  centre  de  cette  section. 

En  joignant  ce  point  au  centre  du  cercle  G,  on  a  le  lieu  des  centres 
demandé  :  ce  lieu  est  une  droite  Di. 

2°  Soit  Cl  une  section  circulaire  horizontale.  Le  cône  circonscrit  à  la 
quadrique  le  long  de  Ci  a  son  sommet  sur  Di.  On  obtient  ce  sommet  par 
l'intersection  de  Di  et  du  plan  tangent  en  un  point  de  Ci.  On  mène  alor» 
à  ce  cône  les  plans  tangents  verticaux,  et  on  prend  leurs  points  de  contact 
avec  le  cercle  Ci . 

VIU.  —  Uijfe  quadrique  étant  définie  par  trois  droites  Di,  Da,  D3,  dont 
on  donne  les  projections ,  trouver  le  point  de  contact  du  plan  qui  passe 
par  Vune  d'elfes  et  par  un  point  donné. 

Supposons  que  ce  plan  passe  par  Di  ;  il  coupe  alors  D2  et  D3  respecti- 
vement en  As  et  en  A3.  Le  point  demandé  est  Tintersection  des  deux 
droites  A3A3  et  D2. 

Rappelons  à  ce  sujet  que  si  par  chacune  des  trois  droites  données  on 
mène  les  couples  de  plans  parallèles  aux  deux  autres,  on  obtient  un  paral- 
lélépipède dont  le  centre  coïncide  avec  le  centre  de  la  quadrique. 

IX .  —  On  considère  le  paraboloide  hyperbolique  défini  par  trois  géné- 
ratrices parallèles  à  un  plan  P.  Mener  à  ce  paraboloide  un  plan  tangent 
parallèle  à  un  plan  Q. 

Soient  Gi,  G2,  G3  les  trois  génératrices  données.  Soient,  d^autre  part, 
Di,  Ds  deux  génératrices  rencontrant  les  trois  premières.  Soient  enfin  D 
rintersection  des  deux  plans  P  et  Q  et  îh  la  parallèle  à  D  s'appuyant  sur 
Di  et  sur  D,.    Le  plan  demandé  est  le  plan  mené  par  D3  et  parallèle  au 
plan  P. 

X .  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloide  dont  on  donne 
deux  directrices  et  un  plan  directeur  non  parallèle  à  ces  deux  droites. 

On  cherche  le  point  du  contour  apparent  horizontal  situé  sur  une  gêné, 
ratrice  quelconque,  G,  de  la  surface,  ce  qui  revient  à  trouver  le  point  de 
contact  du  plan  vertical  mené  par  G.  On  détermine,  pour  cela,  les  points 
de  rencontre  de  ce  plan  vertical  avec  deux  génératrices  de  même  système 
que  G,  et  on  se  ramène  ainsi  à  une  construction  faite  pour  le  pro- 
blème Vlll. 

XI.  —  On  considère  le  paraboloide  hyperbolique  engendré  par  une 
horizontale  qui  s*appuie  sur  deux  droites  dont  Vune  est  de  front.  On 
fait  tourner  cette  droite  autour  d'une  autre  droite  qui  lui  est  parallèle» 
Intersection  du  paraboloide  et  du  cylindre  ainsi  engendré. 
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Les  deux  surfaces  ayant  une  génératrice  commune,  Tintersection  se 
compoâe  de  cette  génératrice  et  d*une  cubique  gauche  qui  rencontre  la 
génératrice  en  un  point  à  distance  finie  et  en  un  point  à  Tinfini. 

En  rapprochant  ce  problème  du  problème  IV,  on  verra  facilement  la 
manière  de  le  traiter  dans  tous  ses  détails. 

XII.  —  Une  conique  dans  un  plan  fiorisontal  et  deux  droites  qui  la 
rencontrent  et  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  plan  définissent  une  qua- 
drique.  Section  de  la  quadrique  par  un  plan  de  bout.  Points  de  contour 
apparent  horisontal  situés  sur  la  conique. 

Soient  G  et  Gi  les  deux  droites  et  r  la  conique.  Par  tout  point  de  r  il 
passe  une  droite  rencontrant  G  et  Gi  et  dont  le  point  de  rencontre  avec 
le  plan  sécant  est  un  point  de  l'intersection. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point  est  déterminé  par  les  deux 
génératrices  de  systèmes  différents  qui  y  passent.  On  en  connaît  une  et  on 
détermine  facilement  Taulre  en  observant  qu*elle  est  de  même  système 
que  G  et  que  Gi  et  qu'elle  rencontre  r.  Le  plan  tangent  à  la  surface 
étant  déterminé,  on  sait  déterminer  la  tangente. 

Pour  trouver  les  points  du  contour  apparent  horizontal  situés  sur  r, 
on  considère  le  cône  circonscrit  à  la  surface  suivant  cette  conique,  et  on 
lui  mène  les  plans  tangents  verticaux.  On  peut  déterminer  le  sommet  du 
cône  par  Tintersection  de  trois  plans  tangents  dont  les  points  de  contact 
sont  sur  r. 

XIII.  —  Sur  un  hyperholoïde  de  révolution  à  une  nappe  à  axe  verti- 
cal on  prend  deux  génératrices  A,  B  «t  on  considère  une  troisième  droite 
donnée^  G,  dont  la  projection  horizontale  passe  par  le  point  de  rencontre 
des  projections  horizontales  de  k  et  de  ï^.  En  considérant  les  trois 
droites  A,  B,  G  comme  le^  directrices  d'un  second  hyperholoïde,  on 
demande  de  déterminer  Vintersection  des  deux  surfaces. 

Les  deux  surfaces  ont  deux  génératrices  communes  A  et  B  de  même 
système.  L'intersection  se  compose  donc  de  ces  deux  droites  et  de  deux 
autres  génératrices  qui  rencontrent  A  et  B  :  il  s'agit  alors  de  trouver  ces 
deux  génératrices.  Pour  cela,  on  observe  qu'elles  doivent  rencontrer  toutes 
les  génératrices  du  second  hyperbololde  qui  sont  de  même  système  que  A 
et  que  B.  Or,  parmi  ces  génératrices,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  y  en  a  une 
qui  est  verticale  :  en  effet,  puisque  les  projections  horizontales  de  A,  B,  G 
passent  par  le  même  point,  la  verticale  de  ce  point  rencontre  A,  B,  G  et 
est,  par  suite,  une  génératrice  du  second  hyperbololde  et  de  système  diffé- 
rent de  A,  B,  G  ;  comme  les  génératrices  d'un  hyperbololde  sont  deux  à 
deux  parallèles,  il  y  a,  sur  le  second  hyperbololde,  une  autre  génératrice 
verticale,  qui  est  nécessairement  de  même  système  que  A,  B,  G.  Pour 
l'obtenir,  il  suflit  de  construire  les  projections  horizontales  de  deux  géné- 
ratrices de  l'autre  système  ;  par  exemple,  en  menant  le  plan  qui  projette 
verticalement  A,  et  en  joignant  les  points  de  rencontre  de  ce  plan  avec 
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B  et  G  on  en  obtient  une  ;  on  obtient  Tautre  d'une  manière  analogue  avec 
le  plan  qui  projette  verticalement  B.  Soit  donc  A  la  deuxième  génératrice 
verticale  du  second  hyperboloîde  ;  elle  rencontre  lliyperboloîde  de  révo- 
lution en  deux  points,  et  les  génératrices  communes  sont  les  génératrices 
de  cet  hyperboloîde  qui  passent  par  ces  deux  points  et  qui  rencontrent  A 
et  B. 

Si  la  droite  G  est  une  droite  quelconque,  le  problème  qu*on  vient  de 
résoudre  fournit  une  méthode  pour  trouver  les  points  de  rencontre  d^une 
droite  et  d'un  hyperboloîde  de  révolution  à  une  nappe. 

XIV  —  Etant  donné  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical^  lui 
mener  les  plans  tangents  qui  passent  par  une  droite  perpendiculaire  à 
Vaoae. 

XV.  —  Le  plan  horizontal  étant  un  plan  directeur  commun  à  deux  para- 
boloïdes  hyperboliques^  trouver  les  points  à  Vinfini  et  les  asymptotes  de  l^in^ 
ter  section  de  ces  deux  surfaces. 

Soient  P  le  plan  directeur  non  horizontal  du  premier  paraboloïde  et  Q 
le  plan  directeur  analogue  du  second.  L'intersection  A  de  ces  deux  plans 
est  une  première  direction  asymptotique  de  Tintersection.  Soient  Gj  et  G^ 
les  deux  génératrices  parallèles  à  A  et  appartenant  respectivement  aux 
deux  paraboloïdes.  L'asymptote  parallèle  à  A  est  l'intersection  de  deux 
plans  :  le  premier  mené  par  G|  parallèlement  au  plan  P  ;  le  deuxième 
mené  par  G2  parallèlement  au  plan  Q. 

Les  deux  paraboloïdes  ont  d'ailleurs  en  commun  la  droite  à  l'infini  dans 
le  plan  horizontal  et  se  coupent,  par  suite,  suivant  cette  droite  et  suivant 
une  cubique  gauche  qui  la  rencontre  en  deux  points.  11  s'agit  maintenant 
de  déterminer  ces  deux  points  et  les  tangentes  correspondantes.  Pour 
cela,  coupons  les  deux  paraboloïdes  par  un  plan  horizontal  variable  H  ; 
nous  obtenons  ainsi  deux  génératrices  A  et  B  situées  respectivement  sur 
les  deux  paraboloïdes.  Quand  H  varie,  ces  deux  génératrices  tracent  deux 
divisions  homographiques  sur  la  droite  de  l'infini.  Si  donc  par  un  point 
quelconque  co  du  plan  horizontal  de  projection,  on  mène  les  parallèles 
respectives  a  et  6  à  A  et  à  B,  ces  deux  droites  a  et  6  engendrent  deux 
faisceaux  homographiques  dont  les  rayons  doubles  donnent  les  directions 
des  points  à  l'infini  demandés  :  soient  di  et  d%  ces  deux  directions. 

11  reste  maintenant  à  trouver  les  asymptotes  correspondantes.  Cher- 
chons par  exemple  l'asymptote  parallèle  à  cZi.  A  cet  effet,  appelons  Di  la 
génératrice  du  premier  paraboloïde  parallèle  à  di  et  D|  la  génératrice 
analogue  du  second.  Observons  d'ailleurs  que  Di  et  Ds  sont  dans  le 
même  plan  horizontal  Hi,  de  sorte  que  l'asymptote  cherchée  est  située 
dans  ce  plan,  qui  est  un  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces. 
L'asymptote  est  de  plus  une  génératrice  du  cylindre  du  second  degré  qui  a 
pour  directrice  la  cubique  d'intersection  et  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à   Di.    Ce  cylindre  est  un  cylindre  hyperbolique  dont  un  pian 
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directeur  est  horizontal,  et  le  plan  Hi  le  coupe  suivant  une  génératrice 
qui  est  Tasymptote  demandée. 

XVI.  —  On  considère  le  paraboloïde  engendré  par  une  horizontale  qui 
glisse  sur  deux  droites  quelconques  ne  se  rencontrant  pa^.  Trouver  le  pôle^ 
par  rapport  à  ce  paraboloïde  y  d'un  plan  de  bout  donné. 

Soit  P  le  plan  de  bout  donné.  On  détermine  d*abordle  point  de  contact 
du  plan  tangent  parallèle  au  plan  P.  Par  ce  point  on  mène  la  parallèle  à 
la  direction  des  diamètres  (intersection  des  deux  plans  directeurs),  et  Ton 
cherche  Tintersection  de  cette  parallèle  avec  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  de  la  section  faite  par  le  plan  P  dans  le  paraboloïde. 


NOTE 


SUR   L'INTERSECTION  D'ITSE  DROITE  ET  D'UNE   QUADRIQUE 
ADMETTANT  DES  SECTIONS  PLANES  ELLIPTIQUES 

Par  M.  V.   Hioux  f). 


I.  —  Nous  établirons  d'abord  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  deux  quculriques  &nt  un  plan  principal  commurt , 
si  un  plan  P  les  coupe  suivant  des  ellipses  se  projetant  sur  ce  plan  suivant 
des  cercles  : 

1®  Leurs  autres  plans  principaux  sont  parallèles  deux  à  deux  ; 
2^  Leur  ligne  d^intersection  se  projette  sur  le  plan  principal  commvn  sui- 
vant un  cercle. 

Désignons  par  Q  et  Qi  les  quadriques  données,  prenons  pour  plan  prin- 
cipal commun  le  plan  des  xy  et  pour  plans  coordonnés  les  plans  princi- 
paux de  la  quadrique  Q. 

Les  équations  des  deux  quadriques  seront  de  la  forme 

(Q;     -*  -h  Ax»  -+-  Ay  -h  H  =  0  ou  z'*'  -h  /-(x,  y)  =  0. 

(Qi)     -*+Aia;24-A;y24-:îC;xy+2Dia;-h2E,y4-Fi=0,    ou    -»-HA(ary)=0. 

Un  plan  P  non  parallèle  à  celui  des  xy  aura  pour  équalion 
(P)  J  =  rtix  4-  ny  4-  p. 

Les  deux  projections  ont  re:*pectivement  pour  équations 

/!«:,  y)  -¥  (mx  -{-ny-^  p^  =  0, 
A{^»  y)  -+-  ("'«?  -h  ny  +  p;*  =  0. 
A  cause  de  la  forme  de    f{x,  y),    la  première  projection  ne  saurait  être 
un  cercle  que  si  Ton  a    mn  =  0. 

Supposons  par  exemple  n  =  0.  Dès  lors,  pour  que  la  seconde  projec- 
tion soit  un  cercle,  on  doit  avoir    B|  =  0. 

Donc  :  1°  les  deux  coniques  principales  f\xj  y)  =  0  et  fi{x,  y)  =  0 
ont  nécessairement  leurs  axes  parallèles,  et  par  conséquent  les  plans 
principaux  de  Q  et  Qi  qui  passent  par  ces  axes  sont  parallèles  deux  à 
deiu. 

D*aulre  part,  avec    n  =  0    et    BJ  =  0,    on  doit  avoir 

m«-|-A  =  A'  et  m«H-A,  rrAl, 

ce  qui  entraîne  la  condition 

A  — A,  =  A— AI. 

(')  Cette  note  a  paru  dans  la  Reçue  de  Mathématiques  spéciales,  1890,  p.  2U7. 
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Maïs  en  éliminant  z^   entre  les  équations  de  Q   et  de  Qi,  on  obtient 

réquatîon 

(A  —  A,)*»  -h  (A'  -  A;}t/2  -  2D,a?  —  2Eiy  4-  H  —  Ft  =  0, 

puisque    Bi  =  0,    et  on  constate  que  cette  équation  représente  un  cercle. 

Le  théorème  est  ainsi  complètement  démontré. 

IL  —  Théorème  II.  —  Réciproquement,  lorsque  deux  quadriques  ont 
un  plan  principal  commun,  si  leur  ligne  d* intersection  se  projette  sur  ce 
plan  suivant  un  cercle  : 

i'*  Leurs  autres  plans  principaux  sont  parallèles  ; 

2<^  Un  même  plan  P  peut  les  couper  l'une  et  Vautre  suivant  des  coniques 
se  projetant  sur  U  plan  principal  commun  suivant  des  cercles. 

Les  équations  de  Q  et  de  Qi  étant  les  mêmes  que  ci-dessus,  la  projec- 
tion de  leur  ligne  d*intersection  sur  le  plan  principal  commun  étant  un 
cercle  par  hypothèse^  on  devra  dans  Téqualion  Q  —  Qi  =0  faire 
B7  =  0,  ce  qui  entraîne  le  parallélisme  des  autres  plans  principaux.  On 
aura  en  outre    A  —  Ai  =  A'  —  Ai. 

Mais,  pour  la  quadrique  Q  par  exemple,  un  plan  P  répondant  à  la 
question  aura  une  équation  telle  que 

z  =.  ma?-hp  ou  -  =:  7iy-i-p, 

Les  sections  faites  par  Je  premier  plan  dans  Ies4eux  quadriques  sont 
représentées  en  projection  par  les  deux  équations 

f(x,  y)  4-  [mx  -h  p)*  =  0, 

fi{^,  y) -^  [^^^ -^^  P?  =  0. 

Pour  que  la  première  soit  un  cercle,  il  faut  que  m  satisfasse  à  la  relation 
m^-f-A  =  A',  d*oii  m*  =  A'  — A,  ce  qui  exige  A' —  A  >  0,  condi- 
tion que  nous  admettons. 

Mais  de  la  condition  précédente  on  tire 

A'  —  A  :=  Al  —  Al. 

Dès  lors         m'  =  Al  —  Ai  ou  m^  4-  Ai  =  Al, 

ce  qui  prouve  que  la  seconde  projection  est  également  un  cercle,  puisque 
Bî  =  0.    Le  théorème  est  donc  complètement  démontré. 

Remarques.  —  En  démontrant  le  premier  théorème,  on  a  constaté  pour 
la  quadrique  Q  par  exemple,  que  : 

Si  une  section  elliptique  se  projette  suivant  un  cercle  sur  un  plan  prin^ 
cipalj  le  plan  de  cette  section  est  perpendiculaire  à  un  autre  plan  principal. 

Cette  propriété  peut  se  rapprocher  de  la  propriété  semblable  concernant 

les  plans  cycliques. 

En  outre,  si  on  se  reporte  à  Téquation 

f(x,  y)-+-(mxH-;};2  —  q, 

on  voit  que  la  projection  est  un  cercle  focal  de  la  conique  principale 
f[x,  y)  =  0. 

Soit  X  le  cylindre  parallèle  à  Taxe  des  z  ayant  pour  base  ce  cercle 
focal.  La  ligne  d'intersection  de  Q  et  de  2:  se  compose  de  deux  courbes 
planes,  car  on  a 

Q  —  1  =  ^2  —  [mx  4-  pT'  =  0. 
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Le  cylindre  S  est  bitangent  à  la  quadrique.  Les  points  de  contact  des 
plans  tangents  communs  sont  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
)na?-f-p  =  0    et  de    f{x,y)  =  0. 

Quand  m  est  connu,  si  on  fait  varier  p  on  a  une  série  de  plans  P  répon- 
dant à  la  question. 


III.  —  Problème  I.  —  Etant  donnée  une  quadrique ,  déterminer  les  plans 
de  sections  elliptiques  qui  se  projettent  s\ir  un  de  ses  plans  principaux  sui^ 
vant  des  cercles. 

Prenons  comme  quadrique  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  et  dési- 
gnons par  a,  b,  c  les  longueurs  de  ses  demi -axes    (a  ">  b  ;;>  c). 


Fig.  1. 


Plaçons  Tellipsoïde  de  façon  que  le  plan  de  Tellipse  (a,  b)  soit  parallèle 
au  plan  horizontal  de  projection  (fig.  i)  et  le  plan  de  Tellipse  (a,  c]  parai- 
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lè]e  au  plan  vertical.  L*axe  2a  se  trouve  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
Taxe  2b  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  Taxe  2c  perpendiculaire 
au  plan  horizontal.  Les  contours  apparents  de  la  quadrique  sont  la  pro- 
jection horizontale  de  Tellipse  (a,  b)  et  la  projection  verticale  de  Tellipse 
(a,  c). 

Si  on  considère  un  cercle  focal  de  Tellipse  (a,  &),  on  vient  de  voir  que 
ce  cercle  est  la  projection  sur  le  plan  de  cette  ellipse  de  deux  sections  ellip- 
tiques  de  la  quadrique. 

Parmi  les  cercles  focaux  ayant  leurs  centres  sur  Taxe  2a,  choisissons 
celui  de  centre  0  et  de  diamètre  2b.  Le  cylindre  2  qui  lui  correspond  est 
coupé  par  le  plan  de  front  de  Tellipse  (a,  c)  suivant  deux  génératrices  qui 
rencontrent  cette  ellipse  en  quatre  points  dont  les  projections  verticales 
sont  f  ,/*{  et  /,  g[.  Les  droites  f*g*  et  flg[  sont  les  traces  verticales  des 
plans  des  deux  ellipses  qui  constituent  l'intersection  du  cylindre  S  et  de  la 
quadrique.  Ces  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical,  et  tout  plan 
parallèle  à  Tun  d'eux  coupe  Tellipsoïde  suivant  une  ellipse  se  projetant 
sur  le  plan  de  Tellipse  (a,  b)  suivant  un  cercle  focal  de  cette  ellipse  ayant 
son  centre  sur  Taxe  2a. 

Le  plan  principal  de  projection  étant  le  plan  de  Tellipse  (a,  6),  il  n'y  a 
pas  lieu,  en  descriptive^  de  considérer  les  cercles  focaux  ayant  leurs  cen- 
tres sur  Taxe  26,  car  l'ellipsoïde  est  'intérieur  aux  cylindres  £  qui  leur 
correspondent. 

IV.  —  Problème  II.  —  Construire  un  cône  contenant  une  droite  donnée 
ayant  un  plan  principal  commun  avec  une  quadrique  donnée^  et  dont  Vin-' 
tersection  avec  la  quadrique  se  projette  sur  ce  plan  suivant  un  cercle. 

Conservons  comme  quadrique  l'ellipsoïde  considéré  plus  haut  (fig,  1]  et 
soit  {sdy  s'd')  la  droite  donnée  rencontrant  en  (s,  s')  le  plan  de  l'ellipse 
(a,  b)  qui  servira  de  plan  principal  commun. 

Les  autres  plans  principaux  de  la  quadrique  et  du  cône  devant  être 
parallèles,  ces  plans  seront  pour  le  cône  cherché  le  plan  de  front  et  le 
plan  de  profil  passant  par  son  sommet.  Le  plan  mené  par  la  génératrice 
donpée  (D)  et  par  l'axe  vertical  du  cône  le  coupera  suivant  une  seconde 
génératrice  (A),  symétrique  de  ^D)  par  rapport  au  pian  principal  commun 
et  figurée  par  (^8,  *'o'). 

Le  plan  de  bout  P,  de  trace  verticale  fg',  coupe  les  deux  généra- 
trices (D)  et  (A)  en  (m,  m')  et  en  {l,  l').  Il  doit  couper  le  cône  suivant 
une  ellipse  se  projetant  horizontalement  suivant  un  cercle  passant  par  m 
et  l  et  dont  le  centre  se  trouve  sur  sxt  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  paral- 
lèle par  suite  à  Taxe  2a  de  l'ellipsoïde.  Le  cylindre  ayant  ce  cercle  pour 
base  est  coupé  par  le  plan  P  suivant  une  ellipse  qui  peut  servir  de  hase 
au  cône  de  sommet  {s,  s') . 

Le  cône  se  trouve  ainsi  parfaitement  déterminé. 

Son  intersection  avec  l'ellipsoïde  se  projettera  suivant  un  cercle  sur  le 
plan  de  Tellipse  (a,  6),  c'est-à-dire  sur  le  plan  horizontal. 

ANTOMARI.  —  GBOM.  DESCa.  33 
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Remàbque.  —  1^  Le  cône  en  question  peut  avoir  ses  deux  nappes  de  part 
et  d'autre  du  plan  principal  commun  ou  de  part  et  d*autre  du  plan  de 
proûl  perpendiculaire  à  Taxe  2a  de  Tellipsoîde.  Mais  cela  n'a  aucune 
importance,  car  pour  l'épure  on  ne  fait  intervenir  que  les  deux  généra- 
trices (D)  et  (A).  11  est  donc  inutile  de  figurer  le  cône. 

29  11  peut  arriver  que  les  projections  verticales  de  ces  droites  soient  res- 
pectivement parallèles  aux  traces  f*g'  et  fîg'i  des  plans  de  sections  ellip- 
tiques considérés.  Alors  le  cône  est  un  système  de  deux  plans  dont  Tun 
suffit  pour  trouver  Tinterseclion  cherchée. 

¥.  —  Ces  diverses  questions  traitées,  on  peut  facilement  résoudre  le  pro- 
blème de  géométrie  descriptive  que  Ton  avait  en  vue. 

Supposons  que  la  quadrique  donnée  soit  Fellipsoîde  représenté  figure  < 
de  manière  que  deux  de  ses  plans  principaux  soient  parallèles  aux  plans  de 
projection. 

Ayant  choisi  pour  plan  principal  commun  à  cet  ellipsoïde  et  au  cône 
auxiliaire  le  plan  de  Tellipse  (a,  b),  on  commence  par  résoudre  le  pro- 
blème 1,  ce  qui  fournit  les  traces  verticales  fg'  et  figi  des  plans  de  sec- 
tions elliptiques  se  projetant  horizontalement  suivant  des  cercles. 

A  la  droite  donnée  {sd^  ^d')  perçant  le  plan  principal  commun  en 
(5,  s')  on  associe  sa  symétrique  (jr8,^'o')  par  rapport  à  ce  plan. 

Le  plan  cyclique  (en  projection)  de  trace  verticale  f^  coupe  Tellipsoide 
et  le  cône  auxiliaire  suivant  deux  ellipses  dont  les  projections  horizontales 
sont  les  deux  cercles  mentionnés  dans  le  problème  11.  Ces  deux  cercles  se 
coupent  en  deux  points  p  et  q. 

Un  second  pian  de  bout,  de  trace  verticiile  )Ch\  parallèle  à  Pg\  coupe 
Tellipsoïde  suivant  une  ellipse  dont  la  projection  horizontale  est  un  cercle 
de  diamètre  hh.  Le  même  plan  coupe  le  cône  suivant  une  ellipse  se  pro- 
jetant horizontalement  suivant  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  sxi  et  dont 
on  a  deux  points  sur  ds.  Ces  deux  cercles  se  coupent  en  p\  et  ^i. 

Par  trois  des  quatre  points  p,  9,  pi,  ^i,  on  fait  passer  un  cercle  qui 
passe  nécessairement  par  le  quatrième  puisque  la  projection  horizontale 
cherchée  est  un  cercle. 

Ce  cercle  coupe  sd  en  deux  points  t  et  t'i  qui  sont  les  projections  hori- 
zontales des  points  de  rencontre  demandés.  Ces  points  sont  (t,  t')  et  (l'i,  f'I). 

Les  plans  tangents  en  ces  points  ont  pour  intersection  la  polaire  con- 
juguée de  la  droite  donnée  par  rapport  à  Teliipsoïde. 

Remarque. —  Si  sd*  était  parallèle  à  fxg'u  le  plan  de  bout  de  trace 
verticale  s'd'  couperait  Tellipsoïde  suivant  une  ellipse  se  projetant  hori- 
zontalement suivant  un  cercle,  lequel  couperait  sd  en  deux  points.  On 
aurait  donc  immédiatement  les  projections  horizontales  des  points  de  ren- 
contre demandés  et  on  en  déduirait  les  projections  verticales. 

Substitution  au  cône  auxiliaire   d'un  hyperboloide 

homothétique. 

VI .  —  Si  le  cône  auxiliaire  n'est  pas  un  système  de  deux  plans,  on  peut 
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lui  substituer  un  byperboloïde  à  une  nappe  dont  il  soit  le  cane  asymptote. 
Supposons  i/ig.  2)  que  le  plan  de  l'ellipse   {a,  b)  soit  dans  le  plan  hori- 
zontal de  projection  et  que  te  cône  auxiliaire, 
^(/j  de  sommet  {s,  s'),  ait  ses  deux  nappes  de  part 

et  d'autre  ce  ce  plan. 

Un  hyperboloïde  à  une  nappe  ayant  pour 
cône  as^ptote  le  cône  auxiliaire  sera  coupé 
par  le  plan  principal  commun  suivant  une 
ellipse  de  centre  [s,  s"),  projection  d'une  section 
plane  horizontale  du  cône. 

Soit  u>b>i  le  diamètre  conjugua  de  sd  dans 
trette  ellipse  de  gorge  de  l 'hyperboloïde  (H) . 
Le  plan  tangent  à  (H)  au  point  lui  le  coupe 
suivant  deux  génératrices  respectivement  pa- 
rallèles aux  deux  génératrices  de  son  cône 
asymptote,  représentées  en  {sd,  s'd')  et  en 
(ï3,  s'a'). 
Fig.  9  Faisons  subir  à  l 'hyperboloïde  une  trans- 

lation égale  et  parallèle  à  sm.  Son  centre  s 
viendra  en  ii>;  et  comme  le  point  (Oi  vient  en  s,  les  deux  génératrices 
qui  se  croisent  en  wi  viendront  se  placer  sur  les  génératrices  correspon- 
dantes du  cône. 

Après  ce  déplacement,  comme  avant,  le  cAne,  l'hyperbololde  et  l'ellip- 
soïde admettent  les  mêmes  plans  de  sections  elliptiques  se  projetant  sui- 
vant des  cercles  sur  leur  plan  principal  commun. 

Les  cercles  provenant  de  l'hyperbololde  ont  leurs  centres  sur  l'axe 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  passant  par  son  centre  «.  En  outre  cet 
hyperboloïde  admet  comme  génératrices  les  droites  {sd,  s'd!)  et  (sS,  j'5'1 . 
■On  peut  donc  sans  le  figurer  l'utiliser  pour  résoudre  te  problème  proposé. 
D'ailleurs,  dans  sa  première  position  on  peut  lui  donner  comme  ellipse  de 
gorge  la  projection  d'une  section  horizontale  arbitraire  de  son  cdne 
asymptote. 

On  peut  donc  dans  sa  nouvelle  position  supposer  son  centre  tu  sur 
Taxe  i^  de  l'ellipsoïde,  sans  s'astreindre  à  fixer  la  position  de  ce  centre. 

Le  plan  de  front  passant  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  sera  dès  lors  un 
second  plan  principal  commun  aux  deux  quadriques. 

Les  couples  de  cercles  à  tracer  sur  le  plan  horizontal  auront  leurs  cen- 
tres sur  une  même  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Telle  est  la  solution  de  M,  Rémoy  publiée  dans  la  Géométrie  descriptive 
de  M.  Caron . 

Toutefois,  si  le  point  s  se  trouvait  sur  l'axe  2a  de  l'ellipsoïde,  l'emploi 
du  cône  serait  tout  indiqué. 

Si  la  quadrique  donnée  est  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical, 
par  exemple,  le  cône  auxiliaire  est  aussi  de  révolution  autour  d'un  axe 
parallèle  au  premier.  Deux  sections  planes  horizontales  suffiront  pour 


516  C01fPLÉ3fE5TS   ET  50TES 

détenriiner  rintersectloa  d'une  droite  et  d'une  pareille  qnadriqne. 
Dans  le  cas  de  la  surface  gaache  de  réTolntioDf  le  procédé  de  M.  Roaché 
peut  être  remplacé  par  la  méthode  da  cône  aiuiliaire  en  question,  laquelle 
est  toat  k  fait  générale  et  peat  s'appliquer  facilement,  soit  à  l'ellipsoïde, 
soit  au  paraboloîde  de  révolution . 


NOTIONS  SUR  L'HÉLICE 


Définition  de  Théllce.  —  On  appelle  hélice  une  ligne  tracée  sur  la  sur- 
face d'un  cylindre  et  dont  la  transformée  par  développement  est  une  ligne 
droite.  £n  d'autres  termes,  Thélice  est  la  courbe  en  laquelle  se  transforme 
une  droite  d'un  plan  quand  on  enroule  ce  plan  sur  la  surface  d'un 
cylindre.  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  le  cylindre  est  un 
cylindre  circulaire  droit. 

Soit  alors  ÂciCsCs . . .  une  droite  d'un  plan.  Divisons  ce  plan  en  rectan- 
gles AÂiÂ'Ai,  AiA2AÎAi,  etc.,  tels  que  chacun  d'eux  s'enroule  exactement 
sur  le  cylindre.  La  portion  Aci  de  la  droite  considérée  devient  ainsi,  sur 
la  surface  du  cylindre,  un  arc  de  courbe  A&iCi  qui  part  du  point  A  de  la 
génératrice  AA'  et  aboutit  au  point  ci  de  la  même  génératrice.  De  même, 
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A'i 

A', 
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la  portion  cics  de  la  droite  devient  un  arc  Cih^cty  à  la  suite  du  premier, 
et  identique  au  premier,  et  ainsi  de  suite.  Chacun  de  ces  arcs  s'appelle 
une  spire  de  l'hélice,  et  la  longueur  Aci  sur  le  cylindre,  égale  à  la  lon- 
gueur Aici  Hur  le  plan,  s'appelle  lepo^  de  l'hélice. 

11  suit  de  la  définition  de  Thélice  que  cette  ligne  est  indéfinie,  si  la  sur- 
face du  cylindre  est  indéfinie,  et  qu'elle  est  rencontrée  par  chaque  généra- 
trice en  une  infinité  de  points.  L'arc  d'hélice  compris  entre  deux  points  de 
rencontre  consécutifs  est  ce  que  nous  avons  appelé  une  spire  ;  de  même  la 
portion  de  la  génératrice  comprise  entre  ces  deux  points  est  le  pas  de  l'hélice. 

On  appelle  abscisse  curviligne  d'un  point  M  de  l'hélice,  l'arc  AP  de  la 
section  droite  du  cylindre,  ou  cet  arc  augmenté  d'une  fois,  de  deux 
fois,  etc.  la  longueur  de  cette  section  droite,  suivant  que  le  point  M  a  été 
obtenu  en  enroulant  le  premier  rectangle,  le  deuxième  rectangle,  etc.  Si 
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le  point  M  a  été  obtenu  en  enroulant  le  premier  rectangle,  Tabscisse  cur- 
viligne est  Tare  AP  ;  si  le  point  M  a  été  obtenu  en  enroulant  le  deuxième 
rectangle  à  la  suite  du  premier,  Tabscisse  curviligne  est  égale  à  l'arc  AP 
augmenté  de  la  longueur  de  la  section  droite^  etc. 

Dans  tous  les  cas  la  longueur  MF  s'appelle  l'ordonnée  du  point  M  par 
rapport  à  la  section  droite  qui  passe  par  le  point  A  du  cylindre  :  elle  est 
égale  à  la  distance  au  côté  A  A3  du  rectangle  AAsA'Aj,  du  point  de  la 
droite  AciC^ca . . .  qui  est  la  transformée  de  Thélice  quand  on  développe  la 
surface  du  cylindre  sur  un  plan. 

Théorëme.  —  Le  rapport  entre  Vordonnèe  d*un  point  qtielconque  de 
Vhélice  et  son  abscisse  curviligne  est  constant  et  égal  au  rapport  dupas  à  la 
circonférence  de  hase  du  cylindre. 

Soient  M  (fîg.  précédente)  un  point  de  Thélice  et  m  le  point  correspon- 
dant du  plan  quand  on  développe  la  surface  latérale  du  cylindre  sur  ce 
plan.  L'abscisse  curviligne  et  l'ordonnée  du  point  M  sont  respectivement 
égales  à   Ap   et  à  mp.  Or,  les  deux  triangles  semblables  Amp  et  AciAi 

donnent  Tégalité 

mp ciAi 

Ap        AAi  ' 

dans  laquelle  ciAi  est  égaie  au  pas  et  AAi  à  la  longueur  de  la  circonfé- 
rence de  base.  La  proposition  résulte  évidemment  de  là. 

Théorëme.  —  La  tangente  en  un  point  quelconque  d'une  hélice  fait  un 
angle  constant  avec  les  génératrices  du  cylindre. 

Nous  avons  prouvé  que  le  développement  de  la  surface  latérale  d*un 
cône  ou  d*un  cylindre  conserve  les  longueurs  et  les  angles  des  lignes 
tracées  sur  cette  surface.  Or,  la  droite  qui  est  la  transformée  par  dévelop- 
pement de  Thélice  fait  des  angles  constants  avec  les  génératrices  da 
cylindre  ;  il  en  résulte  que  la  tangente  à  Tbélice  fait  un  angle  constant 
avec  ces  génératrices. 

Voici,  au  surplus,  la  démonstration  directe  de  cette  proposition. 

Soient  M  et  M'  deux  points  voisins  d'une  hélice.  Menons  les  génératrices 
MP  et  M'F  de  ces  deux  points  ainsi  que  les  sécantes  MM'  et  PP'  ;  ces  deux 
sécantes  sont  situées  dans  le  même  plan  et  se  rencontrent  en  un  point  S, 
de  sorte  que  les  deux  triangles  semblables  SMP  et  SMT'  donnent 

,^.  MP       M'P' 


SP  ~  SF 

Mais,  d'après  le  théorème  précédent,  on  a 

MP     _     MT' 

arc  AP  ~  arc  AP'' 

En  divisant  ces  égalités  membre  à  membre,  il 

vient 

SP     _      SF    . 

arc  AP       arc  AF  * 

d'où,  en  retranchant  les  numérateurs  entre  eux  et 
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les  dénominateurs  entre  eux, 

SP      _     SF      _  corde  PP^ 

arc  AP  ""  arc  AP'  ~    arc  PP' 

Gela  posé,  supposons  que  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du 

point   M  ;   alors  les  sécantes   MM'  et  PP'  ont  pour  limites  respectives  la 

tangente  en  M  à  Thélice  et  la  tangente  en  P  à  la  section  droite,  tangentes 

qui  se  rencontrent  en  un  point  T,   position  limite  du  point  S  ;   d*autre 

part,  le  rapport ppp  est  le  rapport  d'une  corde  à  son  arc  et  a  pour 

limite  Tunité  ;  il  en  résulte  que  Ton  a 

r         SP 

lim  r^j  =  l 

arc  AP 
et,  par  suite, 

lim  SP  =  arc  AP. 

Mais  la  limite  de  SP  est  égale  à  TP,  puisque  le  point  S  a  pour  limite  le 
point  T  ;   donc,  en  vertu  de  Tégalité   (i)  et  du  théorème  précédent,  le 

rapport  7^  est  constant,  ce  qui  signifie  que  le  triangle  TMP  reste  sem- 
blable à  lui-même  et  que,  par  suite,  Tangle  TMP  est  constant  ;  ce  qui 
démontre  la  proposition. 

Corollaire.  —  La  sotcs-tangente  en  un  point  d'une  hélice  est  égale  à 
Vahscisse  curviligne  du  point  de  contact  de  la  tangente. 

C'est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  précédent.  En  effet,  la 
sous-tangente  en  M,  par  rapport  à  une  section  droite  déterminée,  est  la 
projection  TP  sur  le  plan  de  cette  section,  de  la  portion  de  la  tangente 
en  M  comprise  entre  le  point  de  contact  et  le  plan  de  section  droite* 

Protection  d'une  hélice  sur  un  plan  parallèle  à  son  axe.  —  Nous 
prendrons  le  plan  parallèle  à  l'axe  comme  plan  vertical  de  projection  et  nous 
prendrons  comme  plan  horizontal,  le  plan  de  base  du  cylindre  sur  lequel 
rhélice  est  tracée.  Tous  les  points  de  la  surface  du  cylindre,  et  en  parti- 
culier tous  les  points  de  Thélice,  sont  projetés  horizontalement  sur  le 
cercle  de  base  du  cylindre  ;  tous  les  points  de  la  surface  du  cylindre  sont 
projetés  verticalement  à  l'intérieur  du  rectangle  a'b'c'd'  ayant  pour  base 
et  pour  hauteur  le  diamètre  et  la  hauteur  du  cylindre. 

Cela  posé,  nous  allons  construire  la  projection  verticale  d'une  spire 
dliélice.  Pour  cela,  dans  le  plan  vertical,  et  en  prenant  la  ligne  de  terre 
comme  base»  traçons  le  rectangle  qui  représente  le  développement  de  la 
surface  latérale  du  cylindre  ;  soit  a'fgc'  ce  rectangle  et  soit  a'g  la  diago- 
nale dont  l'enroulement  sur  la  surface  du  cylindre  donne  la  spire  d'hélice 
dont  nous  cherchons  la  projection  verticale.  Partageons  la  base  du  cylindre 
et  a'f  en  un  même  nombre  de  parties  égales  et  aux  points  correspondants 
mettons  les  mêmes  numéros.  Le  point  de  l'hélice  projeté  sur  la  division  1 
du  cercle  de  base  provient  du  point  m\  de  fg  ;  le  point  projeté  sur  la  divi- 
sion 2  provient  du  point  m2,  et  ainsi  de  suite.  Comme  les  cotes  ne  chan- 
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geai  pas  quand  on  enroole  le  rectangle  o'/^c  sar  la  surface  da  cylindre, 
on  Toit  que  la  projection  Terticale  du  point  de  l'hélice  projeté  en  m,  sur  la 
division  I,  se  trouve  sur  la  ligne  de  rappel  menée  par  m  et  sur  la  parai- 


J' 


-^ 


.  r 


.V  "^  ^^^5 


h 


lèle  à  xy  menée  par  nu  ;  on  opère  d*une  manière  analogue  pour  tous  les 
autres  points,  et  Ton  a  ainsi  la  projection  verticale  a'm'p'c*  demandée. 
L'arc  a'm'p'  est  vu  et  Tare  p'd  est  caché. 

GonstmcUon  de  la  tangente.  —  Construisons  maintenant  la  tangente 
à  Thélice  en  un  point  quelconque  (m,  ml  ;  nous  allons  pour  cela  nous 
appuyer  sur  ce  que  la  sous'tangente  en  un  point  de  r hélice  est  égale  à 
l'abscisse  curviligne  de  ce  point.  Or,  Tabscisse  curviligne  du  point  (m,  m') 
est  ici  a's  ;  d'autre  part  la  sous-tangente  est  dirigée  suivant  la  tangente  en 
m  au  cercle  de  base  du  cylindre.  Si  donc,  sur  cette  tangente,  nous  portons 
dans  le  sens  convenable  (contraire  à  celui  de  Tenroulement  du  rectangle 
a*fgc')^  une  longueur  mt  égale  à  Tabscisse  curviligne,  c'est-à-dire  à  a'%^ 
le  point  (t,  t^)  ainsi  obtenu  sera  la  trace  horizontale  de  la  tangente  en 
(m,  m')  ;  les  projections  de  la  tangente  sont  mt  et  mY. 

Remarque.  —  Le  même  problème,  dans  le  cas  où  Thélice  est  tracée  sur 
un  cylindre  de  révolution  à  axe  quelconque,  se  traite  de  la  même  façon 
par  des  changements  de  plans. 
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i.  On  donne  deux  droites  D  et  A  par  leurs  projections.  On  fait  tourner  D 

autour  de  A  et  l'on  demande  de  trouver  les  points  de  la  surface  ainsi 

obtenue  situés  sur  une  verticale  donnée  s'appuyant  sur  A. 

En  faisant  tourner  la  verticale  donnée  autour  de  A  on  engendre  un  cône,  et  on 
se  ramène  facilement  k  la  détermination  des  points  de  rencontre  de  D  avec  ce 
cône. 


2.  Mener  par  un  point  du  plan  bissecteur  du  second  dièdre  un  segment 
de  droite  de  longueur  donnée  faisant  un  angle  de  4o^  avec  le  plan  horizon- 
tal et  un  angle  de  60<*  avec  le  plan  vertical  ;  discussion  du  problème. 

3.  On  considère  une  hyperbole  équilatère  et  une  droite   ad  parallèle  à 

Tasymptote  of  ;  on  mène  les  bissectrices  ab,  oc 
des  angles  dae  et  fog  ;  déterminer  Tinter- 
section  de  rhyperboloïde  engendré  par  Thyper- 
bole  équilatère  tournant  autour  de  oc  avec  le 
cône  engendré  par  ad  tournant  autour  de  ab  ; 
trouver  les  asymptotes  de  Tinlersection. 

4.  Intersection  d'un  parabololde  de  révolution 
à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  à 
axe  également  vertical.  Pourquoi  est-ce  une 
courbe  plane  ? 

5.  Deux  cônes  ayant  une  courbe  plane  commune,  on  demande  de 
trouver  Tautre.  Déterminer  les  points  communs  aux  deux  courbes  et  les 
tangentes  en  ces  points. 

6.  Trouver  la  trace  sur  le  plan  horizontal  du  cône  de  sommet  donné  cir- 
conscrit à  un  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une  horizontale  qui 
glisse  sur  deux  droites  données.  Nature  de  cette  courbe. 

7.  Contours  apparents  d*un  hyperboloïde  de  révolution  autour  d'un  axe 
de  front  engendré  par  une  verticale. 


•* 
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8.  Od  donne  deax  coniques  tangentes  au  plan  vertical  de  projection  au 
même  point.  La  première  conique  est  la  base  d'un  cylindre  tangent  au 
plan  vertical  ;  la  seconde  conique  est  la  base  d'un  cône.  On  suppose  que 
les  deux  surfaces  sont  tangentes  au  point  où  les  deux  coniques  touchent  le 
plan  vertical  et  que  Ton  donne  une  asymptote  de  l'intersection.  Où  est  le 
sommet  du  cône  ?  On  se  donne  le  sommet  du  cône,  trouver  un  point  quel- 
conque de  Tinterseclion  et  la  tangente  en  ce  point.Trouver  les  asymptotes. 

9.  Un  hyperboioïde  de  révolution  à  axe  vertical  est  défini  par  son  axe  et 
par  une  génératrice  de  front.  On  le  coupe  par  un  plan  de  bout  et  on  prend 
la  section  comme  base  d'un  cône  de  sommet  donné  ;  trouver  le  contour 
apparent  horizontal  de  ce  cône. 

10.  On  donne  un  point  (a,  a')  et  une  droite  (A,  A')  passant  par  ce 
point.  Mener  par  (A,  A')  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  qui 
passe  par  la  ligne  de  terre  et  par  le  point  (a,  a'). 

il.  On  donne  une  circonférence  dans  le  plan  horizontal  et  deux  points 
(a,  a')  et  (o,  o') .  £xiste-t-il  une  quadrique  passant  par  {a,  a')  et  par  la 
circonférence  et  ayant  pour  centre  le  point  (o,  o')  ?  Trouver  le  plan  tan- 
gent au  point  (a,  a')  et  les  sections  circulaires  de  cette  surface. 

12.  On  mène  une  droite  A  parallèle  à  une  génératrice  G  d'un  hyper- 
boioïde de  révolution  à  axe  vertical,  et  on  fait  tourner  G  autour  de  A. 
Intersection  de  l'hyperboloïde  et  du  cylindre  ainsi  engendré. 

13.  On  considère  toutes  les  horizontales  qui  s'appuient  sur  deux  droites 
de  front  données.  Lieu  des  projections  d'un  point  donné  sur  ces  horizon- 
tales. 

14.  On  donne  deux  droites  Sa,  Sb  faisant  entre  elles  un  angle  de  60<>  ; 
elles  représentent  la  méridienne  d'un  cône  de  révolution  autour  de  la 
bissectrice  de  l'angle  aSb,  On  considère,  d'autre  part,  un  cylindre  de 
rayon  donné  ayant  pour  axe  la  perpendiculaire  à  celte  bissectrice  dans  le 
plan  aSb,  Intersection  des  deux  surfaces.  Points  remarquables  avec  leurs 
tangentes. 

15.  On  fait  tourner  une  droite  D  autour  d'une  autre  droite  A.  Section 
de  la  surface  obtenue  par  le  plan  bissecteur  du  second  dièdre. 

16.  Lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  une  conique  donnée  dans 
le  plan  horizontal  et  par  deux  points  donnés.  Tangente  en  un  point  du 
lieu.  Si  le  cône  passe  par  trois  points  donnés,  combien  y  a-t-il  de  sommets? 
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17.  Contour  apparent  horizontal  du  cône  de  sommet  donné  ayant  pour 
base  la  section  faite  dans  une  sphère  par  un  plan  donné.  ; 

18.  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  menées  par  un  point  donné  sur 
les  plans  tangents  à  un  cône  de  sommet  donné,  ayant  pour  base  un  cercle 
donné  dans  le  plan  horizontal. 

19.  Soit  A  une  génératrice  principale  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à 
axe  vertical.  Dans  un  plan  horizontal  on  considère  une  circonférence  ren- 
contrant A  et  on  prend  cette  circonférence  comme  base  d'un  cylindre 
passant  par  A.  Trouver  les  plans  tangents  communs  à  Phyperboloïde  et 
au  cylindre. 

20.  On  donne  un  cylindre  vertical  ayant  pour  base  dans  le  plan  horizontal 
une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Trouver  Tin- 
lersection  de  ce  cylindre  avec  une  sphère  ayant  son  centre  dans  le  plan  de 
front  du  grand  axe  de  cette  ellipse  et  dont  le  contour  apparent  vertical  est 
tangent  à  celui  du  cylindre. 

21.  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  à  axe  vertical  et  un 
ellipsoïde  de  révolution  aplati  à  axe  vertical,  ayant  même  plan  méridien 
principal.  Intersection  de  ces  deux  surfaces  ;  points  remarquables  et  tan- 
gentes en  ces  points.  Nature  de  la  projection  verticale. 

22.  On  considère  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  courbe 
gauche  donnée  par  ses  projections  tournant  autour  d'un  axe  quelconque. 
Section  de  cette  surface  par  le  pian  bissecteur  du  second  dièdre. 

23.  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  de  front  et  d'une  sphère 
ayant  son  centre  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  du  cône. 

24.  Déterminer  l'axe  et  le  sommet  du  contour  apparent  horizontal  d'un 
paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une  horizontale  qui  s'appuie  sur 
deux  droites  quelconques. 

25.  Les  bases  de  deux  cylindres  sont  deux  hyperboles  conjuguées  situées 
dans  le  plan  horizontal,  intersection  de  ces  deux  surfaces. 

26.  intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  bout  ayant 
pour  base  la  demi-méridienne  principale  du  tore.  Que  peut-on  dire  de  la 
nature  de  cette  courbe  et  de  ses  projections  ? 

27.  Mener  par  un  point  les  plans  tangents  à  un  cylindre  dont  la  base  est 
donnée  dans  le  second  plan  bissecteur.  Reconnaître  si  les  génératrices  de 
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contact  sont  vues  en  projection  verticale.  Trouver  la  trace  de  ce  cylindre 
sur  l'autre  plan  bissecteur.  Que  faut-il  se  donner  pour  définir  le  premier 
plan  bissecteur  ?  Pourquoi  n'est-il  pas  besoin  de  la  ligne  de  terre  pour 
définir  le  second  ? 

28.  On  donne  le  contour  apparent  vertical  d*un  cône  de  révolution  ;  on 
donne  de  plus  une  génératrice  de  contour  apparent  horizontal  ;  on  de- 
mande de  déterminer  Taxe  et  le  contour  apparent  horizontal  de  ce  cône. 

29.  On  donne  lé  contour  apparent  vertical  d*un  cône  de  révolution  à  axe 
de  front.  On  donne  aussi  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  situé 
dans  le  même  plan  de  front  et  est  perpendiculaire  à  celui  du  cône,  inter- 
section des  deux  surfaces.  Nature  et  sommets  de  la  projection  verticale. 

30.  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  l'on  considère  le  carré 

oAB^  ;  on  prend  le  point  (s,  ^}  dont  la  cote  est 
égale  au  rayon  du  cercle  ;  c'est  le  sommet  d'un 
cône  dont  la  base  est  ie  cercle  considéré.  On 
donne,  ensuite,  dans  ie  plan  horizontal,  une 
parabole  dont  Taxe  est  BÂ,  le  sommet  ((2,  d)  et 
le  foyer  ie  milieu  de  BA.  Cette  parabole  est  la 
base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  (ds,  dW).  Déterminer  un  point  de 
l'intersection  des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point.  Nature  des 
branches  infinies.  Nombre  des  points  doubles  en  projection  horizontale. 

31.  Une  ellipse  dans  le  plan  vertical  est  une  section  principale  d'un 
ellipsoïde  dont  les  sections  horizontales  sont  des  cercles.  Montrer  que  la 
surface  est  déterminée  et  trouver  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite. 

32.  Normale  commune  à  un  cylindre  parabolique  et  &  un  cône,  la  base 
du  cylindre  étant  dans  le  plan  horizontal  et  celle  du  cône  dans  le  plan 
vertical. 

33.  On  donne  la  méridienne  d'un  tore  à  axe  vertical  et  on  considère  la 
sphère  qui  a  pour  grand  cercle  une  circonférence  tangente  intérieurement 
à  une  demi-méridienne  et  extérieurement  à  l'autre.  Intersection  des  deux 
surfaces. 

34.  On  donne  une  verticale  et  deux  droites  de  front;  l'une  d'elles  en 
tournant  autour  de  la  verticale  engendre  un  hyperboloïde  ;  toutes  les  deux 
sont  directrices  d'un  paraboloïde  hyperbolique  dont  un  plan  directeur  est 
horizontal,  intersection  des  deux  surfaces.  Branches  infinies. 

35.  On  considère  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  Téclaire 
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par  des  rayons  de  front  venant  de  gauche  et  d'en  haut.  Le  paraboloïde  est 
limité  par  un  plan  horizontal.  Trouver  les  ombres  propres  et  portées. 
L'ombre  propre  est  une  parabole  égale  à  la  parabole  méridienne.  Pourquoi 
le  foyer  de  Tombre  portée  est-il  Tombre  du  sommet  du  paraboloïde  ? 

36.  Dans  le  plan  horizontal  on  donne  une  ellipse  et  une  droite.  L'ellipse 
est  la  méridienne  d'un  ellipsoïde  de  révolution  et  la  droite  est  la  trace 
horizontale  d'un  plan  dont  on  donne  l'angle  avec  le  plan  horizontal. 
Mener  à  l'ellipsoïde  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  donné. 

37.  On  donne  deux  paraboles  dans  le  plan  horizontal.  Les  axes  de  ces 
paraboles  sont  les  projections  horizontales  de  deux  cylindres  ayant  pour 
bases  les  paraboles  correspondantes.  Intersection  des  deux  surfaces.  Nature 
de  la  projection  horizontale. 

38.  On  donne  deux  coniques  dans  deux  plans  différents,  l'une  dans  un 
plan  horizontal,  l'autre  dans  un  plan  de  front.  Peuvent-elles  être  les  pers- 
pectives d'une  même  conique  par  rapport  à  deux  points  de  vue  différents  ? 

39.  On  donne  un  cône  de  révolution  par  son  sommet  et  par  sa  base  qui 
est  un  cercle  du  premier  plan  bissecteur,  une  droite  quelconque  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  et  un  point  a  de  la  ligne  de  terre.  Mener  par  le  point  a 
une  droite  s'appuyant  sur  la  droite  donnée  et  sur  le  cône. 

40.  Par  deux  points  donnés  mener  un  plan  dont  les  traces  sur  les  plans 
de  projection  fassent  un  angle  donné. 

41.  On  prendra  comme  origine  le  centre  de  la  feuille,  comme  axe  des  x 
ou  ligne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille,  comme  axe  des  y  une  ligne  de 
bout,  l'axe  des  z  étant  vertical.  On  donne  : 

{^  Un  hyperboloïde  de  révolution  S  à  axe  vertical  o  (a;  =:  0,  y  =  10'^™) 
ayant  pour  génératrice  principale  la  droite  ÂÂ'  passant  par  (a,  a') 
[a?  =  0,    y  =  14,    s  =  10]    et  par  (a,  a')    [a?  =  —  10,    y  =  14,    j  =  0]  ; 

â**  Un  hyperboloïde  Si  ayant  pour  directrices:  1<>  ÂA';  'i""  BB'  qui  passe 
par  (o,  o')  [»  =  0,  y  =  10,  j  =  10]  et  par  (P,  p')  [x  =  10,  y  =  10, 
s  =  0]  ;    3«  la  ligne  de  bout  (G,  G')    [a?  =  —  2,    ;s  =  6]. 

Représenter  la  surface  opaque  de  l'hyperboloïde  de  révolution  S  conte- 
nue dans  l'hyperboloïde  Si. 

On  vérifiera  numériquement  les  directions  des  asymptotes  de  l'intersection 
en  calculant  les  angles  de  leurs  projections  horizontales  avec  la  ligne  de 

terre.  . 

{École  normale j  concours  de  1896.) 
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I.  —  École  Polytechnique. 

1864.  —  Le  problème  consiste  à  représenter  la  surface  engendrée  par 
la  révolution  d'une  ellipse  autour  d'une  droite  située  hors  du  plan  de  cette 
courbe. 

L'axe  de  révolution  est  la  droite  verticale  {o,  o'z).  L'ellipse  génératrice 
est  donnée  dans  sa  position  initiale  par  ses  projections  (ÂBCD,  M'N')  et 
par  les  traces  LG,  GH  de  son  plan  ;  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan 
vertical. 

Le  grand  axe  de  l'ellipse  ABCD  passe  par  la  trace  horizontale  o  de  l'axe 
de  révolution.  On  tracera  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  chacun 
des  plans  de  projection.  Les  deux  courbes  méridiennes  situées  dans  le 
plan  vertical  OL  seront  entièrement  construites,  et  on  distinguera  par  la 
ponctuation  celles  de  leurs  parties  qui  sont  vues  de  celles  qui  sont  cachées. 
Ellipse  ADCD  :  grand  axe  AC  =  QG""»;  petit  axe  BD  =  44™™. 
oo'  =  72"»,        OL  =  68»™,        01  =  15™», 

ÂOL  =  45%        yGÔ  =  se». 
La  droite  OL  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  le  point  1  est  le  centre 
de  l'ellipse    ABCD. 

1865.  —  On  demande  de  représenter  par  ses  contours  apparents  un  solide 
terminé  par  un  hyperboloïde  de  révolution  et  par  deux  plans  :  l'hyperbo- 
loïde  a  pour  axe  de  révolution  l'horizontale  (AB,  A'B')  et  pour  génératrice 
la  droite  (CD,  CD')  parallèle  à  la  ligne  de  terre  xy\  les  plans  sont  perpen- 
diculaires à  l'axe  (AB,  A'B')  et  également  distants  du  centre  de  l'hyperbo- 
loîde.  On  supposera  tracées  sur  ce  solide  12  génératrices  d'un  même 
système;  la  génératrice  donnée  (CD,  CD')  est  Tune  de  ces  douze  droites. 
Ces  génératrices,  également  espacées,  seront  représentées  en  tenant 
compte  des  parties  vues  et  des  parties  cachées. 

Les  arcs  d'hyperbole  qui  appartiennent  aux  contours  apparents  du  solide 
seront  simplement  tracés  tangentiellement  aux  projections  de  ces  généra- 
trices. 

On  achèvera  de  déterminer  le  contour  apparent  du  solide  sur  le  plan 
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vertical  de  projection  en  construisant  quelques  génératrices  du  système 
qui  ne  renferme  pas  la  génératrice  donnée;  ces  droites  seront  tracées 
comme  lignes  de  construction. 

A'B'  et  CD  sont  à  100°»°  de  la  ligne  de  terre  «y, 
CD'        est  à  25»^»  de  A'B'. 

AB  et  CD  comprennent  un  angle  de  40''. 

Les  plans  qui  terminent  le  solide  sont  Tun  et  Tautre  à  70»i>^  du  centre 
de  rhyperbololde. 

xy  est  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille  de  dessin  et  à  égale  dis- 
tance de  ces  côtés. 

1866.  —  On  donne  une  sphère  pleine  ;  on  la  coupe  par  un  cône.  On  enlève 
de  la  sphère  la  partie  qui  est  dans  Tintérieur  du  cône.  On  demande  de 
représenter  par  ses  projections  la  sphère  solide  dans  laquelle  on  a  pratiqué 
ainsi  une  entaille  conique.  Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en  (o,  o').  Les 
points  o'  et  o  sont  à  100°™  de  la  ligne  de  terre.  Le  rayon  de  la  sphère  a 
90mm  dg  longueur.  La  surface  conique  de  Tentaille  est  engendrée  par  la 
droite  A'B'  qui  tourne  autour  de  Taxe  EF 

Ces  deux  droites  sont  dans  le  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère 
parallèlement  au  plan  vertical  de  projection. 

Pour  les  déterminer,  on  donne  les  dimensions  suivantes  : 

ok  =  60«»°,     oB  =  30°°,     o'D'  =  30°°,     o'C  =  45°°. 

N.  B.  —  Prendre  pour  xy  une  droite  parallèle  aux  petits  côtés  de  la 
feuille  et  à  égale  distance  de  ces  côtés. 

1867.  —  Deux  cônes  sont  circonscrits  à  une  sphère  ;  ils  se  coupent  par 
conséquent  suivant  deux  courbes  planes.  L'un  de  ces  cônes  est  solide.  On 
demande  de  représenter  par  ses  projections  la  portion  de  ce  cône  solide 
qui  est  renfermée  dans  l'autre. 

Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en  (o,  o')  ;  les  points  o'  et  o  sont  à 
120°°  de  la  ligne  de  terre.  Le  rayon  de  la  sphère  a  60°°  de  longueur. 

Les  cônes  touchent  la  sphère  suivant  des  petits  cercles  projetés  verti- 
calement en  A'B',  CD'. 

Pour  déterminer  ces  droites,  on  donne  les  dimensions  suivantes  : 
o'E'  =  25°°,    o'G'  =  40°°,    o'H'  =  10°°,    L'H'  =  40°°. 

1868.  —  On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  corps  engen- 
dré par  un  triangle  équilatéral  qui  tourne  autour  d*un  de  ses  côtés. 

On  construira  directement  les  lignes  de  contour  apparent,  sur  le  plan 
horizontal,  des  surfaces  coniques  qui  terminent  ce  corps.  Ces  droites  ser- 
viront à  tracer  avec  plus  d'exactitude  la  projection  de  la  circonférence 
décrite  par  le  sommet  opposé  au  côté  qui  sert  d'axe  de  révolution. 

Ce  côté  est  projeté  en  {ab,  a'b').  Pour  déterminer  les  points  a,  a',  6,  b' 
on  donne 

pq  z=z  7«°,    o'p  =  14«°,     b'q  =z  10«°,     ap  =  15«°,     bq  =  5«°. 
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On  prendra  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  de  la  feuille 
de  dessin  et  à  égale  distance  de  ces  côtés. 

Nota.  —  Pour  construire  les  deux  ellipses  sur  le  plan  horizontal  et  sur 
le  plan  vertical,  on  les  considérera  comme  étant  les  projections  d*un  cercle 
de  rayon  connu  tracé  dans  un  plan  donné. 

1869.  —  Représenter  le  solide  commun  à  une  sphère  et  à  un  cône  définis 
de  la  manière  suivante  : 

La  sphère  est  inscrite  dans  un  cube  ayant  15^™  de  côté;  la  face  infé- 
rieure du  cube  est  dans  le  plan  horizontal  de  projection  et  la  face  posté- 
rieure est  dans  le  plan  vertical. 

Le  cône  est  de  révolution;  il  est  tangent  au  plan  horizontal,  son  som- 
met est  le  centre  0  de  la  face  ÂBGD  du  cube,  et  son  axe  passe  par  le 
sommet  (Â,  Â')  du  cube. 

Prendre  la  ligne  de  terre  à  égale  distance  des  petits  côtés  de  la  feuille. 

1870.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d*un  cylindre.  Représenter  par  ses 
projections  le  solide  qui  reste  après  que  Ton  a  enlevé  de  la  sphère  la  por- 
tion qui  se  trouvait  à  Tintérieur  du  cylindre.  La  trace  horizontale  du  cylin- 
dre est  un  cercle;  les  génératrices  sont  parallèles  au  plan  vertical.  On 
adoptera  les  données  suivantes  : 

Rayon  de  la  sphère  =  8'°^;  distance  des  projections  du  centre  à  la  ligne 
de  terre  =  11«". 

Rayon  de  la  trace  horizontale  du  cylindre  =  6^°^  ;  distance  du  centre  à 
la  ligne  de  terre  =  1^^;  distance  du  même  point  au  plan  de  profil  qui 
passerait  par  le  centre  de  la  sphère  =  9'°^. 

Angle  des  génératrices  du  cylindre  avec  le  plan  horizontal  =  60<*. 

1871 .  —  Un  triangle  équilatéral  de  Ji^^  de  côté  est  situé  dans  un  plan 
horizontal  élevé  de  6^°^  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  :  un  des  côtés  est 
parallèle  au  plan  vertical  et  à  6'°*  de  ce  plan. 

On  considère  trois  sphères  ayant  leurs  centres  aux  points  a,  &,  c  et  un 
rayon  commun  de  5*^°. 

io  Construire  Tintersection  de  ces  trois  sphères; 

2^  Représenter  à  part,  sur  la  môme  feuille,  le  solide  commun  aux  trois 
corps. 

1872.  —  Trouver  Tintersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  de  révo- 
lution définis  de  la  manière  suivante  : 

La  sphère  est  tangente  aux  deux  plans  de  projection  et  a  10®"^  de  rayon. 

Le  cylindre  a  7^™  de  rayon  ;  son  axe  passe  par  le  point  le  plus  haut  de  la 
sphère^  est  parallèle  au  plan  vertical  et  fait  un  angle  de  45o  avec  le  plan 
horizontal. 

On  représentera  le  solide  commun  au  cylindre  et  à  la  sphère. 
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1873.—  On  donne  un  cylindre  à  bases  parallèles  ;  la  base  inférieure  est  un 
cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection  ;  son  axe  est  à  5^°^  en 
avant  de  la  ligne  de  terre  et  son  rayon  est  4'^°'.  Ses  génératrices  sont  pa- 
rallèles au  plan  vertical  et  font  un  angle  de  45°  avec  le  plan  horizontal;  sa 
hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal  est  de  14^™. 

Une  sphère  de  Y^  de  rayon  ayant  pour  centre  le  milieu  (1,  ï)  de  l'arête 
(AB,  Â'B')  du  cylindre  parallèle  au  plan  vertical  et  la  plus  rapprochée 
de  ce  plan,  coupe  le  cylindre . 

Représenter  le  corps  qui  subsiste  quand  on  détache  du  cylindre  le  volume 
commun  à  ce  cylindre  et  à  la  sphère. 

1874.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  est  égal  à  i2<*'' 
et  dont  la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection .  On 
demande  : 

i^  De  trouver  la  projection  horizontale  de  Tintersection  de  la  sphère 
décrite  sur  BD  comme  diamètre  et  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  A 
et  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BGD; 

2®  De  représenter,  en  projection  horizontale,  le  tétraèdre  ABCD,  en 
supposant  enlevées  la  partie  de  ce  corps  située  dans  le  cône  et  la  partie 
située  dans  la  sphère. 

1875. —  Sphère  et  prisue.  —  Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  de  la 
feuille  et  à  i8«"^  au-dessus  du  bord  inférieur. 

Sphère.  —   Le  centre  de  la  sphère  est  au  milieu  de  la  largeur  de  la 

feuille^  en  (o,  o'j. 

o'ui  =  00)  =  85"". 

Rayon  de  la  sphère  =  80™"*. 

Prisme,  —  On  mène  par  o  une  droite  oa  faisant  un  angle  de  45<^  avec 
la  ligne  de  terre.  On  prend  oa  =  45"".  Le  point  a  étant  la  projection 
d^un  point  de  la  sphère,  on  cherchera  sa  projection  verticale  a\  On  mènera 
en  ce  point  une  tangente  à  la  sphère,  tangente  projetée  horizontalement 
en  oa.  Cette  tangente  sera  une  arête  d'un  prisme  à  section  carrée,  dont 
un  des  plans  diagonaux  sera  vertical  et  aura  sa  trace  horizontale  confondue 
avec  oa.  Le  côté  du  carré  est  égal  à  105"".  On  demande  de  représenter 
par  ses  projections  la  portion  de  la  sphère  supposée  solide  contenue  dans  le 
prisme,  c'est-à-dire  le  soHde  commun  aux  deux  corps. 

1876.  —  Représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  à  un  cône  et  à 
un  hyperbololde  ayant  une  génératrice  commune.  Les  deux  surfaces 
recouvrent  des  corps  solides.  Ligne  de  terre  à  25°"  au-dessus  du  bord  infé- 
rieur de  la  feuille. 

Hyperboloïde  de  révolution  :  axe  vertical  au  milieu  de  la  feuille  ;  centre 
en  (0,  0'),  Oa  =  120"",  O'a  =  7U"";  rayon  OD  du  cercle,  trace  hori- 
zontale de  la  surface  =  110°^";  rayon  OB  du  cercle  de  gorge  =  45"™. 

ANTOXARI.    —   GÉOX.    DESCR.  *  34 
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La  génératrice  ABS,  A'O'S'  parallèle  au  plan  vertical  est  la  génératrice 
commune. 

Cône  :  cône  oblique  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal.  Le  som- 
met est  en  (S,  S')  sur  la  génératrice  commune,  aS  =  180™™  ;  le  centre 
de  la  base  est  en  C,  CA  =  100™",  CS  =  120™™;  le  cercle  de  base  doit 
passer  par  le  point  A,  son  rayon  est  donc  égal  à  iOO™™. 

Nota.  —  Pour  la  représentation  du  solide  commun,  on  ne  considérera 
que  la  nappe  du  cône  située  entre  le  sommet  et  le  plan  horizontal,  mais 
on  prolongera  un  peu  la  courbe  d'intersection  pour  bien  montrer  sa  forme. 

1876  {Paris*),  — On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un 
triangle  rectangle  ABC  :    A  =  90%    AB  =  0™,08,    AC  =  0™,06. 

Le  cercle  horizontal  ayant  A  pour  centre  et  AC  pour  rayon,  engendre 
un  tore  en  tournant  autour  de  la  parallèle  à  AC  menée  par  le  point  B. 

Construire  l'intersection  de  ce  tore  et  de  la  sphère  qui,  ayant  un  rayon 
égal  à  0™,09,  touche  le  pian  horizontal  de  projection  au  point  1^  milieu 
de  BC. 

On  placera  la  ligne  de  terre  xy  suivant  le  petit  axe  de  la  feuille,  et  Pon 
disposera  le  triangle  ABC  de  manière  que  AB  et  xy  soient  parallèles  et  à 
la  même  distance  du  point  C. 

On  représentera  la  sphère  supposée  pleine  et  existant  seule,  en  suppri- 
mant la  portion  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore. 

1877.  —  On  donne  deux  points  A  et  B  situés  sur  une  verticale;  le  point  A 
est  à  6^™  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection,  et  le  point  B  à  S*"™ 
au-dessus  du  point  A. 

La  verticale  AB  est  Taxe  d'un  hyperboloïde  de  révolution;  le  cercle  de 
gorge  a  pour  centre  le  point  A  et  pour  rayon  4*"™;  le  parallèle  P,  qui  a 
pour  centre  le  point  B,  a  son  rayon  égal  à  5'™. 

On  prend  sur  le  cercle  P  un  point  C  tel  que  le  rayon  BG  soit  incliné 
À  45°  sur  le  plan  vertical  de  projection;  puis  on  décrit  une  sphère  de 
centre  C  et  de  8<=™  de  rayon. 

Représenter  le  solide  compris  entre  la  surface  de  Thyperboloîde,  le  plan 
du  parallèle  P  et  le  plan  horizontal  de  projection,  en  supposant  enlevée 
la  partie  de  ce  corps  qui  est  comprise  dans  la  sphère. 

1878.—  On  donne  un  losange  ABCD  dont  la  diagonale  AOC  est  égale  à 
20^™,  et  la  diagonale  BOD  à  12*"™.  Le  plan  du  losange  est  horizontal  et  situé 
à  3^™  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection.  Le  côté  AB  est  situé  dans 
le  plan  vertical  de  projection. 

Le  losange  en  tournant  autour  de  la  diagonale  AC  engendre  un  double 
cône.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  COD,  en  tournant  autour  de  AB, 
engendre  un  tore. 

(*)  La  question  précédente  avait  élé  annulée  pour  les  candidats  de  Pans. 
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On  demande  de  représenter  le  double  cône,  supposé  plein  et  existant 
seul,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  située  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal de  projection,  ainsi  que  la  partie  comprise  dans  le  tore. 

1879.  —  On  donne  un  cube  ABCDEHKl  dont  le  côté  est  égal  à  12«b  ;  la 

base  inférieure  ABGD  est  située  dans  le  plan  hori- 
JL^^^  ^  zontal  ;  le  sommet  A  est  sur  la  ligne  de  terre  XY 

et  le  côté  AB  fait  avec  XY  un  angle  de  30°.  La  ver- 

ticale  menée  par  le  centre  du  cube  est  Taxe  d'un 

hyperboloïde  de  révolution  dont  la  droite  BK  est 
"     ^  une  génératrice.  Le  point  E  est  le  sommet  d*un  cône 

de  révolution  dont  la  surface  contient  le  milieu  de 
KH  et  dont  Taxe  passe  par  le  milieu  de  KG.  On  demande  : 
i*'  De  construire  Tintersection  du  cône  et  de  Thyperbololde  ; 
2°  De  représenter  Thyperboloïde  supposé  plein  existant  seul,  en  suppri- 
mant la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cône,  ainsi  que  les  parties 
situées  au-dessous  du  plan  de  la  base  inférieure  et  au-dessus  du  plan  de 
la  base  supérieure  du  cube. 

1880.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABGD  dont  le  côté  est  égal  à 
i9'm  Qi  (Jqdi  ]||  f^(.e  ^3Q  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 
Le  point  A  est  le  sommet  d*un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  BGD.  L*arête  BD  est  parallèle  aux  génératrices  d'un  cylindre 
dont  la  trace  horizontale  est  le  cercle  décrit  du  point  B  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  6^™. 

On  demande  de  représenter  en  projection  horizontale  le  corps  lorsqu'on 
supprime  dans  le  tétraèdre  la  partie  comprise  dans  le  cône  et  la  partie 
comprise  dans  le  cylindre. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  faite  pour  trouver  un  point 
de  rintersection  du  cône  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce  point. 

1881.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABGD  dont  le  côté  est  égal  à 
{9<""  et  dont  la  face  ABG  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 
Le  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  BGD.  Le  point  B  est  le  sommet  d*un  cône  qui  a  pour  base  le 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  AGD. 

On  demande  de  représenter  en  projection  horizontale  le  corps  qui  reste 
lorsqu'on  supprime  dans  le  tétraèdre  tout  ce  qui  est  compris  à  l'intérieur 
des  cônes. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  faite  pour  trouver  un  point 
de  rintersection  des  deux  cônes  et  la  tangente  en  ce  point. 

1882.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical 
ET  d'un  torb  dont  l'axe  EST  HORIZONTAL.  —  L'axe  du  cylindre  se  projette 
horizontalement  en  un  point  c  situé  à  65°"°*  en  avant  de  la  ligne  de  terre. 


532  COMPLÉMENTS    ET   >'OTES 

Le  rayon  da  cercle  de  base  est  de  38**.  Le  centre  da  tore  se  projette  hori- 
zontalement en  un  point  o  sitaé  à  58**  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et 
verticalement  en  o'  sitné  à  78**  au-dessus  de  la  ligne  de  terre.  La  ligne 
de  rappel  (m/  est  à  droite  de  c  à  une  distance  de  44**.  La  projection  hori- 
zontale de  Taxe  du  tore  rencontre  la  ligne  de  terre  en  un  point  situé  à 
54**  à  droite  du  point  de  rencontre  de  la  ligne  de  terre  avec  oo'.  Le  rayon 
du  cercle  générateur  du  tore  est  de  22**  et  la  distance  du  centre  de  ce 
cercle  à  Taxe  est  de  51**.  On  demande  : 

1«  De  représenter  ce  qui  reste  du  tore  entaillé  par  le  cylindre,  de  tracer 
les  parties  vues  et  les  parties  cachées  des  contours  apparents  ; 

2*  De  développer  sur  la  droite  de  Tépure  la  portion  de  surface  cylindrique 
qui  limite  le  corps  ; 

Z^  D'indiquer  à  Tencre  rouge  les  constructions  nécessaires  pour  déter- 
miner un  point  de  Tintersection  et  la  tangente  ;  un  point  du  développement 
de  la  courbe  d'intersection  tracée  sur  la  surface  du  cylindre  et  la  tangente 
au  développement  en  ce  point  ;  un  point  du  contour  apparent  vertical  du 
tore  et  la  tangente  en  ce  point. 

Les  tangentes  seront  tracées  en  rouge.  —  On  prendra  la  ligne  de  terre 
parallèle  aux  grands  côtés  de  la  feuille,  à  130**  du  bord  inférieur. 

1883.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  a  12«*.  La 
face  ABC  est  horizontale  ;  le  sommet  D  est  au-dessous  de  ABC. 

Soit  P  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle  BCD.  Soit  Q  le  cylindre  de  révolution  qui  a  pour 
axe  la  droite  fiC  et  pour  rayon  5'*. 

On  demande  la  projection  horizontale  du  solide  formé  par  ce  qui  reste 
du  tétraèdre  quand  on  a  supprimé  la  partie  de  ce  tétraèdre  qui  est  comprise 
dans  le  cône  P  et  celle  qui  est  comprise  dans  le  cylindre  Q. 

1884.  —  Représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  à  un  cône  et 
à  un  cylindre  pleins,  tous  deux  de  révolution. 

Les  axes  sont  de  front  et  se  coupent  à  angle  droit  au-dessus  du  plan 
horizontal  ;  leur  plan  est  à  10^*  en  avant  du  plan  verticaL 

Le  cône  est  tangent  au  plan  horizontal  ;  son  demi-angle  au  sommet  est 
le  quart  d'un  angle  droit. 

Le  cylindre  a  5*"*  de  rayon  ;  son  axe  rencontre  le  plan  horizontal  à  16'* 
du  sommet  du  cône. 

N.-B.  —  On  prendra  la  ligne  de  terre  perpendiculaire  aux  grands  côtés 
du  cadre  et  à  égale  distance  des  autres  côtés. 

1885.  —  Un  cercle  de  lO^'*  de  diamètre,  situé  dans  un  plan  de  front  P, 
se  projette  horizontalement  sur  une  parallèle  au  petit  côté  et  à  li**  du 
bas  de  la  feuille.  Son  centre  se  projette  verticalement  sur  la  ligne  qui  divise 
la  feuille  en  deux  parties  égales  dans  le  sens  de  sa  longueur,  à  28'*  du 
bas. 
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On  le  prend  comme  cercle  générateur  de  deux  tores  pleins  ayant  pour 
axes  les  tangentes  à  la  circonférence  en  son  point  le  plus  à  gauche  et  en 
son  point  le  plus  haut. 

1°  On  tracera  complètement  Tintersection  des  deux  surfaces  en  indi- 
quant les  constructions  effectuées  pour  en  obtenir  un  point  quelconque  et 
la  tangente  en  ce  point. 

2<>  On  représentera  par  ses  projections  le  solide  commun  aux  deux  torest 
en  retranchant  la  partie  de  ce  solide  située  en  arrière  d*un  plan  de  front 
placé  lui-même  à  2^"^  en  arrière  du  plan  P. 

1856.  —  D*un  cylindre  de  front  supposé  plein,  limité  par  le  plan  hori- 
zontal et  par  une  section  droite,  on  enlève  la  portion  située  à  l'intérieur 
d*un  cône  de  révolution  dont  Taxe  est  perpendiculaire  au  plan  vertical. 
Représenter  par  ses  projections  le  solide  ainsi  obtenu^  en  indiquant  les 
constructions  pour  déterminer  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
l'intersection  des  deux  surfaces. 

La  trace  horizontale  du  cylindre  est  un  cercle  de  V^  de  rayon  dont  le 
centre  est  à  S*'"'  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  à  3«">  à  gauche  de  la  ligne 
qui  joint  les  milieux  des  petits  côtés  du  cadre.  Les  génératrices  sont  incli- 
nées à  45^,  et  on  8*élève  sur  chacune  d'elles  en  allant  de  gauche  à  droite. 
Le  centre  de  la  section  droite  qui  limite  le  cylindre  est  à  15<"*  au-dessus 
du  plan  horizontal. 

Le  sommet  du  cône  est  à  5'"^  à  droite  du  centre  de  la  trace  horizontale 
du  cylindre,  à  16<>™  en  avant  du  plan  vertical,  et  à  9^™  au-dessus  du  plan 
horizontal.  La  génératrice  horizontale  du  cône  qui  a  sa  trace  verticale  à 
gauche  de  celle  de  Taxe,  est  contenue  dans  le  plan  tangent  au  cylindre, 
mené  par  le  sommet  du  cône,  qui  laisse  le  cylindre  à  sa  droite. 

On  fera  passer  la  ligne  de  terre  par  les  milieux  des  grands  côtés  du 
cadre. 

1857.  —  D'un  quart  de  tore  supposé  plein^  on  enlève  la  portion  comprise 
à  l'intérieur  d'un  cône  donné.  Représenter,  par  ses  projections,  le  solide 
ainsi  obtenu. 

L'axe  du  tore  est  vertical.  Le  plan  de  front  et  le  plan  de  proGi  de  cet 
axe  limitent  le  quart  de  tore,  lequel  est  situé  en  avant  du  premier  plan  et 
à  droite  du  second. 

Le  cône  a  son  sommet  sur  l'axe  du  tore.  Pour  définir  sa  directrice,  ima- 
ginons la  sphère  dont  un  grand  cercle  coïncide  avec  le  cercle  de  front  qui 
limite  le  quart  de  tore  ;  prenons,  par  rapport  à  cette  sphère,  le  plan  polaire 
du  sommet  du  cône  ;  enfin^  menons,  &  égale  distance  de  ce  plan  et  du 
sommet  du  cône,  un  second  plan  parallèle  au  premier  :  ce  second  plan 
coupera  le  quart  de  tore  suivant  la  directrice  qu'il  s'agissait  d'indiquer. 

Le  rayon  du  cercle  générateur  du  tore  sera  de  %^^. 

La  distance  du  centre  de  ce  cercle  à  l'axe  sera  de  17«"^. 

La  hauteur  du  sommet  du  cône  au-dessus  du  centre  du  tore  sera  de  4<*"^. 
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La  projection  horizontale  du  centre  du  tore  sera  à  4<^»  et  la  projection 
verticale  à  i3<^°*  au-dessus  du  centre  du  cadre,  sur  la  parallèle  aux  grands 
•côtés  menée  à  12°™  à  gauche  de  ce  point. 

En  dehors  des  constructions  relatives  aux  points  remarquables,  on  ne 
laissera  subsister,  dans  le  tracé  à  Tencre,  que  celles  qui  se  rapportent  à  la 
détermination  d'un  point  de  chaque  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point. 

1888.  —  Représenter  par  ses  projections  le  solide  qui  reste  quand,  d'une 
portion  de  cône  supposée  remplie,  on  enlève  ce  qui  se  trouve  à  Tintérieur 
d*un  cylindre  donné. 

Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical  ;  Tangle  au  sommet  est 
droit.  La  portion  remplie  va  du  sommet  au  plan  horizontal  mené  à  12«"^ 
plus  bas. 

Le  cylindre  est  aussi  de  révolution.  L'une  de  ses  génératrices  coïncide 
avec  celle  des  génératrices  de  front  du  cône  qui  est  située  à  droite  sur  la 
nappe  inférieure.  Son  axe  est  en  avant  de  celui  du  cône  ;  la  perpendi- 
culaire commune  à  ces  deux  droites  rencontre  la  seconde  à  9®°'  au-dessous 
du  sommet  ;  elle  a  S**™  de  longueur. 

On  placera  la  projection  horizontale  du  sommet  du  cône  à  1^^  plus  bas, 
et  la  projection  verticale  à  I9<>'"  plus  haut  que  le  centre  du  cadre,  sur  la 
parallèle  aux  grands  côtés  menée  par  ce  poinL 

En  fait  de  constructions  autres  que  celles  qui  se  rapportent  aux  points 
remarquables,  on  ne  laissera  subsister  dans  le  tracé  à  Tencre,  que  la 
détermination  d*un  point  quelconque  de  chaque  courbe,  et  celle  de  la  tan- 
gente au  même  poinL 

1889.  --  L'axe  vertical  d'un  cône  de  révolution  se  projette  horizontale- 
ment en  un  point  situé  à  92™™  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille  placée 
horizontalement  (l'en-téte  à  gauche)  et  à  96'"™  à  droite  du  trait  noir  qui  la 
limite  :  sa  hauteur  est  de  109™™,  et  le  rayon  de  son  cercle  de  base  est  de 
55™™  ;  une  distance  de  85™™,  comptée  parallèlement  aux  petits  côtés  de  la 
feuille,  sépare  la  projection  horizontale  du  centre  de  ce  cercle  de  sa  pro- 
jection verticale. 

L*axe  horizontal  d'un  cylindre  de  révolution  de  front  est  à  il™™  de  Taxe 
du  cône  :  il  se  projette  horizontalement  entre  le  pied  de  cet  axe  et  le  grand 
côté  inférieur  de  la  feuille,  et  verticalement  à  49™™  de  la  base  du  cône  du 
côté  du  sommet  ;  son  rayon  est  tel  qu*il  passe  par  le  point  situé  à  la  même 
cote  (49™™)  sur  celle  des  génératrices  de  profil  du  cône  dont  la  trace  est  la 
plus  éloignée  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille. 

On  demande  : 

De  représenter  par  sa  projection  horizontale,  par  sa  projection  sur  un 
plan  vertical  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  et  par  ses  contours 
apparents,  ce  qui  reste,  entre  le  sommet  et  la  base,  du  cône  solide  entaillé 
par  le  cylindre  ; 

De  développer,  à  droite  et  à  la  partie  supérieure  de  la  feuille,  la  portion 
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de  sarface  conique  qui  limite  le  corps,  cette  surface  étant  fendue  suivant 
la  génératrice  de  profil  dont  la  trace  est  la  plus  éloignée  du  grand  côté 
inférieur  de  la  feuille  ; 

D*indiquer  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer  :  1*  un  point 
quelconque  de  Tintersection  et  la  tangente  en  ce  point;  2*  les  points  situés 
sur  les  contours  apparents  du  cône  et  du  cylindre  ;  3®  un  point  quelconque 
du  développement  et  la  tangente  en  ce  point.  « 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront  tracées  en 
rouge  continu  ;  la  représentation  du  corps  sera  seule  en  noir,  trait  plein 
pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour  les  parties  cachées. 

1890.  ^  Un  cube  de  t5'"^  de  côté  a  Tune  de  ses  trois  directions  d'arêtes 
verticale,  et  une  autre  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Dans  la  face  postérieure,  considérons  Tarète  de  gauche,  Taréte  inférieure 
et  le  sommet  situé  à  Tintersection  des  deux  autres  arêtes. 

La  droite  passant  par  ce  sommet  et  par  le  sommet  opposé  du  cube 
engendrerait,  si  elle  tournait  successivement  autour  des  deux  arêtes  consi- 
dérées, deux  hyperboloïdes  qu'on  suppose  remplis. 

Représenter,  par  ses  projections,  le  corps  formé  par  la  partie  commune 
aux  deux  solides  ainsi  obtenus,  en  le  limitant  en  haut  et  en  bas  par  les 
plans  des  deux  faces  horizontales  du  cube,  et  en  arrière  par  celui  de  la 
face  postérieure. 

On  placera  au  centre  du  cadre  de  Tépure  la  projection  horizontale  du 
point  de  rencontre  des  axes  des  deux  hyperboloïdes,  et^  à  un  centimètre 
au-dessus,  sur  une  parallèle  aux  petits  côtés,  la  projection  verticale  du 
même  point. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rapportent  aux 
points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister,  dans  le  tracé  à  Tencre,  que 
la  détermination  d'un  point  de  chaque  courbe  et  celle  de  la  tangente  en 
ce  point.* 

On  n'indiquera  aucune  asymptote. 

1891.  —  D'un  cylindre  de  révolution  supposé  plein,  limité  par  deux  plans 
de  profil,  on  enlève  la  portion  située  à  Tintérieur  d'un  byperboloïde  de 
révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est  vertical.  Représenter  par  ses  pro- 
jections le  solide  obtenu. 

La  distance  entre  les  plans  de  profil  est  de  23*™. 

Le  centre  de  Thyperboloïde  se  projette  horizontalement  à  13^"*  du  plan 
de  profil  de  droite,  à  10^>°  au-dessus  du  bord  inférieur  de  la  feuille,  et  à 
2icm  au-dessous  de  sa  projection  verticale  ;  les  génératrices  rectilignes  font 
un  angle  de  45°  avec  le  plan  horizontal  ;  le  rayon  du  cercle  de  gorge  est 
de  3»«. 

Le  cylindre  a  6^™  de  rayon  ;  son  axe  est  de  front  et  sa  pente  est  de  3  de 
base  pour  i  de  hauteur  ;  on  s'élève  sur  cet  axe  en  allant  de  droite  à  gauche, 
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et  il  rencontre  Taxe  de  Thyperbololde  à  1^™  au-dessous  du  plan  du  cercle 
de  gorge. 

On  indiquera  seulement  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer  : 
10  un  point  quelconque  de  Tintersection  et  la  tangente  en  ce  point  ;  2^  les 
points  remarquables  de  l'intersection  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront  en  trait 
rouge  continu  ;  la  représentation  du  solide  sera  seule  en  noir,  trait  plein 
pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour  les  parties  cachées. 

1892.  —  Le  rayon  de  la  sphère  est  de  80"*™.  Le  centre  a  sa  projection 
horizontale  à  90™™  du  bord  inférieur  de  la  feuille,  à  i35™™  du  bord  de 
gauche,  et  à  220™™  de  la  projection  verticale. 

La  trace  horizontale  du  cylindre  est  un  cercle  de  60™™  de  rayon,  et  dont 
le  centre  est  à  140™™  du  bord  inférieur  de  la  feuille  et  à  s 20™™  du  bord  de 
droite.  Les  génératrices  sont  de  front,  inclinées  de  60^  sur  le  plan  horizon- 
tal, et  s'élèvent  de  droite  à  gauche  au-dessus  de  ce  plan. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  qui  reste  après 
que  Ton  a  enlevé  de  la  sphère  la  portion  qui  se  trouve  à  Tintérieur  du 
cylindre  ;  les  parties  cachées  seront  tracées  en  points  ronds. 

On  indiquera  en  traits  rouges  la  construction  d*un  point  quelconque  et 
des  points  remarquables  de  Tintersection,  ainsi  que  celle  des  tangentes  en 
ces  points. 

1893.  —  On  donne  un  cube  de  16^™  de  côté  :  sa  face  postérieure  est  dans 
le  plan  vertical  ;  Tarète  inférieure  de  cette  face  est  sur  une  ligne  parallèle 
aux  petits  côtés  de  la  feuille,  à  21<'™,5  du  bord  inférieur,  et  Textrémité 
droite  de  cette  arête  est  à  2<'™,5  du  bord  droit  de  la  feuille.  Une  .sphère  est 
inscrite  dans  ce  cube. 

Un  cône  de  révolution^  tangent  à  la  face  inférieure  du  cube,  a  son  som- 
met au  centre  de  cette  face,  et  son  axe  passe  par  le  sommet  antérieur  de 
gauche  de  la  face  supérieure  du  cube. 

On  demande  de  représenter  : 

1<^  Le  solide  commun  au  cône  et  à  la  sphère,  en  trait  noir  plein  pour  les 
parties  vues,  et  en  points  noirs  ronds  pour  les  parties  cachées  ;  on  indi- 
quera en  traits  rouges  la  construction  d*un  point  quelconque  de  Tinter- 
section  et  des  points  remarquables,  ainsi  que  celle  des  tangentes  en  ces 
points  ; 

2^  La  projection  en  trait  noir  plein  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et 
de  la  sphère  sur  un  plan  vertical  parallèle  à  Taxe  du  cône  et  situé  à  12o™,5 
du  centre  de  la  sphère. 

1894.  —  On  donne  un  cube  ABGDÂ'B'C'D',  dont  la  base  ABCD  est  hori- 
zontale. La  diagonale  AC,  en  projection  horizontale,  est  parallèle  aux 
grands  côtés  du  cadre  et  à  130™™  du  bord  de  gauche;  le  sommet  B  est  à 
sa  droite. 
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Les  sommets  C  et  A  sont  respectivement  à  130»"  et  à  180™"'  du  bord  in- 
férieur du  cadre  ;  la  projection  verticale  du  centre 
du  cube  est  à  345™™  de  ce  bord. 

La  diagonale  GB'  de  la  face  GBG'B'  est  prise  comme 
génératrice  :  1°  d*un  cylindre  de  révolution  dont 
Taxe  passe  par  le  centre  de  la  base  supérieure 
A'B'G'D'  ;  2°  d'un  hyperboloïde  de  révolution,  dont 
Taxe  est  vertical  et  passe  par  le  centre  du  cube. 
On  demande  de  représenter  par  ses  projections  la 
partie  de  Thyperboloïde,  supposé  plein^  qui  est  comprise  entre  les  plans 
des  bases  supérieure  et  inférieure  du  cube  et  à  Tintérieur  du  cylindre. 

On  représentera  les  lignes  d'intersection  en  traits  noirs  pleins  pour  les 
parties  vues,  et  en  points  noirs  ronds  pour  les  parties  cachées. 

On  indiquera  en  traits  rouges  la  construction  d'un  point  quelconque  de 
Tinterseclion  de  Thyperboloïde  et  du  cylindre  et  de  la  tangente  en  ce  point. 

1895.  —  Un  tore  à  axe  vertical  a  son  centre  :  i^  à  140™™  du  bord  droit 
de  la  feuille  ;  2^  à  180™™  du  bord  inférieur  en  projection  horizontale,  et  à 
310™™  du  même  bord  en  projection  verticale.  Le  cercle  méridien  a  28™™ 
de  rayon,  et  son  centre  est  à  68™™  de  distance  de  Taxe  du  tore. 

Une  sphère  de  24™™  de  rayon  touche  l'axe  du  tore  à  40™™  au-dessus  du 
centre  de  celui-ci.  En  projection  horizontale  le  centre  de  cette  sphère  est 
sur  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux  droites  issues  du  centre  du  tore.  Tune 
de  front  dirigée  vers  la  gauche,  l'autre  de  bout  dirigée  vers  le  haut  de  la 
feuille. 

A  cette  sphère  est  circonscrit  un  cône  dont  le  sommet  est  sur  Taxe  du 
tore,  à  93™™  au-dessus  du  centre  de  celui-ci. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  la  partie  du  tore  supposé 
plein  qui  est  intérieure  au  cône.  La  courbe  d*intersection  des  deux  surfaces 
sera  en  traits  noirs  pleins  pour  les  parties  vues,  en  points  noirs  ronds  pour 
les  parties  cachées. 

On  indiquera  en  traits  rouges  la  construction  :  1«  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point  ;  2^  d'un  point  de  la  courbe 
choisi  sur  chacun  des  contours  apparents  circulaires  du  tore  ;  3»  de  la 
sphère,  ainsi  que  les  parties  du  tore  et  du  cône  en  dehors  de  l'intersection. 

1896.  —  On  donne  :  1°  un  parabololde  de  révolution  à  axe  vertical, 
ayant  son  foyer  à  57™™  au-dessous  du  sommet,  lequel  a  ses  projections 
horizontale  et  verticale  à  170™™  et  à  375™™  au-dessus  du  bord  inférieur  de 
la  feuille,  et  à  220™™  du  bord  gauche  ;  2<*  un  cône  de  révolution,  dont  une 
section  méridienne  se  compose  de  deux  lignes  droites  :  l'une,  parallèle 
aux  deux  plans  de  projection  et  passant  par  le  sommet  du  parabololde  ; 
l'autre,  verticale  se  projetant  à  100™™  du  bord  gauche  de  la  feuille.  On  ne 
considérera  que  la  nappe  de  ce  cône  qui  se  projette  verticalement  au-dessous 
de  la  première  des  deux  lignes  indiquées  et  à  droite  de  la  seconde. 
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La  courbe  d'intersection  de  ce  cône  et  du  parabololde  sert  de  directrice 
à  un  second  cône  ayant  même  sommet  que  le  parabololde. 

On  demande  de  représenter,  par  ses  projections,  le  solide  commun  aux 
deux  cônes  supposés  pleins,  et  limités  inférieurement  par  un  plan  hori- 
zontal H,  silué  à  54™™  au-dessous  de  leurs  sommets. 

On  tracera  en  traits  pleins  noirs  les  lignes  d'intersection  des  deux  cônes 
et  du  plan  H. 

On  indiquera  en  traits  rouges  le  contour  apparent  vertical  du  parabo- 
lolde et  la  construction  :  P  des  points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas  de  la 
courbe  d'intersection  des  deux  cônes  limitée  au  plan  H  ;  2^  d'un  point  de 
la  trace  du  cône  de  révolution  sur  le  plan  H  et  de  la  tangente  en  ce  point. 


II.  —  École  centrale  des  Arts  et  Manufactures. 


1878  (/"^  session).  —  Hémisphère  traversé  par  u:«  tore.  —  L'hémisphère 
est  tangent  au  plan  vertical  et  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  ; 
son  rayon  est  égal  à  0'',100  et  son  centre  (c,  c')  est  équîdistant  des  grands 
côtés  du  cadre. 

L'axe  du  tore  {s,  s')  est  vertical,  à  0^,170  du  plan  vertical,  et  au  milieu 
de  la  feuille;  le  centre  du  cercle  méridien  est  à  0",070  de  cet  axe  età  0n,03l 
du  plan  horizontal  de  projection;  le  rayon  de  ce  cercle  est  égal  à  0>b^049. 
On  demande  de  représenter  Thémisphère  supposé  plein  et  existant  seul,  en 
supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  détermi- 
ner un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallëletneat  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0™,lôO  du  petit  côté 
supérieur. 

1878  (2^  session).  —  On  donne  deux  cercles  sécants,  de  rayons  R  et  R', 

tels  que  leur  corde  commune  st  soit  perpendicu- 

Ast  iaire  à  la  ligne  de  terre. 

y/\  Ces  cercles,  placés  dans  le  plan   horizontal, 

X    K.  servent  de  bases  à  deux  cônes,  dont  les  sommets 

X         \     N.  sont  situés  sur  une  même  ligne  de  rappel  for- 

-t^- {-^ — -X-.         mant  le  prolongement  de  la  corde  commune.  Le 

I  ^ — K^ip—^   '  sommet  du  cône  de  droite  est  projeté  en  (*,  /)  et 

/  j/^r^\j  celui  du  cône  de  gauche  en  («,  if).  On  demande  : 

*f- H-j J*'  l®  De  construire  les  projections  des  deux  cônes 

V  xV       J  ainsi  déterminés; 

^■^ 2«  De  déterminer  le  solide  commun  à  ces  deux 

surfaces; 
3°  De  prolonger  jusqu*au  cadre  de  Tépure  la  courbe  d*intersection,  en 
faisant  la  construction  pour  un  seul  point; 
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4^  De  mener  une  tangente  à  la  courbe  en  un  point  quelconque. 
R  =  50"",     R'  =  40™»,    a'w  =  100»»,     t\o  =  60»",    olt!  =  150»». 

1879  (i*^*  session).  —  Hyperboloïde  de  révolutiom  entaillé  par  un  cône.  — 
L'axe  {z,  2')  de  Thyperboloîde  est  vertical,  à  0^,100  du  plan  vertical  et  au 
milieu  de  la  feuille;  le  cercle  de  gorge  (c,  c')  dont  la  cote  vaut  Om,080,  a 
O»,030  de  rayon,  et  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  font  avec 
rhorizon  un  angle  de  45°. 

Le  cône,  dont  le  sommet  (5,  6')  se  trouve  dans  le 
plan  de  profil  conduit  par  Taxe  (j,  z'),  à  0»,050  en 
avant  de  cet  axe  et  à  0»,040  au  dessus  du  cercle 
de  gorge,  a  pour  trace  horizontale  le  cercle  m  décrit 
du  point  z  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  k 
0»,070. 

On  demande  de  représenter  Thyperboloïde,  sup- 
posé  plein,  et  limité,  d'une  part,  au  plan  horizon- 
tal P',  à  la  cote  0»,i90,  de  Fautre,  au  plan  horizon- 
tal de  projection,  en  supprimant  la  partie  de  ce 
corps  comprise  dans  le  cône.  On  indiquera  à  Tencre 
rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  de  l'intersection  des  surfaces  données  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlemeat  aux  petits  côlcs  du  cadre,  k  0»,228  du  petit  cOté 
supérieur. 

1879  (2^  session),  —  Solide  commun  a  deux  cônes  de  révolution.  —  Les 
angles  générateurs  des  cônes  sont  égaux  entre  eux  et  valent  45<^.  L'axe  de  la 

première  surface  est  vertical  et  au  milieu  de 
la  feuille  :  la  cotedu  sommet  est  égale  à  0»,1 1 5 
et  Taxe  est  à  0»,105  en  avant  du  plan  vertical. 
Le  second  cône  a  pour  axe  Tune  des  généra- 
trices de  front  du  premier,  et  pour  cote  du 
sommet  0»,15S. 

On  demande  de  représenter  le  solide  com- 
mun aux  deux  cônes,  en  limitant  ce  solide 
d'une  part  au  plan  horizontal  P',  à  la  cote 
0»,195,  de  Tautre  au  plan  horizontal  de  pro- 
jection. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  construc- 
tions relatives  à  la  détermination  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  com- 
mune aux  deux  cônes  et  de  la  tangente  à  cette  ligne  au  même  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlemeat  aux  petits  côléâ  du  cadre,  à  0»,222  du  petit  côté 
inférieur. 

1880.  (/''«  session).  —  Sphère  entaillée  par  un  double  cône.  —  Une  sphère 
donnée,  dont  le  rayon  est  égal  à  0»,090,  touche  les  deux  plans  de  projec- 
tion à  0»,100  du  bord  gauche  du  cadre. 
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Dans  le  plan  du  petit  cercle  de  front,  distant  de  0"^,120  du  plan  yertical 

de  projection,  à  la  droite  du  centre  de  ce  cercle  et 
à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  la  moitié  du 
rayon  du  même  petit  cercle,  on  mène  une  verti- 
cale :  sur  la  partie  de  cette  verticale  comprise 
entre  son  point  supérieur  de  rencontre  avec  la 
sphère  et  le  plan  horizontal  de  projection,  on 
construit  un  triangle  équilatéral.  Ce  triangle,  en 
tournant  autour  de  cette  verticale,  engendre  un 
double  cône.  --  On  demande  de  représenter  la 
sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en 
supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  double  cône. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  détermi- 
ner un  point  quelconque  de  la  ligne  commune  à  la  sphère  et  à  Tun  des 
cônes  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aax  petits  côtés  du  cadre,  à  0">,190  du  petit  côté 
inférieur. 


1880  (2«  session),  — Tores  concentriques.  —  Par  un  point   (co,  tu)   situé 

dans  le  premier  dièdre,  à  iOO™°^  de  chacun  des  plans 
de  projection  et  au  milieu  de  la  feuille,  on  conduit  une 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  une  verticale.  La  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre  est  Taxe  d*un  tore  dont  le  cercle 
méridien  tangent  à  cet  axe  en  (o),  w')  a  45™™  de  rayon. 
La  verticale  est  Taxe  d*un  autre  tore  concentrique 
au  premier  dont  le  rayon  du  cercle  méridien,  égal  à 
celui  de  son  collier,  vaut  30™™. 
On  demande  de  construire  les  deux  projections  de 
^intersection  des  surfaces  ainsi  définies.  Dans  la  mise  à  l'encre,  on  repré- 
sentera le  corps  constitué  par  Tensemble  des  deux  tores  et  on  indiquera 
les  constructions  employées  pour  déterminer  un  point  quelconque  de  Tin- 
tersection  avec  la  tangente  en  ce  point. 


1881  (/■'''  session),  —  Une  sphère  donnée  dont  le  rayon  est  égal  à  0™,090 
touche  les  deux  plans  de  projection  à  0™,100  du  bord  gauche  du  cadre. 
Dans  le  plan  du  petit  cercle  de  front  distant  de  0",120  du  plan  vertical  de 
projection,  à  la  droite  du  centre  de  ce  cercle  et  à  une  distance  de  ce  centre 
égale  à  la  moitié  du  rayon  du  même  petit  cercle,  on  mène  une  verticale; 
sur  la  partie  de  cette  verticale  comprise  entre  son  point  supérieur  de 
rencontre  avec  la  sphère  et  le  plan  horizontal  de  projection,  on  construit 
un  triangle  équilatéral.  Ce  triangle,  en  tournant  autour  de  cette  verticale, 
engendre  un  double  cône.  On  demande  de  représenter  la  sphère  donnée, 
supposée  pleine  et  opaque,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise 
dans  le  double  cône. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  détermi- 
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Der  an  point  quelconque  de  la  ligne  commune  à  la  sphère  et  à  I^un  des 
cônes^  et  la  tangente  en  ce  point 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0»,190  du  petit 
côté  inférieur. 

1881  (2*  session).  —  Par  un  point  (tu,  o/)  situé  dans  le  premier  dièdre, 
à  0^,100  de  chacun  des  plans  de  projection  et  au  milieu  de  la  feuille,  on 
conduit  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  une  verticale.  La  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  est  Taxe  d'un  tore  dont  le  cercle  méridien  tangent  à  cet  axe 
en  (a>,  a#')  a  0*,045  de  rayon. 

La  verticale  est  Taxe  d'un  autre  tore  concentrique  au  premier,  dont  le 
rayon  du  cercle  méridien,  égal  à  celui  de  son  collier,  vaut  O'^yOdO. 

On  demande  de  construire  les  deux  projections  de  Tintersection  des  sur- 
faces ainsi  définies. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  le  corps  constitué  par  Tensemble 
des  deux  tores,  et  Ton  indiquera  les  constructions  employées  pour  déter- 
miner un  point  quelconque  de  Tintersection  ,  avec  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtéà  du  cadre,  à  0^,235  du  petit  côté 
supérieur. 

1882  (/■^  session),  —  Htperboloïde  a  une  nappe  entaillé  par  quatre 
SPHÈRES.  —  L'hyperboloîde  a  son  axe  (7,«')  vertical,  à  0™,105  du  plan  vertical 
et  au  milieu  de  la  feuille;  la  cote  de  son  centre  est  0'^,087;  les  rayons  de 
son  collier  (r,  r')  et  de  sa  trace  horizontale  (6)  ont  respectivement  0^,008  et 
0^,095  de  longueur.  Les  sphères  dont  les  centres  sont  dans  le  plan  du  col- 
lier (r,  r']  touchent  le  plan  horizontal  aux  extrémités  (ai,  a\)f  [a^,  a'^) 
(^3*  a'i),  (^4,  a^)  des  deux  diamètres  du  cercle  (0)  respectivement  parallèle 
et  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

On  demande  de  construire  les  projections  des  intersections  de  Thyperbo- 
loïde  avec  les  sphères. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  les  parties  de  la  surface  de 
rhyperboloïde  qui,  placées  à  Textérieur  des  sphères,  sont  comprises  entre 
le  plan  horizontal  de  projection  et  le  plan  horizontal  P',  à  la  cote  0°>,17i. 
On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  obtenir  un 
point  quelconque  de  Tune  des  lignes  dMntersection  et  la  tangente  en  ce 
point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0°*,220  du  petit  côté 
Inférieur. 

1882  {2*  session).  —  Intersection  de  deux  cônes.  —  Les  cônes  dont  les 
sommets  (s,  s'),  («,  ^)  ont  respectivement  pour  cotes  0"*,OoO  et  0"»,080, 
touchent,  suivant  deux  génératrices  verticales  distantes  de  O'^fOTO,  un 
même  plan  de  front  F  dont  Téloignement  égale  0'^,035.  Les  sections  de 
ces  cônes  par  un  plan  horizontal  à  la  cote  0°',090,  sont  deux  cercles  égaux 
(ï»  y^  (t«>  ïi)  dont  les  rayons  ont  0",042  de  longueur. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps    constitué  par  la 
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partie  du  cône  de  sommet  (5,  s')  qui.  placée  de  part  et  d'autre  de  ce  som- 
met et  à  l'extérieur  de  Tautre  cône,  se  trouve  comprise  entre  :  lo  un  plan 
de  front,  dont  Téloignement  est  0™,020;  2°  un  plan  horizontal  à  la  cote 
0°',230;  et  3"^  le  plan  horizontal  de  projection. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  détermi- 
ner un  point  de  la  courbe  commune  aux  cônes  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  droite  (5,  $']  à  égale  distance  des  graods  côtés  du  cadre,  et  la  ligne  de  terre  à 
0™,170  du  petit  côté  inférieur. 

1883  (/'•  newton).  —  Htperboloïde  de  révolution  a  une  nappe  entaillé 
PAR  QUATRE  CÔNES.  —  L'hyperboloïdc  a  son  axe  (2,  5')  vertical  à  0",HO  du 

plan  vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  sa  trace 
s,  horizontale  0  touche  la  ligne  de  terre;  la  cote  de 

son  centre  est  0",103  et  ses  génératrices  recti- 


\ 
\ 


1/      !^-\i-! i 


s!  /       \^ ^        lignes  font  un  angle  de  4oo  avec  le  plan  horizon- 


•^       ^  !  \ 

\     \  y  /ù 


^'^X     I  tal.  Les  quatre  cônes  sont  parallèles  au  cône 

^r^Vy       asymptote  de  Thyperboloïde  ;  leurs  sommets  pro- 
jetés horizontalement  aux  extrémités  (^1,52,^3,54) 
de  deux  diamètres  du  cercle   0   respectivement 
parallèle  et  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre, 
"'- — ^^'^    j       /fi  ont  pour  cote  commune  0»,08u. 

"^"«7''  On  demande  de  construire  les  projections  du 

corps  constitué  par  la  partie  de  Thyperboloïde 
(supposé  plein  et  opaque)  qui,  placée  à  l*extérieur  des  quatre  cônes^  se 
trouve  comprise  entre  le  plan  horizontal  de  projection  et  le  plan  bissecteur 
du  dièdre  antérieur  supérieur. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  obtenir 
un  point  quelconque  des  différentes  lignes  d'intersection  et  les  tangentes 
en  ces  points.  Ces  constructions  seront  successivement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

1883  (2°  session).  —  On  donne  un  carré,  dont  le  centre  est  à  0",ilO  des 
deux  plans  de  projection,  dont  les  diagonales  [bd^  b'd'),  (ac^  a'c')  ont  0n»,088 
de  longueur,  et  sont  respectivement  verticale  et  parallèle  à  la  ligne  de 
terre.  Dans  le  plan  de  ce  carré,  du  point  (c,  c')  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  au  côté  du  carré,  on  trace  un  cercle  ;  ce  cercle,  en  tournant 
autour  de  la  diagonale  verticale  (ôd,  h'd')^  engendre  un  tore,  et  le  côté 
(ôc,  h'c*)  prolongé  engendre,  en  tournant  autour  de  (ad,  a'd%  un  cylindre. 

On  demande  de  représenter  la  partie,  supposée  opaque,  de  la  surface  du 
tore  comprise  dans  le  cylindre. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  relatives  à  la  recherche 
d'un  point  quelconque  de  la  ligne  commune  au  tore  et  au  cylindre  et  de 
la  tangente  à  celte  ligne. 

Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide  d'une  légende 
placée  au  bas  de  Tépure. 
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i8S4  (/'•  session).  —  Intersection  de  deux  cônes.  —  Une  droite  de  front 
(sdf  s'd'j  dont  l'éloignement  est  égal  àO^^^OSO,  dont  la  trace  horizontale  6  se 

trouve  à  0™,050  de  la  projection  horizontale    s    de  son 

-^ — 7^ — -,     point  de  rencontre   (s,  s')  avec  le  plan  bissecteur  du 

xV*     y        premier  dièdre,  engendre,  par  sa  rotation  autour  de  la 
/iN^^  verticale  du  point  (s,  s'),  un  premier  cône. 

/^\'y>^  Un  second  cône  a  pour  sommet  le  milieu  (a,  a')  dti  la 

(  !  !  !  V  '    y   droite  («6,  s'Q')  ;  sa  trace  horizontale  est  un  cercle,  dont 

le  centre  c  se  trouve  en  avant  de  la  droite  ^0,  dont  le 
rayon  est  égal  à  la  longueur  de  cette  droite  et  qui  passe 
_P  par  les  extrémités  s,  6  de  cette  même  droite. 


\ 


i      '       '      '      1 

Y\   I   I  \i. 


ï- 


T 


— \ — ~j 

^^ — ''^^  On  demande  de  construire  les  projections  de  la  par- 

tie supposée  solide  et  opaque  des  deux  nappes  du  pre- 
mier cône,  qui,  placée  à  Textérieur  des  deux  nappes  du  second  cône  et 
derrière  le  plan  de  front  F,  dont  Téloignement  est  0°^,140^  se  trouve  com- 
prise entre  le  plan  horizontal  de  projection  et  un  plan  horizontal  P'  à  la 
cote  0«»,12o. 

On  indiquera  &  Tencre  rouge  les  constructions  d'un  point  quelconque  de 
rintersection,  de  la  tangente  en  ce  point,  et  celles  des  points  et  des  droites 
remarquables.  Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Piacer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  k  0°*,180  du  petit  côté 
inférieur,  et  le  point  (5,  i)  au  milieu  de  la  feuille. 

1884  {2^ session).  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  ctliiNdre.  —  Dans  un 
plan  horizontal  P',  à  la  cote  0^,042,  on  trace  deux  cercles  :  le  premier 
(w,  tu')  est  la  directrice  d'un  cône,  il  a  0™,050  de  rayon  et  son  centre  (o,  o') 

se  trouve  à  0°^,06^  en  avant  du  plan  vertical  ;  le 
(p        ~y     sj'cond   (wi,  tu'j)   est  la  directrice  d'un  cylindre;  il 


passe  par  le  centre  (o,  o'),  par  le  point  (t?,  v')  le  plus 

"^N.    ^î^^  voisin  du  plan  vertical  et  par  le  point  le  plus  à 

p'__,^^i^i?'  '^-^      droite  (d,  d!)  du  premier  cercle.  Le  sommet  («,  s') 

\      j  1^     I  j  ^       du  cône  a  pour  cote  0",075  et  les  génératrices  du 

*    ~i~^^T7|^T  nI         ^  cylindre  sont  parallèles  à  la  droite  Ud,  s' à'), 

'/    \\      >J  On  demande  de  construire  les  projections  du  corps 

\     ^  S^/  constitué  par  la  partie  des  deux  nappes  du  cône, 

o)'^. ^"^  supposées  pleines  et  opaques^  placée  à  l'intérieur 

du  cylindre  et  comprise  entre  un  plan  horizontal 
Q',  ayant  une  cote  de  0™,143,  et  le  plan  horizontal  de  projection. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un  point  quelconque  de 
l'intersection,  de  la  tangente  en  ce  point,  et  celles  des  points  et  des  droites 
remarquables.  Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côlés  du  cadre,  à  O°^,llo  du  grand  côté 
inférieur,  et  la  droite  (s,  s')  au  milieu  de  la  feuille. 
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1885  (l"  session),  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre.  —  Un 
cylindre  de  révoiation,  dont  le  diamètre  d  est  de  0^,080,  touche  les  deux 
plans  de  projection. 

Un  cône,  aussi  de  révolution,  a  pour  trace  horizontale  un  cercle  tangent 
à  la  ligne  de  terre,  dont  le  diamètre  est  égal  à  2dy  et  pour  cote  de  son 

sommet  1  d. 

On  propose  de  construire  : 

[^  Les  deux  projections  et  le  développement  de  la 

^^Z.     J^^'l"    partie  S  de  la  surface  du  cylindre  comprise  dans  les 

^^^^^1$;^^^   "^i    deux  nappes  du  cône;  2o  la  projection  horizontale  de 

^  ;  /^'^  i    "^v  I     I  y  la  surface  S  avec  un  plan  perpendiculaire  au  plan  ver- 

'/       I       \ ^     tical,  incliné  de  45^  sur  le  plan  horizontal  et  passant 

\  \^^^   ~  y  par  le  sommet  du  cône. 

'<s.^  ^^y  On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  em- 

ployées pour  obtenir  un  point  quelconque  des  projec- 
tions et  du  développement  des  lignes  d'interseclion  et  les  tangentes  en  ces 
points.  Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide  d*une 
légende  placée  au  bas  de  Tépure. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés  du  cadre,  à  0™,170  du  grand 
cdté  inférieur,  et  les  projections  du  sommet  du  cône  à  0°^,130  de  la  parallèle  aux  petits 
côtés  du  cadre  qui  passe  au  milieu  de  la  feuille. 

iZ^S  [2^  session) ,  —  On  demande  de  construire  les  projections  et  le 
développement  de  la  partie  de  la  surface  des  deux  nappes  d*un  cône  de 

révolution  comprise  entre  la  surface  d*un  cube 
V  ./  et  celle  de  la  sphère  inscrite  dans  ce  cube  ;  le 

r'^^-'T^'N"'»  ^^^^  ®^  ^*  sphère  sont  supposés  transparents. 

|/^  y''   \  '\i  Le  cube,  dont  le  côté  a  0«n,100,  est  situé 

i  /     :<>'  \  j  dans  le  dièdre  antérieur  supérieur  et  deux  de 

Ix       i       >';  ses  faces  sont  dans  les  plans  de  projection. 

Le  cône  a  son  sommet  au  point  le  plus  haut 
de  la  sphère  inscrite,  son  axe  est  parallèle  à 


A 


t  / 


i  ,    ^  la  ligne  de  terra  et  son  angle  au  sommet  est 

»       ^  ^  '     '•  de  i20<>. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constnic- 
o.ioo  ->>-j'  tions  employées  pour  obtenir  un  point  quel- 

conque des  projections  et  du  développement 
des  lignes  d'intersection  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  Taide  d*une  légende 
placée  au  bas  de  Tépure. 

Placer  la  ligne  de  terre  à  égale  distance  des  grands  côtés  de  la  feuille,  et  les  projec- 
tions du  centre  du  cube  à  0™,  100  du  bord  gauche  du  cadre. 

1886  (/»••  session).  —  Intersection  d'un  cône  kt  d*un  ctundre.  —  On  donne 
un  triangle  horizontal  {abc^  a'b'c^)^  à  la  cote  0^,065,  rectangle  en  (a,  a')  et 
isocèle,  dont  le  côté  (ab,  a'b')  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  dont 
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les  sommets  (a,  a'),  {b,  b')  sont  respectivement  à  0°*,080,  0^,140  de  ce  plan. 

Le  cône  a  pour  directrice  le  cercle  horizontal  dé- 
crit de  (&,  b')  comme  centre  avec  ba  pour  rayon  ;  son 
sommet,  projeté  horizontalement  en  c,  a  pour  cote 
0",102. 

Le  cylindre  a  pour  directrice  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  (abc,  a'b'd)  et  pour  direction  de  ses  géné- 
ratrices la  droite  qui  joint  le  centre  (o,  o')  de  ce  cercle 
au  sommet  (c,  s')  du  cône. 

On  propose  de  construire  les  projections  de  la 
partie  I,  supposée  opaque,  du  solide  commun  aux 
deux  nappes  du  cône  et  au  cylindre,  comprise  entre 
deux  plans  horizontaux,  équidistants  du  plan  du  triangle  donné,  dont  Tun 
est  le  plan  horizontal  de  projection.  Les  parties  du  cylindre  et  du  cône 
extérieures  à  2)  seront  supposées  enlevées. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  d*un  point  quelconque  de 
Tintersection,  de  la  tangente  en  ce  point,  et  celles  des  points  et  des  droites 
remarquables.  Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  Taide 
d*une  légend^e  placée  au  bas  de  Tépure. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0'^,2dO  du  petit 
côté  inférieur  et  les  droites  ad ^  C(f  à  égale  distance  des  grands  côtés  de  la  feuille. 


V 


» ojy. 


I  -« 


ai29 


-^-^^ 


1886  (2^  session).  —  1ntersectio?i  d^un  cônb  et  d*cn  ctundre.  —  On  donne 
un  triangle  oser  rectangle  en  s  et  isocèle,  situé  dans  le  plan  horizontal  de 

projection,  dont  les  sommets  s  et  a,  les  plus 
voisins  du  plan  vertical^  se  trouvent  sur  une 
parallèle  à  la  ligne  de  terre,  à  0°^,065  de  cette 
ligne,  et,  respectivement,  à  O^jlSS,  0™,nO  du 
bord  gauche  du  cadre. 
^  Le  cylindre  situé  dans  le  dièdre  antérieur- 
supérieur  a  pour  projection  horizontale  de 
son  axe  la  droite  S9  et  touche  les  deux  plans 
de  projection. 

Le  cône  a  pour  sommet  le  point  de  Taxe  du 
cylindre  projeté  en  s  ;  sa  trace  horizontale  est 
une  hyperbole  équilatère  ayant  un  sommet 
réel  en  <;,  pour  centre  o  et  pour  une  de  ses  asymptotes  os. 

On  demande  de  construire  Tintersection  des  surfaces  données,  puis,  après 
avoir  enlevé  le  cylindre,  de  représenter  la  partie,  supposée  opaque,  de  la 
surface  des  deux  nappes  du  cône  intérieure  au  cylindre  et  comprise  entre 
deux  plans  de  profil  P,  Q,  placés  à  0°^,125  du  point  s. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un  point  quelconque  de 
Tintersection,  de  la  tangente  en  ce  point  et  celles  des  points  et  des  droites 
remarquables. 

Prendre  la  ligne  de  terre  perpendiculaire  aux  grands  côtés  du  cadre,  et  à  égale  distance 
des  deux  autres  côtés. 
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1887  (Jf®  session),  —  On  donne  un  cylindre  C  dont  les  génératrices  sont 

parallèles  au  plan  vertical  de  projection,  et  un  plan 
PaP'  perpendiculaire  à  ce  même  plan  vertical. 

Le  cylindre  a  pour  trace  horizontale  un  cercle  a> 
de  0™,060  de  rayon,  dont  le  centre  0  se  trouve  à 
0",170  en  avant  du  plan  vertical  et  à  O^jOÔS  du  bord 
droit  du  cadre  ;  ses  génératrices  forment  un  angle 
de  60°  avec  le  plan  horizontal,  et* on  s'élève  sur 
chacune  d'elles  en  se  déplaçant  de  droite  à  gauche. 
Le  plan  PaP'  forme  de  même  un  angle  de  60<»  avec 
le  plan  horizontal  et  est  incliné  de  manière  à  couper 
le  cylindre.  Sa  trace  horizontale   aP  se  trouve  à 
gauche  de  0,  à  une  distance  de  ce  point  égale  au  diamètre  du  cercle  (o. 
Ceci  posé,  on  demande  : 

1°  de  construire  la  projection  horizontale  e  de  l'intersection  (s,  s')  du  pian 
et  du  cylindre  ; 

2°  de  construire  les  contours  apparents  en  projection  de  la  surface  de 

révolution  S  engendrée  par  la  rotation  de  la  courbe  (e,  e')  autour  d'un  axe 

vertical  mené  par  le  foyer  f  de  Tellipse  e  le  plus  voisin  du  plan  vertical  ; 

3*^  de  construire  les  projections  de  Tinterseclion  de  la  surface  S  et  du 

cylindre  C. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  supposera  le  cylindre  C  et  le  plan  PaP'  en- 
levés, et  on  représentera  la  partie  de  la  surface  S  extérieure  au  cylindre, 
en  indiquant  les  constructions  pour  déterminer  un  point  quelconque,  sa 
tangente  et  les  points  remarquables  de  Tintersection  de  ces  deux  surface*. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  dans  une  légende  placée 

au  bas  de  la  feuille  de  dessin. 

Prendre  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits 
côtés  du  cadre,  à  0°^^240  du  petit  côlé  infé- 
rieur. 

1887  (2"  session),  —  On  donne  un 
tétraèdre  régulier  ÂBCD  dont  la  base 
ABC  repose  sur  le  plan  horizontal  de 
projection  en  avant  du  plan  vertical. 

Le  côté  AB  de  cette  base  est  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  ;  le  sommet  C  est  en 
avant  de  AB  par  rapport  à  la  ligne  de 
terre.  Le  sommet  D  du  tétraèdre  est 
situé  au-dessus  de  la  base  de  ce  tétraè- 
dre. 

L'arête  du  tétraèdre  a  une  longueur 
de  0°',150,  le  côté  AB  de  la  base  est  à 
O^'.OSO  de  la  ligne  de  terre. 
On  considère  les  deux  cônes  suivants  : 
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i^  Un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  Â  et  pour  base  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle  BGD  ; 

2°  Un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  B  et  pour  base  le  cercle  inscrit 
dans  le  triangle  A  CD. 

Ceci  posé,  on  demande  de  déterminer  les  projections  de  Tintersection  de 
ces  deux  cônes. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  supposera  que  le  tétraèdre  est  opaque  et  que 
Ton  enlève  toute  la  partie  de  ce  corps  intérieure  au  premier  cône  et  aussi 
toute  celle  intérieure  au  deuxième  cône. 

On  indiquera  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer  un  point 
quelconque  de  Tintersection,  sa  tangente  et  les  points  remarquables  d& 
cette  intersection.  Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  dans 
une  légende  placée  au  bas  de  la  feuille  de  dessin. 

iS88  {1^*  session),  —  Lntersection  de  deux  surfaces  coxiques.  —  On  donne 
dans  le  plan  horizontal  une  droite  (AB,  A'B')  de  iOO°*™  de  longueur,  faisant 
un  angle  de  4o°  avec  la  ligne  de  terre.  Par  le  point  A  on  mène  une 
droite  [Ac,  k'c')  également  inclinée  sur  les  deux  plans  de  projection;  puis 
ensuite  on  mène  la  bissectrice  (Ad,  k'd)  de  l'angle  (cAB,  c'A'B').  Par  le 
point  (B,  BOi  dans  le  plan  des  deux  droites  (AB,  A'B),  (Ac,  AV),  on  mène 
une  droite  (Be,  BV)  faisant  avec  (AB,  A'B')  un  angle  (eBA,  e'B'A')  de  30°, 


. j ZJJ. 

î 

j                     "' 

• 2JJi 

!                                     c 

1 

On  considère  maintenant  la  surface  conique  engendrée  par  la  droite 
(Ac,  k'c*)  tournant  autour  de  (AcZ,  A'd'),  puis  la  surface  conique  engendrée 
par  la  droite  (AB,  A'B')  tournant  autour  de  (Bc,  BV)  et  Ton  demande  de 
déterminer  Tintersection  de  ces  deux  surfaces  coniques. 

Dans  la  mise  àFencre  on  supposera  que  la  surface  conique  ayant  comme 
sommet  (B,  B')  n'existe  pas  et  que  de  l'autre  surface  (supposée  opaque)  il 
n'existe  que  la  partie  comprise  entre  le  sommet  (A,  A')  et  Tinterseclion 
des  deux  surfaces  coniques. 
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On  indiquera  à  l*encre  rouge  les  constructions  d*an  point  ^pirlmnqne  de 
l'intersection  et  de  la  tangente  en  ce  point,  celle  des  points  remarqoables 
et  des  tangentes  en  ces  points.  Ces  constructions  seront  sucdDctenient 
expliquées  à  Taide  d'une  légende  placée  dans  la  partie  gandie  de  répare. 

Oq  prendrt  It  ligne  de  terre  parallèle  aux  pands  c^tés  du  cadre  et  i  M»»»  d&  e&lé 
inférieur  du  cadre.  La  projection  verticale  A'  du  sommet  A  se  trouve  sar  la  t^fb^  et  tore 
à  égale  distance  des  deux  petits  côtés  du  cadre. 
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1888  {2*  session).  —  On  donne  :  1®  un  cylindre  de  réT^^otîoii  F  dont 
Taxe  est  la  droite  de  front  (cd,  c^d');  cette  droite,  qui  foit  on  anfle  de  60* 
avec  le  plan  horizontal,  est  éloignée  de  0",13  du  plan  Tertical  de  projec- 
tion; la  trace  horisontale  c  est  à  0^,070  du  c6té  yerticil  de  droite  dn 
cadre;  le  rayon  du  cylindre  est  de  (»^,03;  2»  une  sorfoce  de  réTolotioo  H 

j^,  engendrée  par  une  hyper- 

bole tonmant  antoar  de 
laxeTertical  G, 07^  situé 
dans  le  mèoie  plan  de  front 
que  Taxe  dn  cylindre;  le 
point  0  est  i  égale  dis- 
tance des  denx  côtés  rer- 
Ucaux  dn  cadi«.  Lliyper- 
bole  génératrice  est  située 
dans  on  plan  PzF  perpen- 
diculaîre  an  plan  rertical 
Y  et  faisant  un  angle  de  60* 

avec  le  plan  horizontal. 
Ce  plan  renoontre  Taxe  de 
la  sor&ce  en  un  point 
dont  la  oole  est  0*,t3. 
L'axe  de  lliyperhole  est 
nntersedMMi  dn  plan  Pz?* 
et  dn  plan  de  front  qui 
I  passe  par  Taxe  de  la  sur- 

face de  rèTolntion.  La  pro- 
jection hoiùontale  de  lliypeihole  a  le  point  O  pov  na  de  ses  foyers,  le 
point  a  pour  sommet  oorrespondanL»  le  point  f»  povr  centre;  la  distance  Oa 
est  de  O'^^iX^S  et  la  distance  «e»  de  <^/*10.  Les  points  «  et  «•  sont  tous  deux 
à  gauche  dn  point  O. 

i>ci  posé,  on  demande  de  trouTcr  les  projecXîons  de  rintersection  des 
surfaces  F  et  H. 

Dans  la  mise  à  Tescre^  on  représentera  le  cylindre  comaae  si  c^élait  un 
rorjis  plein  et  existant  s«ul,  en  snpprîount  la  pulie  de  ce  corps  comprise 
dans  la  siuface  H.  On  limîtera  le  cylindre  par  le  pUa  koriiontal  de  pro- 
jfirlk^n  et  par  un  antre  plan  horizontal  $iliié  an-de^os  el  à  0"J60  du  pre- 
mier. On  indiquera  à  Tencre  rmaise  les  CMi$<rDCtiMksd>att  point  quelconque 
de  Tintersection^  de  la  tangente  en  ce  point,  et  celles  des  points  remar- 
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qaables.  Ces  constractions  seront  succinctement  expliquées  à  Taide  d*une 

légende. 

Prendre  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  égale  distance  de  ces 
deux  côtés. 

1889  (/"  session).  —  Cylindre  troué  par  un  cône.  —  Placer  la  ligne  de 
terre  parallèlement  aux  grands  côtés  du  cadre,  à  171™"  du  grand  côté 
supérieur. 

Le  sommet  {s,s^)  du  cône  est  à  81°^"^  au-dessus  du  plan  horizontal  et 
à  12°^™  en  avant  du  plan  vertical  :  la  ligne  de  rappel  ss^  est  à  93™°^  à  partir 
du  côté  droit  du  cadre. 

Ce  cône  est  circonscrit  à  une  sphère  dont  le  centre  (o,  o')  est  à  81™™ 
au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  39™™  en  avant  du  plan  vertical  ;  la  ligne 
de  rappel  oo'  est  à  147™™  à  jpartir  du  côté  droit  du  cadre  et  la  sphère  est  tan- 


gente au  plan  de  front  qui  passe  par  le  sommet  du  cône.  On  ne  considère 
que  la  nappe  du  cône  qui  s'étend  du  sommet  vers  le  côté  gauche  du  cadre. 

Le  cylindre  est  de  révolution,  et  son  axe,  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
est  à  54™™  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  48™™  en  avant  du  plan  ver- 
tical; ce  cylindre  passe  par  le  sommet  du  cône. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  cylindre  supposé 
plein  et  limité  d*une  part  au  plan  de  profil  ss\  d*autre  part  au  côté 
gauche  du  cadre,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cône. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer: 

lo  Un  point  quelconque  de  Tintersection  des  deux  surfaces  et  la  tangente 
en  ce  point  ; 

2®  Les  points  de  Tintersection  situés  sur  les  contours  apparents  des 
deux  surfaces; 

3<»  La  tangente  en  (s,  s^)  à  Tintersection; 

4^  L*asymptote  de  l'intersection . 
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1889  {2^  session).  —  Intersectio!!  D't:i  tore  et  d*u?i  côxe.  —  Placer  la  ligne 
de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  180**  du  petit  côté 
supérieur. 

L'axe  du  tore  est  vertical  et  se  projette  en  o,  à  égale  distance  des  grands 

côtés  du  cadre  et  à  135"*  en  avant  de 
la  ligne  de  terre.  Le  centre  du  tore 
est  à  50™*  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal. Le  centre  du  cercle  générateur 
du  tore  est  à  85**  de  Taxe  et  le  rayon 
de  ce  cercle  est  de  45**.  Le  sommet 
du  cône  est  sur  Taxe  du  tore  à  135** 
au-dessus  du  plan  horizontal.  La  direc- 
trice du  cône  est  la  section  faite  dans 
le  tore  par  un  plan  perpendiculaire  à 
la  ligne  de  terre  et  situé  à  droite  de 
Taxe  à  une  distance  de  cet  axe  égale 
à  85**. 

On  demande  de  représenter  par  ses 
deux  projections  le  tore  supposé  plein, 
en  supprimant  la  portion  de  ce  corps 
comprise  à  Tintérieur  du  cône. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les 
constructions  employées  pour  détermi- 
ner un  point  quelconque  de  Tintersec- 
tion  des  deux  surfaces  et  la  tangente 
en  ce  point. 

1890  (ï^  session).  —  1*«tersection  de  deux  cô?(es.  —  Placer  la  ligne  de 
terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  255**  du  petit  côté  supé- 
rieur. 

Les  bases  des  cônes  sont  des  cercles  dont  les  rayons  sont  égaux  à  80** 
et  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  droite  (ab,  a'b')  qui  joint  leurs 
centres  (a,  a')  et  (6,  h'). 

La  ligne  de  rappel  aa'  est  à  120**  du  grand  côté  gauche  du  cadre,  et  la 
ligne  de  rappel  hb*  à  145**  du  même  grand  côté.  La  cote  et  Téloignement 
du  point  (a,  a*)  sont  égaux  à  80**  ;  la  cote  du  point  (fr,  b')  est  de  145** 
et  son  éloignemeat  de  105**. 

On  prend  les  diamètres  horizontaux  des  cercles  de  base,  on  joint  les 
extrémités  de  ces  diamètres  voisines  du  grand  côté  gauche  du  cadre  et, 
sur  la  droite  ainsi  obtenue,  on  prend  le  point  dont  la  cote  est  égale 
à  248**  ;  c'est  le  sommet  du  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  (a,  a').  On 
joint  les  secondes  extrémités  des  diamètres  horizontaux  des  cercles  de 
base,  et,  sur  la  droite  ainsi  obtenue,  on  prend  le  point  dont  la  cote  est 
égale  à  3**  ;  c'est  le  sommet  du  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  (6,  V). 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  corps  solide 
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formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes  supposés  pleins  et  limités  chacun  à 
son  sommet  et  à  sa  base. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  placer 
les  données  et  pour  déterminer  : 

1<*  Un  point  quelconque  de  chacune  des  bases  et  les  tangentes  en  ces 
points  ; 

2<»  Un  point  quelconque  de  la  trace  de  chaque  cône  sur  le  plan  de  base 
de  Tautre  et  les  tangentes  en  ces  points  ; 

3^  Un  point  quelconque  de  Tinlersection  des  deux  cônes  et  la  tangente 
en  ce  point  ; 

4<*  Les  génératrices  de  contour  apparent  des  deux  cônes  et  les  points  des 
bases,  des  traces  sur  les  plans  de  base  et  de  Tinterseclion,  situés  sur  ces 
génératrices. 

On  n'indiquera  pas  d'autre  construction. 

1890  {2^  session).  —  Intersection  db  deux  cônes  de  révolution.  —  Placer 
la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0^^,255  du  petit 
côlé  supérieur. 

La  ligne  de  rappel  oo'  du  centre  du  cercle  de  base  du  premier  cône  est 
à  égale  distance  des  grands  côtés  du  cadre.  La  cote  du  point  (o,  o')  est 
\QQmm  et  SOU  éloignement  93™™.  La  ligne  de  rappel  ss*  du  sommet  du 
premier  cône  est  à  87"""  de  oo'  vers  la  droite.  La  cote  du  point  (*,  s') 
est  21 0"**  et  son  éloignement  162™™.  Le  rayon  du  cercle  de  base  est 
de  80™™. 

On  prend  le  diamètre  horizontal  de  ce  cercle  de  base  et  on  fait  tourner 
de  00°  le  premier  cône  autour  de  cette  horizontale,  de  manière  que  la 
cote  du  sommet  reste  supérieure  à  celle  du  centre  de  la  base  ;  on  a  ainsi  le 
second  cône. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  corps  solide 
formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes  supposés  pleins  et  limités  chacun  à 
son  sommet  et  à  sa  base.  On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions 
employées  pour  placer  les  données  et  pour  déterminer  : 

i^  Un  point  quelconque  de  chacune  des  bases  et  les  tangentes  en  ces 
points  ; 

2°  Un  point  quelconque  de  Tinterseclion  des  deux  cônes  et  la  tangente 
en  ce  point  ; 

3°  Les  génératrices  de  contour  apparent  des  deux  cônes  et  les  points  des 
bases  et  de  l'intersection  situés  sur  ces  génératrices. 
On  n'indiquera  pas  d'autre  construction. 

1891  (/«••  session),  —  Cylindre  limité  par  une  surface  gauchb.  —  Placer  la 
ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés  du  cadre,  à  0™,10  du 
grand  côté  inférieur.  Porter,  sur  cette  ligne,  k  partir  du  petit  côté  gauche 
du  cadre,  0™,19.  Le  point  obtenu  est  la  proîection  horizontale  de  Taxe 
vertical  d'une  surface  gauche  de  révolution.  Le  cercle  de  gorge,  qui  a 
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0"»,03  de  rayon,  est  projeté  verticalement  à  0"»,08  au-dessus  de  la  ligne 
de  terre.  La  droite  de  front,  qui  engendre  la  surface  gauche,  est  projetée 
en  avant  do  la  ligne  de  terre  et  a  sa  trace  à  horizontale  0",03  du  petit  côté 

gauche  du  cadre^  de  sorte  que  sa  pente  est  -• 

Par  la  trace  horizontale  de  cette  génératrice,  on  fait  passer  un  cercle 

de  0"^,04  de  rayon,  dont  le  centre  est  à  0»,05 
en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  est  plus  rap- 
proché de  Taxe  de  la  surface  gauche  que  ne 
l'est  la  trace  horizontale  de  la  génératrice.  Ce 
cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  la génératricede front 
donnée  de  la  surface  gauche  de  révolution. 
Représenter,  par  ses  projections  et  ses  contours  apparents,  la  portion  du 
cylindre,  supposé  plein  et  opaque,  comprise  entre  le  plan  horizontal  de 
projection  et  le  plan  horizontal  situé  à  0™,16  au-dessus  de  celui-ci,  et 
extérieure  à  la  surface  gauche. 

L'extérieur  de  la  surface  gauche  est  la  portion  de  l'espace  où  n'est  pas 
situé  Taxe  de  révolution.  On  n'indiquera  à  l'encre  rouge  que  les  construc- 
tions nécessaires  pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'inter- 
section des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point,  les  points  extrêmes, 
les  points  situés  sur  les  contours  apparents,  les  asymptotes. 

1891  (2*'  sessiofC). —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution. —  On  donne 
deux  cônes  de  révolution.  Les  deux  axes  (02,   o'i')   et   (cof,   co't')   sont  de 

front,  inclinés  à  45o  stir  le  plan  horizontal  et 
perpendiculaires  entre  eux.  Le  plan  de  front 
qui  les  contient  est  à  0"^,!!  en  avant  du  plan 
vertical.  La  cote  du  sommet  (0,  0')  est  de 
O"^,!!  ;  celle  du  sommet  (cu^  eu']  est  de  0"*,08  ; 
la  distance  ow  est  de  O^^yOG  ;  le  milieu  de  ocû 
est  à  égale  distance  des  grands  côtés  du 
cadre  ;  le  demi-angle  au  sommet  de  chacun 
des  cônes  est  de  45<*. 

On  demande  de  représenter  par  ses  pro- 
jections, ses  contours  apparents  et  leur  ligne 
d'intersection,  l'ensemble  des  deux  cônes  ter- 
minés d'une  part  au  plan  horizontal  de  pro- 
jection et  d'autre  part  au  plan  horizontal 
dont  la  cote  est  O"*,!?. 
On  n'indiquera  à  l'encre  rouge  que  les  constructions  nécessaires  pour 
déterminer  un  point  quelconque  de  l'Intersection  des  deux  cônes  et  la  tan- 
gente en  ce  point,  un  point  quelconque  de  chacune  des  sections  planes  qui 
limitent  les  cônes  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlemeat  aux  petils  côtés  du  cadre  k  0"',24  du  petit  cdt6 
inférieur. 
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1892.  (1^^  session),  —  Assemblage  de  deux  cônes.  —  Dans  un  pian  de 
front,  dont  la  trace  horizontale  aob  est  à  0^^128  en  avant  de  la  ligne  de 

terre,  on  donne  un  triangle  rectangle  dont 
Thypoténuse  a'b'  est  horizontale  et  à  0^,01 
au-dessus  de  la  ligne  de  terre^  son  extré- 
mité gauche  a!  étant  à  O'^fiSS  du  côté 
gauche  du  cadre  et  son  extrémité  b'  étant 
à  0°>,17  du  même  côté  du  cadre.  L*angle 
en  a'  est  de  30°. 

On  fait  tourner  ce  triangle  successive- 

vement  autour  de  chacun  des  côtés  de 

l'angle  droit,  de  manière  à  engendrer  deux 

'^  c/       £?  cônes,  et  Ton  demande  de  représenter  par 

ses  deux  projections  le  corps  solide  formé  par  l'ensemble  de  ces  deux  cônes 

supposés  pleins  et  limités  chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  déter  • 
miner  :  i^'  un  point  quelconque  de  chacune  des  bases  et  les  tangentes  en 
ces  points;  2°  un  point  quelconque  de   Tintersection  des  deux  cônes  et  la 
tangente  en  ce  point. 
On  n'indiquera  pas  d'autre  construction. 

On  pourra,  à  l'aide  d'encre  de  couleur,  tracer  un  certain  nombre  de 
génératrices  de  chacun  des  cônes;  les  génératrices  vues  en  trait  plein,  les 
génératrices  cachées  en  trait  discontinu. 

Le  cadra  a  0™^45  sur  0™,27;  la  ligne  de  terre  est  parallèle  aux  petits  côtés  do  cadre  à 

0i>>,19  da  petit  côté  supérieur. 

1892  (2«  session).  —  Sphère  entaillée  par 
UN  CYLINDRE.  —  On  doune  une  sphère  pleine^ 
on  la  coupe  par  un  cylindre,  on  enlève  de  la 
sphère  la  partie  qui  est  dans  l'intérieur  du 
cylindre,  ob  demande  de  représenter  par  ses 
projections  la  sphère  solide  dans  laquelle  on 
a  pratiqué  ainsi  une  entaille  cylindrique. 

Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en  (o,  o')  ; 
les  points  o  et  o'  sont  à  0"',102  de  la  ligne  de 
terre  et  la  droite  oo'  est  au  milieu  de  la 
feuille;  le  rayon  de  la  sphère  a  0*,092  de 
longueur. 

La  surface  cylindrique  de  l'entaille  est  en- 
gendrée par  la  droite  {ab,  a'b')  qui  tourne  au- 
tour de  l'axe  (cd,  &d').   On  a    oa  =  0"»,061,    ob  =  od  •=  0«>,03l . 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déter- 
miner : 
i^  Un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point; 
2®  Les   points  situés  sur  les  contours  apparents  de  la  sphère  et  du 
cylindre; 
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3°  Le  potnl  le  plus  haut  en  projection  verticale  ; 
4<^  Le  point  le  plus  à  droite  en  projection  verticale. 

Le  cadre  s  0™,45  sur  0™,27.  La  ligae  de  terre  est  parallèle  anx  petits  côtés  da  cadre 
et  h  0™,2u5  da  petit  côté  inférieur. 

1893  (/•■•  session).  —  Cône  entaillé  par  un  cyllndre.  —  L*axe  d'un  cône 
de  révolution  supposé  plein  est  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection  ; 
on  considère  les  deux  demi-nappes  de  ce  cône  situées  au-dessus  du  plan 
horizontal  et  limitées  à  des  plans  parallèles;  on  les  coupe  par  un  cylindre 
oblique  à  base  de  cercle;  on  enlève  du  cône  les  parties  situées  dans  l'nté- 
rieur  du  cylindre.  On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  demi- 
cône  solide  dans  lequel  on  a  pratiqué  ainsi  une  entaille  cylindrique. 
L'axe  du  cône  est  la  bissectrice  de  l'angle  s  du  triangle  asb. 

Le   côté  ab  coïncide  avec  la  ligne  de  terre,  cl 
Ton  a 

a;a  =  0°»,076,  a6  =  0n»,129,  6y  =  0in,065, 

as  =  0",U9,  bs  =  0»,179. 

Les  plans  parallèles  qui  limitent  le  cône  sont  les 
suivants  : 

1^  Le  plan  mené  par  la  ligne  de  terre  et  dont  la 
partie  supérieure  fait  avec  la  partie  antérieure  du 
plan  horizontal  un  angle  de  60^; 
2^  Le  plan  parallèle  au  précédent  dont  la  trace 
horizontale  cd  est  déterminée  par    se  =  0",070. 

La  base  du  cylindre  est  un  cercle  de  Om^60  de  rayon,  situé  dans  le  plan 
vertical  de  projection  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  et  langent  en  &  à  cette 
ligne;  les  génératrices  horizontales  du  cylindre  sont  parallèles  à  sb. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées  pour  déter- 
miner : 
i^  Un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point; 
2*^  Un  point  quelconque  de  Tune  des  bases  du  cône  et  la  tangente  en  ce 
point  ; 

3<*  Un  point  quelconque  de  la  trace  du  cylindre  sur  l'un  des  plans  de 
base  du  cône  et  la  tangente  en  ce  point. 

Le  cadre  a  0^,430  sur  0°^^270.  La  ligne  de  terre  est  parallèle  aux  petits  côtéà  du  cadre 
k  U°',26d  du  petit  côté  inférieur  et  k  O'^yiSl  du  petit  côlé  supérieur. 

1893  (2®  session).  —  Intersection  d'un  tore  et  d'un  cônk.  —  Placer  la 
ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre^  à  ISO"*'"  du  petit 
côté  supérieur. 

L'axe  du  tore  est  vertical  et  se  projette  en  o,  à  égale  distance  des  grands 
côtés  du  cadre  et  à  145°"°  en  avant  de  la  ligne  de  terre. 

Le  centre  du  tore  est  à  50™™  au-dessus  du  plan  horizontal.  Le  centre  du 
cercle  générateur  du  tore  est  à  85™™  de  l'axe  et  le  rayon  de  ce  cercle  est 
de  45™™. 
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Le  sommel  du  cône  est  sur  Taxe  du  tore  à  135™™  au-dessus  du  plan 

horizon  lai.  La  directrice  du  cône  est  la  section  faite  dans 
le  tore  par  un  plan  bitanj^ent  perpendiculaire  au  plan 
vertical  et  incliné  dans  le  sens  qu'indique  la  figure. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le 
tore  supposé  plein,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps 
comprise  à  Tintérieur  du  cône. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  conslructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque   de   Tintersection 
des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 
Le  cadre  a  0",450  sur  0™,270. 

1894  (/"»  session),  —  Intersection  d'us  paraboloIde  et  d*un  cône.  —  La 
ligne  de  terre  œy  étant  tracée  parallèlement  aux  grands  côtés  du  cadre  à 
une  distance  de  GO™™  au-dessous  du  milieu  du  cadre,  on  considère,  dans 
le  plan  vertical,  une  parabole  dont  Taxe  est  la  verticale  aa!  placée  au 
milieu  du  cadre,  dont  la  directrice  est  la  ligne  de  terre  et  dont  le  sommel  a' 

est  à  30™™  au-dessus  de  la  ligne  de 
-?---f -- terre  :  cette  parabole,  en  tournant  au- 

tour de  son  axe,  engendre  un  parabo- 
loïde.  On  considère,  d'autre  part,  un 
cône  de  révolution  ayant  pour  sommet 


^  le  sommet  (a,  a')  de  la  parabole  et  pour 
axe  une  parallèle  (afr,  a'b'j  à  la  ligne  de  terre  ;  Tangle  des  génératrices  de 
ce  cône  avec  son  axe  est  supposé  égal  à  45<*. 

1«  Construire  les  projections  de  Tintersection  de  ces  deux  surfaces,  et 
représenter  leur  solide  commun,  en  supposant  le  cône  prolongé  de  part  et 
d'autre  de  son  sommet. 

2°  Construire  la  projection  de  Tinterseclion  sur  un  deuxième  plan  vertical 
ayant  pour  trace  horizontale  la  perpendiculaire  en  a  à  la  ligne  de  terre. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  la  construction  d'un  potnt  et  de  la  tangente 
en  ce  point  à  la  parabole  et  à  chacune  des  projections  de  l'intersection. 

1894  (2°  session).  —  Intersection  d*un  cône  et  d'un  cylindre.  —  La  ligne 
de  terre  xy  étant  tracée  au  milieu  du  cadre,  parallèlement  aux  petits  côtés, 
on  décrit  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  égaux  A  et  B  de  9«™  de 
rayon,  tangents  â  la  ligne  de  terre  et  ayant  leurs  centres  respectifs  a 
et  ^  à  3°™  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  médiane  gh  du  cadre.  Soient 
(p,  p')  le  point  d'intersection  de  ces  deux  cercles  le  plus  rapproché  de  la 
ligne  de  terre,  (5,  s')  le  point  dont  la  cote  est  18®™  et  dont  la  projection 
horizontale  s  est  à  l'Interscclion  du  cercle  B  et  de  la  parallèle  à  la  ligne 
de  terre  menée  par  p. 

On  considère  : 

1°  Un  cône  dont  la  base  est  le  cercle  â  dans  le  plan  horizontal  et  dont  le 
-sommet  est  le  point  («,  s'}  ; 
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2^  Un  cylindre  dont  la  base  est  le 
cercle  B  dans  le  plan  horizontal  et  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
droite  (pt,p's^). 

Construire  la  partie  de  la  projection 
horizontale  de  Tintersection  de  ces 
deax  surfaces  comprise  entre  les  bords 
du  cadre,  et  la  partie  de  la  projection 
verticale  située  au-dessus  de  la  ligne 
de  terre  jusqu'aux  bords  du  cadre. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  la  con- 
struction des  points  et  droites  remar- 
quables. 

On    supposera    les    deux     surfaces 

opaques. 

1895  (/''''  session).  —  Tronc  de  côtie  entaillé  par  une  sphère.  —  On  consi- 
dère une  sphère  décentre  0  dont  la  cote  et  Téloignement  sont  fîxés  à 90"''°, 
le  rayon  de  la  sphère  R  =  80""™,  et  un  cône  de  révolution  dont  le  som- 
met (s,  s')  est  ainsi  défini  :  la  projetante  de  ce 
point  se  confond  avec  la  tangente  commune 
aux  deux  contours  apparents  de  la  sphère  vers 
la  gauche,  la  projection  horizontale  de  S  est 
située  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère  et 
la  cote  de  ce  point  est  de  230"^"^  au-dessus  du 
plan  horizontal  de  projection.  L*axe  de  ce 
cône  est  une  droite  de  front  {ss,  s' s")  qui  ren- 
contre le  diamètre  de  la  sphère  parallèle  à 
la  ligne  de  terre  en  un  point  (;,  2')  situé  à 
droite  de  0  et  à  une  distance  de  25"'°'.  hn 
génératrice  de  front  {sG,  s^G')  du  cône  s'ob- 
tient en  menant  de  (5,  /)  une  tangente  au 
grand  cercle  de  front  de  la  sphère  dont  le 
contact  a  lieu  en  (M,  M  ') . 
Cela  étant,  on  demande  : 
l**  De  déterminer  Tintersection  du  cône  et 
de  la  sphère.  On  aura  soin  de  déterminer,  outre  un  point  courant  et  sa 
tangente,  les  points  et  tangentes  remarquables; 

2^  De  représenter  le  tronc  de  cône  limité  par  les  sections  droites  des 
points  (A,  Â')  et  (B^  B')  où  Tintersection  rencontre  le  contour  apparent 
vertical  de  la  sphère  en  supprimant  de  ce  tronc  de  cône  la  portion  comprise 
dans  la  sphère. 

1895  (2<  session) .  —  Dans  le  plan  de  bout  FaQ  incliné  à  45»  sur  le  plan 
horizontal  on  considère  un  cercle  de  60"'"'  de  rayon  tangent  au  plan  hori- 
zontal ;  le  centre  de  ce  cercle  est  éloigné  de  90""'  du  plan  vertical.  Ce 


CONCOURS    d'admission    A    l'ÉCOLE   CENTRALE 


sr>7 


cercle  est  la  directrice  d*un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 
la  ligne  de  terre. 
On  considère  d'autre  part  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  {s,  s') 

est  placé  sur  l'axe  de  ce  cylindre.  La 
projetante  de  (s,  ^)  se  confond  avec  aQ 
et  Taxe  de  ce  cône  est  perpendiculaire 
au  plan  FaQ. 

Le  i  /2  angle  o)  au  sommet  du  cône 
est  de  45<>.  Ceci  posé,  on  demande  : 

]o  De  déterminer  complètement  la 
courbe  d*intersection  du  cylindre  avec 
les  deux  nappes  du  cône  ; 

2°  De  représenter  le  solide  formé  par 
le  cône  et  le  cylindre  en  limitant  ce 
solide  aux  deux  plans  de  bout  symé- 
triques FaQ  et  R'aQ. 

Le  cône  sera  limité  à  sa  partie  supé- 
rieure par  le  plan  horizontal  H'  tan- 
gent au  cylindre  suivant  la  génératrice 
culminante. 

Les  deux  plans  FaQ  et  R'aQ  ainsi 
que  les  surfaces  du  cône  et  du  cylindre 
sont  opaques,  le  plan  H'  horizontal  su- 
périeur sera  seul  considéré  comme  étant  transparent. 

Observations.  —  Dans  le  tracé  à  l'encre,  les  portions  de  la  courbe 
d'intersection  du  cône  et  du  cylindre  qui  sont  extérieures  aux  deux  plans 
FaQ  et  R'aQ  seront  tracées  à  l'encre  bleue. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  de  la  ligne  d'intersection  ou  des  sections  planes  et  les 
tangentes  en  ces  points.  Le  tracé  au  net  devra  faire  ressortir  les  construc- 
tions des  points  ou  droites  remarquables. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  da  cadre,  k  0>^,210  da  edté 
supérieur. 

1896  (1^  session).  —  Intersection  d'un  htperboloïde  de  révolution  et  d'un 
CÔNE.  —  On  considère  : 

i°  Un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  (oz,  oV)  dont  le  cercle 
de  gorge  situé  dans  le  plan  horizontal  de  cote  iGO"^™  a  00™"^  de  diamètre. 
Les  génératrices  de  cet  hyperboloïde  font  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
de  45^.  L'axe  de  la  surface  est  à  itOmm  en  avant  du  plan  vertical. 

2»  Un  cône  à  base  horizontale  circulaire  défîni  de  la  manière  suivante  : 
Le  sommet  (s,  s')  du  cône  est  situé  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  (oz,  o'ï) 
de  l'hyperboloïde.  La  cote  de  ce  point  est  fixée  à  200»».  L'une  des 
génératrices  de  front  du  cône  est  la  verticale  (sa,  s'a')  qui  passe  par 
l'extrémité  de  gauche  du  rayon  du  cercle  de  gorge,  l'autre  génératrice 
de  front  est  la  droite  (se,  s'b')  inclinée  à  45^  sur  le  plan  horizontal. 
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Cela  posé,  on  demande  : 

i^  De  Iracer  les  projections  de 
rinterseclion  du  cône  et  de  Thyper- 
boloïde,en  ayant  soin  de  déterminer 
les  points  et  tangentes  remarquables 
des  courbes  ainsi  obtenues; 

2°  De  définir  la  direction  des  plans 
donnant  des  sections  anti-parallèles 
à  la  base  du  cône; 

3o  De  représenter  complètement 
le  solide  formé  par  le  cône  et  l'hy- 
perboloïde,  les  deux  surfaces  étant 
limitées  de  la  manière  suivante  : 

(a)  au  plan  horizonlal  de  projection; 

{b)  au  plan  horizontal  passant  par 
le  sommet  du  cône; 

(c)  au  plan  tangent  au  cône  sui- 
vant la  génératrice  (sb,  s'b'}; 
(d)  au  plan  de  section  anti-parallèle  à  la  base  passant  par  le  point  (a,  a') 
trace  horizontale  de  la  génératrice  verticale  du  cône. 

Cadre  de  0,27  sur  0,45.  Ligne  do  terre  parallèle  aux  petits  côlés  da  cadre  et  au  milieu 
de  la  feuille. 
La  droite  o'z'  est  à  110°^™  du  côté  gauche  du  cadre. 

1896  (-2»  session).  —  On  considère  :  1®  un  cône  de  révolution  à  axe  ver- 
tical (oj,  o'z'). 
La  ba?e  du  cône  dans  le   plan  horizontal  est  un  cercle  de  80"°  de 

-  rayon.  La  cote  du  sommet  du  cône  est  de  210"";  2°  un 
ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front  (ck,  </k')  dirigé 
perpendiculairement  à  la  génératrice  de  front  (sb,  s'b') 
et    rencontrant   Taxe    du   cône    en      h'  {dh!  =z  25™", 
o'k'  =  80"").    Le  centre  de  Tellipse  méridienne  est  en 
(c,  c').  Les  demi-axes  de  cette  ellipse  sont  respective- 
ment   cV  =  110""     et    c'y  =  60"".     On  demande  : 
[^  de  tracer  les  contours  apparents  des  deux  surfaces; 
2^  de  déterminer  les  projections  de  Tintersection  de 
ces  deux  surfaces  en  ayant  soin  d'indiquer  les  cons- 
tructions nécessaires  pour  obtenir  les  points  et  les  tan- 
jgentes  remarquables  de  ces  courbes  ; 
3«»  de  représenter  Tensemble  formé  par  le  cône  et  l'ellipsoïde,  en  suppri- 
mant de  cette  dernière  surface  les  parties  extérieures  aux  deux  plans  tan- 
gents au  cône  suivant  les  génératrices  de  front  [sa,  s'a')  et  [sb,  s'b'). 

Nota.  —  Les  portions  des  coatours  apparents  extérieures  au  solide  représenté  se  Ira- 
cernol  en  traits  bleus. 

G'idre  de  21  <^™  sur  io"^.  xy  parallèle  aux  petits  côlés  du  cadre  et  au  milieu.  oV 
parallèle  aux  grands  côtés  et  au  milieu  de  la  feuille. 
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